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ALLE  EECHTE,  EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBERSETZ ÜNGSRECHTS,  YOEBEHALTEN 


YOEWORT 

Unter  manclierlei  ScHcksalsfögiiBgeii  ist  der  vorliegende  Band  h  unserer  Eulerausgabe 
zustande  gekommen.  Ursprünglicli  war  seine  Bearbeitung  von  HKmRiCH  Wkbek  iiberaom.-- 
men  worden,  der  1911  Eulers  rollständige  Anleitung  mr  Älgelra  mit  den  Zusätzen  tob 
Lagrange  herausgegeben  und  damit  das  große  XJnternebmen  der  Scbweizeriscben  Natur- 
forschenden-  Gesellschaft  in  glückverheißendem  Sinne  inauguriert  liatte.  Aber  schon  1913, 
am  17.  Mai,  starb  Weber,  bevor  er  noch  mit  der  neuen  Arbeit  hatte  beginnen  können. 
Und  dann  kam  der  Krieg  und  legte  lähmend  seine  Faust  auch  auf  unser  Werk. 

Zu  gänzlicher  Untätigkeit  freiüch  wurden  weder  Redaktion  noch  Druckerei  gezwungen, 
und  so  gelang  es  immerhin,  in  den  Jahren  1914—1917  den  bisher  erschienenen  zehn  Bänden 
weitere  vier,  nämlich  die  Bände  Is,  Is,  Ii3  und  In,  hinzuzufügen  oder  doch  ihre  Drucklegung 
dem  Abschlüsse  nahe  zu  bringen.  Aber  erst  1916  war  das  Redaktionskomitee  in  der  Lage, 
seine  Aufmerksamkeit  auch  den  algebraischen  Abhandlungen  Eülers  wieder  zuzuwenden. 
Auf  meine  Bitte  erklärte  sich  StäCkel  bereit,  mit  mir  zusammen  den  durch  Webers 
Tod  verwaisten  Band  der  Conmentationes  algebraicae  ad  tJieoriam  aeqiiationum  pertinentes^) 
zu  übernehmen.  Wir  teilten  die  Arbeit  unter  uns  so,  daß  mir  die  erste  Hälfte  zufiel,  die 
mit  der  Abhandlung  30  des  Eneströmschen  Vermchnisses  der  Schriften  Leonsärd  Eülers 
beginnt  und  mit  der  Abhandlung  395  abschließt,  während  StIckel  die  zvjeite  Hälfte,  näm- 
lich die  Abhandlungen  406-819,  übernahm.  Übrigens  war  diese  Teilung  eine  rein  äußer- 
liche und  mehr  durch  den  Geschäftsgang  bedingte,  denn  jeder  von  uns  hat  sich  auch  mit 
der  Abteilung  des  andern,  nicht  nur  bei  der  Korrektur,  eingehend  beschäftigt,  und  wir  beide 
wiederum  wurden  in  unserer  Arbeit  durch  den  ganzen  Band  hindurch  in  wirksamer  und 
dankenswerter  Weise  von  Krazer  unterstützt. 

Entgegen    dem    ursprünglichen    Einteilungsplane,    wie    er    im    Jahresbericht    der 
Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  19,  1910,  Zweite  Abt.,  p.  104,  abgedruckt  ist, 

1)  Der  zweite  Band  der  Commentationes  algebraicae,  der  sich  auf  Kombinatorik,  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und   Versicherungswesen  bezieht,  wird  als  Band  I7  von  Du  Pasquier  heraus- 
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sind  in  den  Torliegenden  Band  le  noch  die  Abhandltmgen  395  De  invmtione  guoteumqm 
mediamm  proportionälium  ätra  radicwn  extmdionem  und  532  De  serie  Lämbertisa  jpluri- 
misgue  eius  insignibus  ^oprieiat^s  aufgenommen  worden,  die  zixerst  den  Bänden  I3  imd  I15 
zugedacht  waren,  die  aber  wegen  ihrer  engen  Beziehungen  zur  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  besser  unter  die  Commentationes  algebraicae  einzuordnen  sind.^) 

Der  Satz  unseres  Bandes  Is  begann  1917,  die  Arbeit  schritt  aber,  den  Zeitrerhält- 
nissen  entsprechend,  nur  sehr  langsam  vorwärts  und  wurde  oft  durch  Pausen  ganz  unter- 
brochen. So  kam  es,  daß  im  Herbst  1919  zwar  die  Fahnenkorrektur  zum  größeren  Teil, 
die  Bogenkorrektur  aber  kaum  zu  einem  Drittel  besorgt  war.  Da  traf  unser  Unternehmen 
der  schwerste  Schlag.  Noch  am  19.  Oktober  hatte  mir  Stäckel  in  einem  längeren  Briefe 
allerlei  Vorschläge  unterbreitet,  die  sich  auf  Anmerkungen  zu  den  Abhandlungen  407  und 
450  bezogen.  Nichts  Heß  ahnen,  daß  dies  sein  letzter  Brief  sein  sollte.  Nach  einer  för 
unseren  Verkehr  ungewöhnlich  langen  und  beunruhigenden  Pause  erhielt  ich  Anfang 
Dezember  die  Mitteilung,  er  sei  schwer  erkrankt,  und  schon  wenige  Tage  darauf  folgte  die 
Trauerbotschaft,  daß  er  am  12.  Dezember  seinen  Leiden  erlegen  sei. 

Zwölf  Jahre  lang  hat  sich  Stäckel  mit  begeisterter  ffingebung  und  größter  Energie 
der  Eulerausgabe  gewidmet.  Seine  ungewöhnUche  Vertrautheit  mit  der  mathematischen 
Literatur,  seine  Begabung  und  sein  feiner  Sinn  für  historische  Forschung  ließen  ihn  gerade 
für  so  weit  ausschauende  Unternehmungen  als  besonders  berufen  erscheinen.  Nicht  nur  die 
von  ihm  speziell  herausgegebene  Mechanka  und  die  voriiegenden  Commentationes  algebraicae, 
die  ganze  Eulerausgabe  atmet  Stäckelschen  Geist  und  ist  ein  Denkmal  seines  Wirkens. 
Es  muß  einer  besonderen  Arbeit  vorbehalten  bleiben,  darzulegen,  was  die  Eulerausgabe 
Stäckel  verdankt. 

Wenn  nun  trotz  diesem  schweren  Verluste  die  Drucklegimg^  unseres  Bandes  U  ver- 
hältnismäßig rasch  zu  Ende  geführt  werden  konnte,  so  war  das  nur  dadurch  möglich,  daß 
sich  gleich  nach-  Stäckels  Tode  Keazee  mit  freundlicher  BereitwilUgkeit  zur  Verfügung 
stellte  und  für  den  verstorbenen  Kollegen  eintrat.  Es  ist  mir  ein  Bedürfnis,  ihm  hierfür 
auch  öffentlich  aufs  herzlichste  zu  danken. 


Es  möge  nun  eine  kurze  Übersicht^  über  den  Inhalt  des  voriiegenden  Bandes  folgen. 

Der  Band  >vird  eröffiiet  durch   die  Abhandlung  30  De  formü  radicmn  aequatiomm 

cmusgue  ordinis  coniectatio,  die  Euleb  nach  den  Akten  schon  am  2.  November  1733  der 

1)  Siehe  hierzu  auch  das  Vorwort  zum  Bande  I3,  p.  VIT. 

2)  Diese  Übersicht  ist  von  Krazer  und  mir  gemeinsam  verfaßt. 
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Petersburger  Akademie  vorgelegt  hatte,  die  aber  erst  1738  gedruckt  wurde.  ^)  Bulee  ent- 
wickelt zunächst  die  nach  ihm  benannten  Methoden  der  Auflösung  der  Gleichungen  dritten 
und  yierten  Grades  und  zeigt,  daß  die  Auflösung  wesentlich  in  der  Herstellung  einer  gewissen 
Gleichung  nächst  niedrigeren  Grades  besteht,  deren  Wurzeln  zu  den  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  führen.  Entsprechendes  gilt  auch  schon  für  die  quadratischen  Gleichungen.  Für 
diese  auflösenden  Hilfsgleichungen  führt  Euler  den  Namen  Besolvenien  ein,  eine  Bezeichnung, 
die  sich  bald  allgemein  einbürgerte.^)  Durchdrungen  von  der  Bedeutung  dieses  Begriffes 
ließ  sich  nun  Eulbr  zu  der  Vermutung  verleiten,  daß  es  auch  für  die  Gleichungen  höheren 
Grades  solche  Resolventen  gebe,  derart  also,  daß  für  die  Gleichung 

x""  =  ax''^^ +  'bx'''^^  +  cx''"^  +  etc. 
stets  eine  Gleichung  der  Form 

existiere,  aus  deren  n  -  1  Wurzeln  Ä,  B,  C,  D  etc.  sich  die  Wurzel  x  der  gegebenen 
Gleichung  darstellen  lasse  in  der  Gestalt 

x^yA  +  VB  +  yC  +  fD  +  eto. 

Euler  hat  nicht  nur  in  der  vorliegenden  Abhandlung,  sondern  auch  in  mehreren  der 
folgenden,  die  den  algebraischen  Gleichungen  gewidmet  sind,  diese  seine  Coniectatio^)  zu 
stützen  gesucht.  Wie  ein  roter  Faden  zieht  sich  die  Mutmaßung  durch  seine  Arbeiten  hin- 
durch. Bekanntlich  hat  erst  Abel  (1802--1829)  nachgewiesen,  daß  sie  für  allgemeine  Glei- 
chungen von  höherem  als  dem  vierten  Grade  unrichtig  ist,  aber  zugleich  auch,  daß  sie  für 
auflösbare  irreduzible  Gleichungen  von  Primzahlgrad  in  vollem  Umfange  zutrifft. 

1)  Eine  deutsche  Übersetzung  findet  sich  in  der  SamuiluBg  algebraischer  Abhaüdhmgeu  von 
EuLEii  und  Laghange,  die  J.  A.  Chr.  Michelsen  (17/L9--1797)  unter  dem  Nebentitel  Die  Theorie 
der  Gleichungen,  Berlin  1791,  seiner  Übersetzung  von  Eulers  Introduetio  in  anahjsin  infinitonm 
als  „Drittes  Buch''  hat  folgen  lassen.    Mit  der  IntroducMo  hat  diese  Sammlung  freilich  nicht  viel 

zu  tun. 

2)  Die  Einführung  des  Begriffes  Eesolvcnte,  als  eines  fundamentalen,  rührt  also  durchaus 
von  Euler  her.  Bedient,  bei  der  Auflösung  der  kubischen  und  biquadratischen  Gleichungen,  hat 
man  sich  natürlich  schon  von  jeher  solcher  Resolventen,  aber  erst  Euler  hat  ihre  grundsätzliche 
Bedeutung  betont. 

3)  Zur  Vorgeschichte  dieser  Comedatio,  namentlich  bei  Tschirnhaus  (1651—1708)  und 
Leibniz  (1647--1716),  siehe  Eneström,  Biblioth.  Mathem.  1%,  1912—1913,  p.  34Ö-346. 
Danach  war  schon  Leibniz  „fest  überzeugt,  daß  die  Wurzel  einer  Gleichung  5.  Grades  die  Eorm 

haben  mnß,  wo  a^,  a.^,  a^,  a^  als  Wurzeln  von  Gleichungen  4.  Grades  betrachtet  werden  können". 
Leokhardi  EuLERi  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  h 
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EüLER  gibt  selbst  zu,  daß  es  ibm  noeli  niclit  gelungen  sei,  für  9^  >  4  allgemein  die 
Resolvente  herzustellen,  er  weist  aber  darauf  Mn,  daß  es  unter  den  bisher  untersuchten 
Gleichungen  höheren  Grades  nicht  an  Belegen  für  die  Richtigkeit  seiner  Mutmaßung  fehle. 
lasbesondere  waren  es  gewisse  ron  Moivre^)  aufgelöste  Gleichungen,  die  ihm  dazu  dienten. 
Dabei  wird  er  auf  Gleichungen  geführt,  die  ihre  Form  nicht  ändern,  wenn  man  die  Unbe- 
kannte durch  ihren  reziproken  Wert  ersetzt.  Solche  Gleichungen  nennt  Eitler  redproJce 
Gleichungen.  Auch  diese  Bezeichnung,  die  seitdem  dauernd  in  den  mathematischen  Sprach- 
schatz übergegangen  ist,  geht  auf  Eüler  zurück,  während  freilich  derartige  Gleichungen 
selbst  auch  schon  vor  EüLER  vorkamen.^) 

Mit  der  Abhandlung  30  hängt  aufs  engste  zusammen  die  1764  gedruckte  Abhand- 
lung 282  De  resoluUone  aeqiiatwnuin  amisvis  gradm^  die  Euler  nach  den  Akten  am 
15.  Oktober  1759  der  Petersburger  Akademie  vorgelegt  hatte.  ^)  Eine  Abhandlung  mit 
dem  Titel  Eesolutio  aequationum  cuiusvis  generis  war  nach  0.  G.  J.  Jacobi  schon  am  3.  Mai 
1753  in  der  Berliner  Akademie  gelesen  worden.  Euler  geht  in  der  Abhandlung  282  wieder 
von  seiner  Mutmaßung  über  die  Form  der  Wurzeln  einer  beliebigen  Gleichung  aus,  findet 
nun  aber,  daß  in  dieser  Form  die  Wurzeln  noch  nicht  mit  genügender  Unterscheidung  zum 
Ausdruck  gelangen.    In  der  früheren  Form 

x^ya  +  yß  +  '\/y^i/S  +  etc. 

müsse  wegen  der  Vieldeutigkeit  der  eiuzelnen  Glieder  eine  genauere  Ordnung  eingerichtet 

1)  Siehe  die  Anmerkuüg  1  p.  8  des  vorliegenden  Bandes. 

2)  Insbesondere  bei  Moivrb.  In  seiner  für  die  Wahrscheinlichkeitsreclmung  bedeutsamen 
Abhandlung  De  mensura  sortis,  Philosophical  Transactions  (London)  27,  1711,  numb,  329, 
p.  213,  treten  bei  der  Berechnung  der  Gewinnaussichten  beim  Spiel  wiederholt  Gleichungen  auf, 
die  wir  jetzt,  seit  Euler,  remproJce  nennen,  und  Moivrb  unterläßt  auch  nicht,  ausdrücklich  auf  die 
Eigenart  dieser  Gleichungen  hinzuweisen;  so  namentlich  in  dem  CoroUarium  zu  Problema  23,  p.  260. 
Und  in  seinen  Miscellanea  analyüca  de  seriehus  et  quaäratuns,  Londini  1730,  beginnt  das  4.  Kapitel 
des  3.  Buches  gleich  mit. einem  Hinweis  auf  jene  Gleichungen,  auf  die  er  in  seiner  Mensura  sortis 
gestoßen  sei.  Gerade  auf  dieses  Kapitel  bezieht  sich  der  Schluß  der  Anmerkung  1  p.  82  des  vor- 
liegenden Bandes.  Siehe  auch  Moivres  Werk  The  docfrine  of  clmnces,  London  1718,  3.  Ausg.  1756, 
Probl.  LXIT,  p.  201—202. 

3)  Das  Summarium  der  Abhandlung  282  findet  sich  wörtlich  abgedruckt  in  den  Nova  acta 
eruditorum  1765,  p.  248—250.    Weitere  Bemerkungen  sind  dort  nicht  hinzugefügt. 

Auch  von  der  Abhandlung  282  findet  sich  eine  deutsche  Übersetzung  in  der  p.  IX  zitierten 
Sammlung  von  Miohelsen.  Schon  vorher,  1785,  war  von  Fr.  v.  Schaffgotsch  (1743—1809)  eine 
deutsche  Übersetzung  in  den  Abhandlungen  der  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften 1,  Prag  1785,  p.  180—207,  veröffentlicht  worden,  versehen  mit  einer  Einleitung, 
p.  177—180,  und  mit  Anmerkungen,  p.  207— 236. 


X- 


VOBWORT  XI 


werden,  damit  sich  unter  Benutzung  der  Einheitswurzeln  die  richtigen  Kombinationen  er- 
geben und  ungeeignete  ausgescHossen  werden.  So  wie  sicii  nun  die  n  Wurzeln  der  Einheit 
als  die  aufeinanderfolgenden  Potenzen  einer  jeden  Ton  ihnen  darstellen  lassen,  so  seien  höchst- 
wahrscheinHch  auch  die  einzelnen  Radikale  der  Form  eingerichtet,  die  für  die  Wurzel  rr  gilt. 
Demgemäß  behauptet  Eüler,  daß  sich  die  Wurzel  x  der  allgemeinen  Gleichung 

x''+Jx'"'^+  Äx''-^+  Bx''-^+  te"-H  etc.  =-  0 

stets  ausdrücken  lasse  in  der  Form^) 

Die  andern  n—1  Wurzeln  ergeben  sich  dann  aus  der  einen,  indem  man  der  Reihe  nach 
Vv  durch  afv,  ifv,  cfv  etc.  ersetzt,  wo  1,  ö,  6,  c  etc.  die  ^?.*^^  Einheitswurzeln  sind. 

Euler,  erprobt  nun  die  Kraft  dieser  neuen  Wurzelfonu,  indem  er  sie  auf  die  Glei- 
chungen zweiten,  dritten  und  yierten  Grades  anwendet  und  ihre  Gültigkeit  nachweist.  Für 
die  Gleichung  fünften  Grades  gelingt  es  ihm  freilich  nicht,  die  Rechnung  allgemein  durch- 
zuführen. Er  sieht  sich  daher  veranlaßt,  sich  auf  spezielle  Fälle  zu  beschränken.  So  ge- 
langt er  zu  den  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen 

und 

x^^bPx^-5P'x  +  D, 

von  denen  die  zweite  leicht  in  eine  schon  von  MoiVRE^)  aufgelöste  übergeführt  werden  kann. 
Zuletzt  zeigt  Eüler,  wie  man  aus  der  allgemeinen  Form  unendlich  viele  algebraisch  auf- 
lösbare Gleichungen  fünften  Grades  gewinnen  könne,  indem  er  für  die  Koeffizienten  Ä,  J5,  (7,  D 
der  Gleichung  ^        ^   ^      -r»  o  .    /^     ,    r^ 

gewisse  aus  fünf  Hilfsgrößen  rational  zusammengesetzte  Ausdrücke  einführt.^) 

1)  Gerade  von  dieser  Form  ist  1824  Abel  bei  seinem  berühmten  Beweise  von  der  Unmög- 
lichkeit der  algebraischen  Auflösung  der  Gleichungen  fünften  und  höheren  Grades  ausgegangen. 
Die  EuLERSCHE  Wurzelform  gibt  bereits  der  zuerst  von  Kronecker  erwiesenen  Tatsache  Ausdruck, 
daß  die  Resolvente  (;n  —  1)*'^  Grades  der  auflösbaren  irreduziblen  Gleichung  w*^^  Grades  eine 
zyklische  Gleichung  ist.  Siehe  L.  Kronecker,  Über  die  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen, 
Monatsberichte  d.  preuß.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Berlin,  1853,  p.  365,  und  1856,  p.  203. 
Siehe  auch  J.  Pierpont,  Zur  Geschichte  der  Gleichung  des  V.  Grades,  Monatshefte  für  Math, 
u.  Phys.  6,  1895,  p."  15,  wo  speziell  die  Seiten  20—23  den  Bemühungen  Eulers  gelten. 

2)  Siehe  die  Anmerkung  1  p.  8  des  vorliegenden  Bandes. 

3)  Leider  ist  in  dieser  letzten  Untersuchung  das  Original  durch  Fehler,  die  nur  zum  Teil  als 
Druckfehler  anzusehen  sind,  arg  entstellt  und  leider  sind  diese  Fehler  auch  in  die  Übersetzungen 
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An  die  AbhaüdluDg  282,  insbesondere  an  die  Untersuchungen  der  von  MoiVEE  und 
Ton  EüLEB  selbst  behandelten  auflösbaren  Gleichungen  fünften  Grades,  schUeßt  sich  die 
Abhandlung  644  so  unmittelbar  an,  daß  sie  fast  als  Portsetzung  ron  jener  bezeichnet  werden 
kann.  Sie  ist  betitelt  Inmmerae  aegmüonim  fonnae  ex  omnibus  ordinibus,  qmrum  resoluUo 
exMeripoteä,  und  wurde  am  6.  Mai  1776  der  Petersburger  Akademie  vorgelegt,  aber  erst 
1790  YeröfFentHeht.  Eülee  stellt  darin  algebraisch  auflösbare  Gleichungen  beliebigen  Grades 
auf  folgendem  Wege  her,  der  übrigens  schon  vor  ihm  zu  dem  gleichen  Zwecke  von  BizoüT^) 
beschritten  worden  war. 


Da  aus 


sofort 

folgt,  ,0  besitzt  umgekehrt  diese  Gleichung  n*-  Grades  jene  n  Werte  x  als  Wurzeln, 
die  aus  der  vorletzten  Gleichung  hervorgehen,  wenn  für  ff  die  n  verschiedenen  Werte 
gesetzt  werden. 

Auf  diese  Weise  erhält  aber  Eülee  nicht  nur  unzählige  algebraisch  auflösbare  Glei- 
chungen beHebigen  Grades,  sondern  es  stellt  sich  auch,  wenn  man  x  in  der  Form 

X  =  y^«~rö  -(-  f/^^2&r_j ^  y^^^i 

schreibt,  die  Wurzel  der  Gleichung  n^  Grades  wieder  in  jener  Gestalt  dar,  die  Euler  in 
den  Abhandlungen  30  und  282  als  die  allgemein  gültige  vermutet  hat,  und  die  Gleichung 
(n  -  1)^  Grades  mit  den  Wurzeln 
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von  Sc^ooTSCH  und  Michblsek  übergegangen.  In  unserer  Ausgabe  dürfte  die  Darstellung  ein- 
wandfrei sein,  demi  unabhängig  vom  Herausgeber  mid  unabhängig  voneinander  haben  die  Herren 
Dr  H  Beakdt,  Kaa-lsruhe,  und  Dr.  J.  W^dhabek,  Zürich,  denen  auch  hier  für  ihre  Mitarbeit  bestens 
gedankt  sei,  die  Eechnungen  durchgefühi-t  und  die  Korrekturen  geprüft.  Eine  weitere  Bestätigung 
haben  diese  aber  nachträgHch  auch  dui-ch  die  (noch  nicht  veröffentüchte)  Abhandlung  des  Hen-n 
Dr  b  Beeoee,  Beiträge  mm  A^elscmei,  GleichungsproUem  (Habilitationsschrift  Karlsruhe,  1921) 
gefunden  in  der  eine  Herleitung  der  Eüleeschek  Formeln  gegeben  ist,  von  der  vermutet  werden 
darf,  daß  sie  der  von  Eulee  selbst  benutzten  mindestens  nahekommt. 

1)  E  BfoouT  (1730-1783),  Sur  plnsieurs  classes  d'cquaüom  de.  tous  les  degrds,  qui  admei- 
tent  um  soluhon  alff^rique.  Mim.  de  l'acad.  d.  se.  de  Paris  (1762),  1764,  p.  17. 
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ist  die  zu  der  gegebenen  G-leicliung  w*®^  Grades  gehörige  Eülersche  Resolvente  (n  —  ly^^ 
Grades.^) 

Die  Abhandlung  153  Demonstratio  gemina  theorematis  NEUTONum,  quo  tradiiur  relatio 
inter  coefficientes  cuiusvis  aequationis  algebraicae  et  summas  potestatum  radicum  eiusdem  ist 
im  2.  Bande  der  Opuscula  varii  argumenti  Eülers  enthalten,  der  im  Jahre  1750  erschien. 
Eine  Abhandlung  mit  demselben  Titel  wurde  aber  nach  0.  G.  J.  Jacobi  schon  am  12.  Januar 
1747  in  der  Berliner  Akademie  gelesen.  Es  ist  nicht  überflüssig  auf  diese  Zeitdifferenz  aus- 
drücklich hinzuweisen,  da  sich  daraus  ergibt,  daß  EüLEE  beispielsweise  von  Mac  Laukins 
Älgehra  (1748)  keine  Kenntnis  haben  konnte,  als  er  die  Abhandlung  153  verfaßte.  Eüler 
hat  für  die  Newtonschen  Formeln,  die  richtiger  Gieardsche  Formeb.  heißen  sollten,  zwei 
ganz  verschiedene  Beweise  gegeben.  Bei  dem  ersten  bedient  er  sich  logarithmischer  Differen- 
tiation und  darauf  folgender  Reihenentwicklung  und  Koeffizientenvergleichung,  während  der 
zweite,  dem  er  selbst  den  Vorzug  gibt,  rein  algebraisch  und  ganz  elementar  ist.  In  seinen 
Vorlesungen  über  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  hat  Kroneckee  nie  unterlassen, 
auf  diesen  zweiten  Euleeschen  Beweis,  als  einen  besonders  scharfsinuigen  und  eleganten, 
ausdrücklich  aufmerksam  zu  machen.  Der  Beweis  beruht  auf  der  folgenden  einfachen  Über- 
legung. Bezeichnet  n  den  Grad  der  vorgelegten  Gleichung,  so  kann  man  die  Stimme  der 
r^^^  Wurzelpotenzen,  also  fa^j  für  r  ^n  fast  ohne  Rechnung  hinschreiben  und  erhält  so 
eine  erste  Gieaedsche  Formel.  Sukzessive  Multiplikationen  der  Gleichung  mit  Xj  x^,  x^  etc. 
liefern  dann  sofort  auch  die  entsprechenden  Gieaedschen  Formeln  für  r>n.  Ist  aber 
r  <  n,  so  bildet  Eulee  —  und  das  ist  sein  genialer  Griff  —  aus  der  gegebenen  Glei- 
chung unter  Beibehaltung  der  Koeffizienten  Gleichungen  niedrigeren  Grades,  die  dann  aber, 
eben  wegen  der  Übereinstimmung  der  Koeffizienten,  Potenzsummen  für  die  Wurzeln  liefern, 
die  den  entsprechenden  der  gegebenen  Gleichung  gleich  sind.^)  Für  jede  dieser  Gleichungen 
r*®^  Grades  (r  =  1,  2,  .  . .  w  —  1)  erhält  man  jetzt  auf  Grund  des  zu  Anfang  erledigten  ersten 
Falles  je  eine  Gieaedsche  Formel,  und  diese  n—-l  Formeln  gelten  dann  auch  für  die 
ursprüngliche  Gleichung.  ^) 

1)  In  neuester  Zeit  hat  K.  Wäisälä  in  der  Dissertation  Üher  dk  algebraisch  auflösbaren  Glei- 
chungen fünften  ffra^e.^,  Helsingfors  1916,  eine  sehr  übersichtliche  Darstellung  einiger  von  Euler 
weggelassener  Rechnungen  und  eine  Behandlung  der  von  Euler  untersuchten  Spezialfälle  gegeben. 
Perner  hat  S.  Breuer  in  der  bereits  erwähnten  Habilitationsschrift  das  gegenseitige  Verhältnis  der 
drei  Eulerschen  Abhandlungen  30,  282  und  644  zueinander  und  ihre  Stellung  in  der  heutigen 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  eingehend  erörtert. 

2)  In  der  Editio  prineeps  ist  offenbar  in  der  ersten  Zeile  des  §  14  ein  „quod*'  ausgefallen. 
In  unserer  Ausgabe  würde  also  p.  29  besser  stehen:  In  quibus  autem  aequationibus  [quod]  non 
solum  .  .  .  ibi  quoque  ...  est  eadem. 

3)  Zu  diesem  Beweise  bemerkt  M.  Oantor  in  seinen  Yorleswigen  über  Geschichte  der  Maihe- 
matili  3,  2.  Aufl.,  Leipzig  1901,  p.  605:  „Eulers  zweiter  Beweis  ähnelt  sehr  demjenigen,  welchen 
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Für  die  weitere  Ausbildung  und  Verwertung  der  Girabdschen  Formeln  ist  nament- 
licli  auf  die  Abhandlung  406  zu  yerweisen,  über  die  wir  aber  lieber  im  Zusammenbang 
mit  anderen  Untersuchungen  berichten  wollen. 

Die  Abhandlung  157  De  extractione  radicmn  ex  quantitatibus  irrationälibus  ist  von 
EuLEE  nach  den  Akten  am  5.  Dezember  1740  der  Petersburger  Akademie  vorgelegt  worden. 
Im  Druck  erschien  sie  aber  erst  1751.  Eüler  entwickelt  darin^  zunächst  im  Anschlüsse 
an  Newtons  Ärithmetica  universalis^  Methoden  der  Wurzelausziehung  aus  Binomen  A±B, 
wo  A  rational,  B  aber  mit  einer  Quadratwurzel  behaftet  ist.  Die  von  Newton  gegebenen 
Eegehi  werden  sodann,  unter  Ausdehnung  auf  höhere  Wurzeln,  verallgemeinert  und  ver- 
bessert. Ein  bestimmtes  Beispiel  war  für  Eüler  wegleitend  gewesen.  Er  wußte,  daß  die 
fünfte  Wurzel  aus  5l/5  +  11   gleich  ^t~  sei,  Newtons  Regel  aber  führte  zu  dem  un- 

T/10  4-  X/l2  |/16 

richtigen  Werte        iZ        '    Euler  setzt   die  gesuchte  n^^  Wurzel   aus   A±B,   wo    A^ 
und  jB*  ganze  rationale  Zahlen  sein  sollen,  zunächst  in  der  Form 

x±y 


/p 


voraus,  um  aus  dieser  dann  die  Form 


abzuleiten,   wo   J9,  r,  $,   t    rational    sind.     Obwohl    diese   Methode    auf  Binome,   in   dewen 

wir  hei  unserer  Besprechung  von  Mac  Lauiuns  Algebra  zu  erwähnen  hatten.  Wir  lassen  dahin- 
gestellt, ob  Euler  von  jenem  Werke  Kenntnis  besaß".  Das  letztere  ist  durch  die  bereits  hervor- 
gehobene Zeitdifferenz  ausgeschlossen,  denn  Mac  Laurins  Werk  Ä  treatise  of  algebra  wurde  zu 
London  im  Jahre  1748,  zwei  Jahre  nach  Mac  Laurins  Tode,  herausgegeben.  Der  dort  p.  286—296 
(s.  auch  p.  142—143)  entwickelte  Beweis  (s,  hierzu  die  Bemerkung  von  Eneström,  Biblioth. 
Mathem.  1%,  1912—1913,  p.  174)  ähnelt  aber  nur  in  dem  sehr  einfachen  ersten  Falle  r^n 
dem  EuLERSCHEN,  während  er  für  den  schwierigeren  zweiten  Fall  r  <  n  davon  gänzlich  verschieden 
ist  und  auch  nicht  das  geringste  mit  dem  originellen  Beweise  Eulbrs  gemein  hat. 

Es  sei  bei  diesem  Anlasse  gestattet,  zu  den  Anmerkungen  p.  20—22  unseres  Bandes  noch 
einige  Ergänzungen  hinzuzufügen.  Baermanns  Abhandlung  ist  unter  dem  Titel  Bemonstratio 
theormaUs  de  potentUs  radimm  etc,  als  achter  Zusatz  auch  abgedruckt  in  den  Additamenta,  die 
J.  DE  Castillon  seiner  im  Jahre  1761  in  Amsterdam  erschienenen  Ausgabe  von  Newtons  Arith' 
metiea  universalis  beigefügt  hat.  Die  vorhergehenden  AddUamenta,  darunter  auch  die  p.  8  und  57 
unseres  Bandes  erwähnten  Abhandlungen  von  Moivre  und  Colson  finden  sich  auch  schon  in  der 
Ausgabe  von  G.  J.  ^s  Gravesande.  Von  seinem  eigenen  Beweise  der  Girardsghen  Formeln 
sagt  Castillon  p.  77  des  zweiten  Bandes  seiner  Ausgabe,  daß  er  ihn  schon  1749  Baermann  mit- 
geteilt habe. 
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sich  imaginäre  Größen  befinden,  zunäclist  nicht  anwendbar  ist  —  ein  Mangel,  der  in  noch 
höherem  Maße  der  Newtonschen  Regel  anhaftet  — ,  so  gehngt  es  Eüler  doch,  mit  Hilfe 
der  schon  früher  von  ihm  benutzten  MoiVBESCHEN  Gleichungen  auch  diese  Schwierigkeit 
zu  überwinden. 

Bisher  hatten  sich  die  Wurzelausziehungen  nur  auf  solche  irrationale  Größen  be- 
schränkt, die  in  der  Binomialform  A±B  enthalten  waren.  Die  Verallgemeinerung  dieser 
Untersuchungen,  die  zugleich  die  wahre  Quelle  der  mitgeteilten  Methoden  aufdeckt,  führt 
nun  zu  der  Aufgabe,  aus  einer  irgendwie  gegebenen  Irrationalität  eine  Wurzel  beliebigen 
Grades  auszuziehen.  Wird  die  gegebene  Irrationalität  x  als  Wurzel  der  algebraischen  Glei- 
chung 

x'^^  ax'^"'^  +  hx"""-^  +  cx""'-^^  +  etc.  «  0 

Torausgesetzt,  so  führt  die  Forderung,  eine  Größe  y  so  zu  bestimmen,  daß  y  -=^yx  oder 
ic  =«  2/"  sei,  zu  der  Gleichung 

ymn  _j.  ay'^'T'^  +  6^/^'»-^'»  +  ct/wi»-»«  +  etc.  =-  0. 

Die  Aufgabe,  in  dieser  Allgemeinheit  gestellt,  kommt  also  auf  die  Auflösung  gewisser 
algebraischer  Gleichungen  hinaus.  EüLER  führt  dies  nun  für  spezielle  Fälle  durch,  indem 
er  die  Irrationalität  x  durch  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades  definiert.  Da- 
durch wurde  er  veranlaßt,  sich  mit  den  binomischen  Gleichungen  o?^  —  1  «  0  zu  beschäf- 
tigen und  die  Einheitswurzeln  der  ersten  zehn  Grade  algebraisch  darzustellen,  wobei  die 
Lösung  der  Gleichung  ru"^  —  1  =  0  besondere  Schwierigkeiten  bot. 

Wir  kommen  zu  der  großen  Abhandlung  170  Becherches  mr  les  racines  imaginaires 
des  equations,  die  1751  im  Druck  erschien.  Eine  Abhandlung  mit  dem  Titel  Theore- 
mala  de  radicibus  aeqiiationum  imaginariis  war  nach  C.  G.  J.  Jacobi  am  10.  November  1746 
der  Berliner  Akademie  vorgelegt  worden.  Man  kann  die  Abhandlung  170,  rein  äußerlieh 
genommen,  in  drei  Teile  zerlegen.  Im  ersten  Teile,  der  bis  §  20  reicht,  entwickelt  Euler 
die  Vorbereitungen  und  beschäftigt  sieh  darin  besonders  mit  gewissen  biquadratischen  Glei- 
chungen, wie 

x^  +  2x^  +  4:X^  +  2x+l^0 

oder  allgemeiner 

x^  +  ax^  +  (b  +  2)x^  +  ^.'^  +  1  =-  0, 

von  denen  er  zeigt,  daß  sich  ihre  linken  Seiten  in  reelle  Faktoren  zweiten  Grades  zerlegen 
lassen,  obwohl  ihre  Wurzeln  (für  a^  <  4&)  alle  imaginär  sind.^) 


1)  Im  vierten  Bande  der  von  Eneström  so  genannten  NotwMcher  Eülees  (s.  Eneström, 
Bericht  an  die  Eiüer'kommission  der  Schweizerischen  Naturforschenden  Gesellschaft  über  die  Euler- 
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Den  größten  und  wichtigsten  Teil  der  Abliandlung  170  füllt  Eülers  beriiliinter  Beweis 
des  Fnndamentalsatzes  der  Algebra.  Yon  diesem  hatte  einst  Fkobenius^)  gesagt:  „Für  die 
Existenz  der  Wurzeln  einer  Gleichung  führt  er  jenen  am  meisten  algebraischen  Beweis,  der 
darauf  fußt,  daß  jede  reelle  Gleichung  unpaaren  Grades  eine  reelle  Wurzel  besitzt.  Ich 
halte  es  für  unrecht,  diesen  Beweis  ausschließlich  Gauss  zuzuschreiben,  der  doch  nur 
die  letzte  Feile  daran  gelegt  hat."  Bekanntlich  hat  Gauss  selber  Einwendungen  gegen 
Eülers  Beweis  erhoben  und  zwar  in  seiner  Doktordissertation  vom  Jahre  1799,  deren 
erster  Teil  sich  mit  der  Geschichte  des  Fundamentalsatzes  beschäftigt.  Das  Redaktions- 
komitee hat  geglaubt,  dem  Leser  durch  Abdruck  dieses  ersten  Teiles  einen  Dienst  zu  er- 
weisen und  ihm  die  Vergleichung  zu  erleichtern.  Indem  wir  auf  diesen  Abdruck  hinweisen, 
können  wir  von  einer  weiteren  Besprechung  des  Eülerschen  Beweises  absehen. 


SGEEN  Manuskripte  der  Petersdiirger  Alcademiey  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung  22,  1913,  Zweite  Abt.,  p.  191)  findet  sicli  p.  357  folgender  Eintrag: 

„Cum  dixissem  omnem  formulam  rationalem  in  factores  reales  vel  simplices  vel  quadratos 
resolvi  posse  Celeb.  Nie.  Bernoulli  contra  opponit  hanc  formulam  x^ —  4rX^ -\-2xx-}-  ix-}-  4,  cuius 
factores  trinomiales  reales  assignari  posse  negat:  ecquod  simplices  imaginarii  sint 

^  -  1  +  1/2  +  ]/-  3 

^  -  1  -  1/2  —  ]/-  3 

x-l  +  ]/2  —  ]/"-  3, 
at  vero  sunt  hi  duo  factores  reales 


xx~'{2  +y4:  +  2|/7)ä  +  1+1/74-  yT+  2]/7 

XX -{2  —  yr+Yyi)  x  +  1  +  y7  —  yi  +  277 . 

Quorum  produetum  est 

x^  —  4.x^  +  20?^:  +  4rc  +  4." 

l^Tach  Enestköm  begann  das  Eintragen  der  Notizen  in  den  vierten  Band  vielleicht  im  Jahre 
1740.  Der  hier  vorliegende  Eintrag,  betreffend  den  Einwand  Bernoullis,  dürfte  mit  Sicherheit  im 
Jahre  1742  erfolgt  sein,  entsprechend  dem  Datum  des  ersten  der  beiden  Briefe  Ber^oullis  an  Euler, 
die  in  der  Anmerkung  1  p,  82  des  vorliegenden  Bandes  erwähnt  sind.  Eeichlich  vier  Jahre  später 
legte  Euler  der  Berliner  Akademie  die  Abhandlung  170  vor,  die  aber  erst  1751  gedruckt  wurde. 
Die  in  der  Anmerkung  1  p.  82  ausgesprochene  Vermutung,  daß  sich  Euler  in  seinem  Gedächtnis 
geirrt  habe,  als  er  die  Gleichung  x^  +  2x^  +  Ax^  +  2x  +  l==^0  einem  andern  zusprach,  wird  aber 
auch  noch  durch  die  Yerällgemeinerung  x^  +  ax^  +  (h  +  2)a:^ J^ax  +  1^0  gestützt,  die  er  selber 
jener  ersten  Gleichung  hinzufügte. 

l)  Festakt  der  Universität  Basel  mr  Feier  des  meihundertsien  Geburtstages  Leö^eard  Eülers, 
Basel  1907,  p.  15. 
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Dea  Schluß  der  Abhanfflung  bildet  der  ausfübrlidie  Nachweis,  daß  alle  imaginären 
Größen,  wie  sie  aucli  beschaffen  seien,  stets  auf  die  Form  M  +  NY^  zurückgeführt 
werden  können,  wo  Jf  und  JV  reeUe  Großen  sind.  Alle  Operationen,  sowohl  aUe  algebraischen 
als  auch  alle  bekannten  transzendenten,  auf  imaginäre  Größen  angewandt,  ergeben  immer 
wieder  Größen  derselben  Form.*) 

Wie  die  Abhandlung  170,  so  ist  auch  die  Abhandlung  310  Nouvdle  methode  d'eliminer 
les  guantites  incomues  des  equations  in  den  Berliner  Memoiren  abgedruckt.  Sie  ist  darin 
1766  erschienen;  eine  Abhandlung  mit  ungefähr  demselben  Titel  war  aber  nach  C.  G.  J.  Jacobi 
schon  am  10.  Februar  1752  der  Berliner  Akademie  vorgelegt  worden.  Im  wesentHchen 
hatte  übrigens  Eüler  seine  Nouvelle  methode,  die  wir  heute  als  Eulersche  Eliminations- 
methode bezeichnen  und  die  unter  diesem  Namen  in  alle  Lehrbücher  übergegangen  ist,  be- 
reits 1748  in  seiner  Introductio^)  dargelegt. 

Die  Abhandlung  370  Nova  criferia  radices  aequatiomm  imagina/rias  dignoscendi,  1769 
im  Druck  erschienen,  ist  nach  den  Akten  am  6.  Juli  1767  der  Petersburger  Akademie  ein- 
gereicht worden.^)  Eülek  knüpft  darin  zunächst  an  Newtons  Ärithnetica  universalis  an 
und  fügt  den  beiden  dort  entwickelten  Kriterien  ein  drittes  hinzu.  Sind  näpalich  die  Wur- 
zeln der  gegebenen  Gleichung 

x''+ax'"'^+  6.^'*-"^+öic"-^+-  etc.  ==  0 

alle  reell,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den  beiden  hieraus  nach  einfachem  Bildungsgesetze 
abgeleiteten  Gleichungen  (n— 1)*^^  Grades 

na;'»-^+(w--l)arr'^-^  +  (n-~-2)6^"-^+(w-3)(?^^-*+etc. -0 

und 

^^«-1  +  2&a;»'-H  3c:r^-^+  idx'"''^  +  etc.  -  0. 

In  gleicher  Weise  ergeben  sich  dann  aus  diesen  beiden  Gleichungen  (w— -1)**^  Grades  drei 
vom  Grade  n  —  2,  hieraus  vier  vom  Grade  n  —  3  usw.  So  gelangt  man  schließlich  zu  qua- 
dratischen Gleichungen,  deren  Wurzeln  aUe  reell  sein  müssen,  wenn  die  Wurzeln  der  ge- 
gebenen Gleichung  alle  reell  waren.  Damit  hat  man  notwendige,  aber  freilich  nicht  hin- 
reichende Kriterien  gewonnen.     Da  es  aber  zu  umständlich  wäre,  diese  Graderniedrigungen 


1)  Bei  der  Kontrolle  und  der  Vervollständigung  der  numerischen  Bechnungen,  die  in  den 
Paragraphen  91  und  97  enthalten  sind,  hat  wieder  in  dankenswerter  Weise  Dr.  J.  Wildhaber 
mitgewirkt. 

2)  L.  Euler,  Introductio  in  analysin  infinitorum,  Lausannae  1748,  t.II  cap.  XIX,  p.  483—485; 
Leonsardi  JßaLERi  Opera  omnia,  series  I,  vol.  9. 

3)  Das  Summarium  der  Abhandlung  370  findet  sich  wörtlich  abgedruckt  in  den  Nova  acta 
eruditorum  1770,  p.  294—296.    Weitere  Bemerkungen  sind  dort  nicht  hinzugefügt. 

Leonhardi  Euleri  Opera  omnia  le  Cammentationes  algebraicae  c 
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s  ^^^^^^^^'^^^^  bequem  auszudrücken.   Endlich  8Pf 7t -Pm,.^ 

loi.«. «. .i, nach d« At.«> ,„.  18 a3 m7t ;rr   fr*™""- 

nngsaofjab«,.     Sind  »"mI^  d«  An^^ung  ..gl,  l^a.,,  .,  ,,^  ^  ^„_^. 

'  ^  ^'  ^  et«-  ^n  stetiger  Proportion  zueinander  stehen,  auch  die  Differemeu  6      . 

.weite  nxn  so  n.ehr  d^on  ab"  \  ^^  f  geonretrischen  Proportion  ab,  so  wird  die 

von  .er  .ittW^l^S:  r^^^LT "T  ."  "^  ^'"^^ 
deren  Wurzeln  sich  in  der  Form  *^  ^  auf  eine  Gleichung  fünften  Grades, 

e-^cc  +  ß^r  +  y^t^  +  S^r^  +  sfr* 

__  ■  -pormein  tur   die  Potenzsummen   der  Wurzeln 

Editio  pm,..p,  s«d.„,  i„  ,™e^  wf  l^f  "?  *'  J^«'»«""»  to  8  14,  di.  iol.  ii' ., 
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einer  algebraischen  Gleicktmg  an,  wie  er  sie  am  Ende  der  Abhandlung  153  angegeben  hatte. 
Nachdem  er  ein  allgemeines  Gesetz  für  den  Ausdruck  von  /k»  durch  die  Koeffizienten 
A,  B,  ö  etc.  der  Gleichung  ermittelt  hat,i)  bemerkt  er,  daß  die  ihm  entsprechende  Formel 
nur  dann  fx"  Hefere,  wenn  n  eine  positive  ganze  Zahl  ist  und  wenn  weiter  aUe  GUeder 
fortgelassen  werden,  in  denen- der  Exponent  von  Ä  negativ  wird.  Euler  fragt  nun,  ob  die 
Formel  noch  eine  Bedeutung  habe,  wenn  für  «  andere  Zahlen  zugelassen  und  aUe  Glieder 
beibehalten  werden,  und  findet,  daß  sie  dann  die  »*«  Potenz  der  größten  Wurzel  der  Glei- 
chung liefere. 

Die  Reihenentwicklxmg,  die  EuLEE  auf  diese  Weise  für  x-  erhielt,  hat  ihn  noch 
wiederholt  beschäftigt,  wie  aus  den  Abhandlungen  532,  631,  632,  711  (auch  643)  hervor- 
geht, die  sich  mit  406  insofern  zusammengruppieren  lassen,  als  sie  alle  mehr  oder  weniger 
mit  der  Lambeetschen  Reihe  in  Verbindung  stehen. 

Nachdem  nämUch  Eulek  schon  in  der  Abhandlung  406  gezeigt  hatte,  daß  jene  Reihe 
fttr  X"  im  FaUe  der  trinomischen  Gleichungen  mit  der  von  Lambert  1758  im  3.  Bande 
der  Acta  Helvetica«)  aufgestellten  Reihe  übereinstimme,  ging  er  auf  diesen  FaU  in  der 
Abhandlung  532  De  serie  Lämbertina  plurimisque  eius  insignibus  proprietatibus,  die  am 
27.  Mai  1776  der  Petersburger  Akademie  vorgelegt,  aber  erst  1783  gedruckt  wurde, 
näher  ein  und  erhielt  eine  Bestätigung  des  Lambeetschen  Resultates,  indem  er  zeigte,  daß 
der  Reihenwert,  wenn  man  ihn  als  Funktion  von  n  mit  q)(n)  bezeichnet,  der  Funktional- 
gleichung 

q,{n  —  ß)  —  (p(n  —  a)=^{tt-ß)v<pin) 

genügt,  die  in  der  Tat  für  <p  (n)  ==  a;«  in  die  trinomische  Gleichung 

a;«_it;;«  =  (ß  — /J)va;«+'* 
übergeht. ') 


1)  In  bezug  auf  das  schon  1762  von  E.  Waking  (1734-1798)  veröffentlichte  Gesetz  für  fx" 
siehe  den  in  der  Antnerkang  1  p.  265  des  vorüegenden  Bandes  zitierten  Aufsatz  von  L.  Saal- 
schütz. 

2)  Siehe  die  Anmerkung  1  p.  274  des  vorliegenden  Bandes. 

3)  Nach  einer  freundlichen  Mitteilung  von  Eheström  hatte  sich  Eüler  schon  lange  vor  den 
Abhandlungen  406  und  532  mit  der  Lambertschen  Eeihe  beschäftigt,  und  zwar  in  dem  noch  un- 
gedmckten  Briefe  an  Chr.  Goldbach  vom  17.  März  1764.  Dieser  Brief  befindet  sich  in  dem  Hand- 
schriftenmaterial, das  die  Petersburger  Akademie  der  Eulerkommission  zm-  Verfügung  gestellt  hat 
und  das  in  Zürich  aufbewahrt  wird.  Er  bildet  den  Abschluß  des  berühmten  Briefwechsels  zwischen 
EüLER  und  Goldbach,  der  schon  1729  begonnen  hatte  und  der  in  der  bekannten  von  P.  H.  Puss 
1843  herausgegebenen  Correspondance  math  et  phys.  (siehe  z.  B.  die  Anmerkung  1  p.  19  des  vor- 
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Im  der  am  15.  April  1776  der  Petersburger  Akademie  vorgelegten,  aber  erst  1789 
gedruckten  Abhandlung  631  Analysis  facilis  et  plana  ad  eas  series  maxime  dbstrusas  per- 
ducenSy  quibtis  omnmm  aequatiomim  algebraicarum  non  solum  radices  ipsae  sed  etiam  quae- 
vis  earum  potestaies  exprimi  possunt,  gebt  Eüleb  umgekehrt  von  einer  trinomiscben  Glei- 
chung aus  und  setzt  jetzt 

a;«  =  f(n)  +  f{n)  +  f'{n)  +  etc. 

Für  die  Funktionen  /J  f,  f  etc.  erhält  man  dann  aus  der  gegebenen  Gleichung  ein  System 
von  Funktionalgleichungen,  und  indem  man  diesem  auf  möglichst  einfache  Weise  zu  genügen 
sucht,  gerade  die  Lambeetsche  Eeihe.  Euler  wendet  sodann  dasselbe  Verfahren  auf 
quadrinomische  und  endlich  auf  Gleichungen  mit  beliebig  vielen  Gliedem  an  und  erhält 
auch  hier  für  x'^  jene  Entwicklungen  wieder,  die  er  schon  in  der  Abhandlung  406  an- 
gegeben hatte. 

Endlich  hat  Eitler  in  den  beiden  Abhandlungen  632  De  innumeris  generihus  serierum 
maxime  memorahiUum,  quibus  omnmm  aequationum  algebraicarum  non  solum  radices  ipsae 
sed  etiam  quaecumque  earum  potestaies  exprimi  possunt  (am  11.  April  1776  der  Peters- 
burger Akademie  vorgelegt,  aber  erst  1789  gedruckt)  und  711  Methodus  nova  ac  facilis 
omnium  aequationuyn  algebraicarum  radices  non  solum  ipsas  sed  etiam  quascumque  earum 


liegenden  Bandes)  mit  177  Kummern  den  ganzen  ersten  Band  füllt.  Goldbach  starb  am  20.  l^o- 
vember  1764  im  Alter  von  74  Jahren. 

In  jenem  Briefe  vom  17.  März  1764,  der  Fuss  unbekannt  geblieben  ist,  knüpft  Euler  zu- 
nächst an  eine  kurze  zahlentheoretiscbe  IN'otiz  an,  die  ihm  Goldbach  noch  am  10.  Januar  1764 
hatte  zukommen  lassen  (Nummer  177  der  Oorresponäance) ,  um  dann  von  Lambert  zu  erzählen, 
der  wenige  Wochen  zuvor  auf  einer  Eeise  zum  ersten  Male  nach  Berlin  gekommen  war.  Schon 
1761  hatte  die  Berliner  Akademie  den  damals  kaum  33-jährigen  zum  auswärtigen  Mitglied  gewählt 
und  nun  bemühten  sich  die  Akademiker,  vor  allem  Sülzer,  ihn  dauernd  für  Berlin  zu  gewinnen. 
Dazu  mußte  freilich  zunächst  der  Widerstand  des  Königs  überwunden  werden,  der  aus  einer  ersten, 
ergötzlichen  Unterhaltung  mit  Lambert  ein  Vorurteil  gegen  diesen  gefaßt  hatte.  Als  dann  aher 
eine  Berufung  Lamberts  nach  Petersburg  drohte,  gelang  es  Sulzer,  den  König  umzustimmen. 
Lambert  wurde  Januar  1765  zum  ordentlichen  Mitglied  der  Akademie  ernannt,  der  König  machte 
ihn  zum  Oberbaurat,  und  in  dieser  Stellung  verblieb  nun  Lambert  —  der  ehemalige  arme  Schneider- 
geselle von  Mülhausen  —  bis  zu  seinem  Tode. 

Doch  kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung,  die  in  dem  Namen  Lambert  ihre  Begründung 
finden  mag,  zu  Eitler  und  seinem  Briefe  an  Goldbach  zurück.  Wie  bei  jeder  Gelegenheit,  so 
spricht  Euler  auch  jetzt  von  Lambert  in  Ausdrücken  größter  Hochschätzung:  Lambert  excelliere 
in  allen  Wissenschaften.  Eingehend  berichtet  Ehler  sodann  über  die  merkwürdige  Eeihe,  mit  der 
ihn  Lambert  bekannt  gemacht  habe,  und  über  ihre  Beziehungen  zu  den  trinomiscben  Gleichungen. 
Er  sei  erstaunt  darüber;  denn  eine  Eeihe  von  solcher  Beschaffenheit  sei  ihm  noch  niemals  vorge- 
kommen« 
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potestates  per  series  concinnas  exprimendi  (am  21,  September  1778  Torgelegt,  aber  erst  1801 
gedruckt)  eine  noclimalige  Bestätigung  seiner  Reihenentwicklung  von  x'^  erbracht,  indem  er 
die  Koeffizienten  der  einzelnen  Glieder  mit  Hilfe  der  gegebenen  Gleichung  ermittelte. 

Der  Inhalt  der  Abhandlung  643  Methodiis  generalis  investigandi  radices  ommum 
aequationum  per  approximationem,  die  am  25.  April  1776  der  Akademie  vorgelegt,  aber 
erst  1790  gedruckt  wurde,  läßt  sich  so  zusammenfassen.  Es  sei  0  die  gesuchte  Wurzel  der 
Gleichung  f(i)^0  und  v  ein  Mherungswert,  also  V^f(v)  eine  kleine  Größe.  Bezeichnet 
man  dann  mit  v  ^  r{V)  die  zu  f  inverse  Funktion  und  setzt  in  der  Taylorschejt  Ent- 
wicklung von  r(V+  h)  für  h  den  Wert  --  F,  so  wird  r{V+  h)  -  r(0)  =  0  und  man 
erhält  die  Reihe 

die,  auf  ihre  ersten  zwei  Glieder  beschränkt,  nichts  anderes  ist  als  die  Newtonsche 
Näherungsformel,  an  deren  Ableitung  auch  der  obige  Gedankengang  erinnert. 

Man  kann  dasselbe  Verfahren  auf  jede  Funktion  von  0,  also  auch  auf  ^^  anwenden, 
und  insofern  hängt  diese  Eulersche  Abhandlung,  aber  nur  äußerlich,  mit  jenen  zusammen, 
über  die  soeben  berichtet  wurde. 

Unser  Bericht  führt  uns  nun  zu  einem  anderen  Thema.  Für  die  n^  Koeffizienten 
einer  orthogonalen  Substitution  liefert  das  Verlangen,  daß 

xl  +  xl+'-  +  xl^x['  +  x','  +  '"  +  x'J 

sei,  ein  System  von  ^'^i'^  +  1)  Bedingungen,  auf  Grund  deren  sie  sich  durch  y  (n-1)»* 
unabhängige  Parameter  darstellen  lassen.  Eine  solche  Darstellung  gibt  EuLER  in  der  Ab- 
handlung 407  Fröblema  algebraimm  oh  affectiones  prorsus  singulares  memoralüe,  die  am 
5.  März  1770  der  Petersburger  Akademie  vorgelegt  und  1771  veröffentlicht  wurde.  Sie 
findet  sich  auch  abgedruckt  in  den  bereits  erwähnten  Commeniationes  arithmäicae,  Petropoli 
1849,  t.  1,  p.  427. 

Sind  ;c,  X  irgend  zwei  der  Zahlen  1,  2,  ...  n  und  ist  cc  ein  beliebiger  Winkel,  so 
steEen  die  beiden  Gleichungen 

Xx  ==  Xy^  COS.  a  -{-  xi  sin.  cc,        Xx  ==  x^c  sin.  a  —  Xi  cos.  a 

zusammen  mit  den  n  -  2  Gleichungen  x^^x^,  wo  ^  die  n  ~-  2  von  ;c  und  l  verschiedenen 
Zahlen  durchläuft,  eine  orthogonale  Substitution  dar  und  aus  den  y(n  — l)w  Substitutionen, 
die  den  verschiedenen  Zahlenpaaren  %,  l  entsprechen,  setzt  sich  die  allgemeine  orthogonale  Sub- 
stitution zusammen,  deren  Koeffizienten  so  durch  y  {n  —  l)n  unabhängige  Parameter,  hier  die 
Winkel  cc,  ß,  y  etc.,  ausgedrückt  sind.  Dies  wird  für  ^=«3,4^5  durchgeführt.    Im  Falle  w  — 3 
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stimmen  die  so  entstellenden  Formeln  mit  jenen  überein,  die  Euler  bei  der  Transformation 
rechtwinkliger  Ranmkoordinaten  sclion  1748  im  2.  Bande  der  Introdiictio  in  analysin  infini- 
torum,  p.  369,  angegeben  und  die  er  dann  1760  in  der  Äbhandlnng  336  für  die  Mechanik 
Terwendet  hatte.  ^) 

Um  rationale  Werte  für  die  Koeffizienten  einer  orthogonalen  Substitution  zu  erhalten 
gibt  EüLER  im  späteren  Teile  seiner  Abhandlung  für  die  Fälle  n  =  3  und  w  =»  4  ihre  heute 
allen  Mathematikern  bekannten  rationalen  Parameterdarstellungen.  Diese  Formeln  für  die 
EüLER  eine  Ableitung  nicht  angibt,  hat  für  n «  3  0.  Rodbigues  aus  anderen,  auch  auf 
UüLER  zurückgehenden  Formehi  hergeleitet,  für  n  =  4  in  etwas  anderer  Form  A.  Cayley 
mit  Hilfe  der  schiefsymmetrischen  Determinanten  gewonnen,^)  Auf  welchem  Wege  Eüler 
selbst  zu  seinen  Formeln  gekommen  ist,  sieht  man  aus  einem  Briefe  an  Chr.  Goldbach 
vom  Jahre  1748  und  aus  den  beiden  arithmetischen  Abhandlungen  242  und  445.») 

Die  Abhandlung  450  Nova  ratio  quantitafes  irrationales  proxime  exprimendi  wurde  am 
18.  Mai  1772  der  Petersburger  Akademie  vorgelegt  und  erschien  1774  im  Druck.  Wenn 
man  in  der  Gleichung 

{l-ax  +  ßx' ±  ^x^)(l  +  xy  ^1+Ax  +  Bx^+  Cx^  +  etc. 

die  m  Größen  a,  ß,  .  .  .  fi  so  bestimmt,  daß  auf  der  rechten  Seite  die  Koeffizienten  von  m 
aufeinanderfolgenden  Gliedern  Null  werden,  und  man  dann  die  darauffolgenden  Glieder  ver- 
nachlässigt, so  erhält  man  angenäherte  Darstellungen  von  (1  +  xf,  unter  welchen  diejenigen 
besonders  einfache  Formen  haben,  bei  denen  auf  der  rechten  Seite  ebenfalls  die  m  +  1 
ersten  Glieder  vorkommen.  Da  sie  den  Wert  von  {1  +  x^  um  so  genauer  liefern,  je 
größer  m  genommen  wird,  so  kann  man  auf  diese  Weise  nicht  nur  Ausdrücke  wie 
y(a^  +  l)  und  |/(a«+&),  sondern  auf  Grund  der  Beziehungen 

l(l  +  x)^hm^l±^=l    nnd     e-==lim(l  +  ^Y 

n  =  0  n  n  =  oo\  nJ 

auch  Werte  des  Logarithmus  und  der  Exponentialfunktion  angenähert  berechnen. 

EüLER  hatte  im  2.  und  12.  Kapitel  der  Introductio  in  analysin  infinitorum  und  in 
den  beiden  späteren  Abhandlungen  162  und  163  das  Problem  der  Partialbruchzerlegung 
einer  rationalen  Funktion  bereits  eingehend  behandelt.^)  Wieder  aufgenommen  hat  er  es  in 
den  Abhandlungen  540    Nova   mefhodns   fractiones   gimcumque   rationales    in   fradiones 

1)  Siehe  die  Anmerkung  1  p.  294  des  vorliegenden  Bandes. 

2)  Siehe  die  Anmerkungen  1  p.  309  und  312  des  vorliegenden  Bandes. 

3)  Siehe  die  Anmerkung  1  p.  311  des  vorUegenden  Bandes. 

4)  Siehe  die  Anmerkung  1  p.  370  des  vorliegenden  Bandes, 
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simpUces  resolvendi  (am  14.  August  1775  der  Petersburger  Akademie  vorgeleg't  und  1783 
veröffeutliclit)  und  728  De  resolutione  fractionum  compositarum  in  simpliciores  (dm  11.  Januar 
1779  der  Akademie  Yorgelegt,  aber  erst  1809  gedruckt). 

Die  Arbeit  540  bebandelt  den  Fall,  daß  ein  Linearfaktor  ^  —  a  in  einer  bökeren 
Potenz,  der  w*®",  im  Nenner  Q  der  gegebenen  rationalen  Funktion  -^  auftritt.  Die 
Zähler  cc,  ß,  y  etc.  der  zu  ibm  gehörigen  Partialbruckreibe 

j £ j Z — j.  4-  etc. 


werden  dann  durch.  Entwicklung  von  yr  nach  Potenzen  ron  ^  —  a  =  o  in  der  Form 

P        1 

^  =  — (a  +  /3ßj  +  yoH  etc.) 

erkalten.    Am  Schlüsse  der  Abhandlung  wird  gezeigt,  wie  dieses  Verfahren  auch  zur  Par- 
tialbruchentwicklung  der  transzendenten  Funktion 

sin.  qp 


tg.  qp  —  COS.  qp 

benutzt  werden  kann. 

In  der  Abhandlung  728  behandelt  Eüler  das  Problem  in  der  allgemeinsten  Form. 
Es  sei  P  ein  beliebiger  Faktor  n**^  Grades  des  Nenners  Q  =  P  Jf  der  gegebenen  rationalen 
Funktion  -^,  der  nur  der  Bedingung  zu  genügen  hat,  daß  er  zu  Jf  relativ  prim  sei.  Der 
Zähler  $ß  des  zu  P  gehörigen  Partialbruches  ist  für  alle  diejengen  Werte  von  x^  für 
die  P  =  0  ist,  gleich  ^,  wobei  man  noch  aus  N  und  M  mit  Hilfe  von  P  «  0  die  n*® 
und  alle  höheren  Potenzen  von  x  entfernen  kann.  Bestimmt  man  nun  einen  Multiplikator  JfT 
so,  daß  sich  JfJT,  immer  unter  Zuhilfenahme  von  P  =  0,  auf  eine  Konstante  C  reduziert, 
so  ist  -jTi  nachdem  man  wieder  die  n*®  und  alle  höheren  Potenzen  von  x  daraus  entfernt 
hat,  der  gesuchte  Zähler  $ß.  Einen  Multiplikator  II  der  gesuchten  Art  aber  kann  maa  auf 
Grund  der  aus 

folgenden  Gleichung 

P         JT^     C 

M        0        M® 

P 

durch  ein  Kettenbruchverfahren  aus  jv  ableiten. 

Wie  die  Abhandlungen  540  und  728,  so  hängt  auch  die  Abhandlung  794  Theorema 
arifhmdicum  eiusque  demonstratio  mit  der  Partialbruchzerlegung  zusammen.  Sie  wurde  zu- 
erst 1849  im  2.  Bande  der  Commentationes  arithmdicae  veröffentlicht  und  1862  im  1.  Bande 
der  Opera  postuma  wieder  abgedruckt. 
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Es  seien  o,  b,  c,  d  etc.  irgendwelche  Großen,  m  an  der  Zahl,  und  Ä,  JB,  0,1)  etc.  ihre 

Differenzenprodukte,  also 

Ä  =  (a  ~  h)  (a  —  c)(a  —  d)  etc., 

B  =  (6  -  a)  (h  -  c)  (&  -  d)  etc., 

0  '^  (c  —  a)  (c  —V)  (c  —d)  etc., 

D  =  ((?  —  a)  (d  —  6)  (<2  -  c)  etc. 
Es  sei  femer 

^n  jyTi  ^n  Jn 

«'■'-T  +  i  +  ^  +  B-  +  «'- 

Dann  ist,  wie  Eülee  schon  1762  in  Briefen  an  Ohr.  Goldbach  mitgeteilt  und  sodann 
1769  im  2.  Bande  des  Cälculus  integralis  in  §  1169  mit  Hilfe  der  Partialbruchzerlegung 

der  rationalen  Punktion 

^ 

(x  —  a)  (oo  —  h)  (x  —  c)  (o?  —  d)  etc. 
bewiesen  hatte/) 

so  lange  n  <  m  ~  2  ist.  In  der  Abhandlung  794  wiederholt  Euler  diesen  Beweis  und 
gibt  dann  aber  auch  die  Werte  von  S^^^  für  n>m  --2  an,  wonach 

Ä(^-i)  =  l,    Ä(^)  =  P,     8(^^^y=P'—Q,    fif(^+2)_ps_2P(2  +  iJ  etc. 

ist,  wenn  P  die  Summe  der  Größen  a,  h,  e,  d  etc.,  Q  die  Summe  ihrer  Produkte  zu  zweien, 
R  die  Summe  ihrer  Produkte  zu  dreien,  etc.  bezeichnet. 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  sich  eine  Ableitung  dieser  Formeln  auch  in  der  Ab- 
handlung von  Gauss  Theoria  interpolationis  methodo  not)a  tractata  findet,  die  im  3.  Bande 
von  Gauss  WerJcen  p.  265  aus  seinem  Nachlaß  veröffentlicht  wurde. 

Die  Abhandlung  808  Problema  älgehraicum  de  inveniendis  qiiatuor  numeris  ex  datis 
iotidem  productis  uniuscuiusque  herum  numerorum  in  smnmas  irium  reliquoru77i,  die  1862 
im  1.  Bande  der  Opera  postuma  veröffentlicht  wurde,  enthält  zwei  verschiedene  Lösungen 
des  Gleichungssystems 

von  denen  die  erste  auch  der  Form  nach  von  Eüleb  selbst  herrührt,  die  zweite  aber  auf 
Grund  eines  Eülebschen  Entwurfes  von  Nicolaus  FüSS  ausgearbeitet  wurde.  ^) 

Im  Fragment  819,  mit  dem  unser  Band  abschließt,  werden  Kriterien  für  das  Auftreten 
rationaler  Wurzeln  bei  Gleichungen   dritten  Grades  abgeleitet.     Die  Redaktion  rührt  von 


1)  Siehe  die  Anmerkungen  1  und  2  p.  486  des  vorliegenden  Bandes. 

2)  Siehe  die  Anmerkung  p.  502  des  vorliegenden  Bundes* 
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EüLERS  Schüler  und  GeMlien  A.  X  Lexell  (1740-1784)  her  und  dürfte  etwa  aus  dem 
Jahre  1770  stammen.  Das  Fragment  ist  dem  ersten  der  drei  zu  den  Petersburger  Hand- 
schriften gehörenden  Bücher  entnommen,  die  man  bisher,  den  Brüdern  P.  H.  und  N.  FüSS 
folgend,  schlechtweg  als  Ädversaria  mathematica  I—III  bezeichnet  hat.^)  Diese  drei  bilden 
aber  nur  den  Schluß  in  der  Reihe  der  NotiMcJier^)  Eülers  und  es  war  daher  selbstverständ- 
lich, daß  auch  die  vorhergehenden  daraufhin  untersucht  werden  mußten,  was  etwa  wert 
erscheinen  könnte,  in  die  Eulerausgabe  aufgenommen  zu  werden.  Soweit  es  sich  um 
algebraische  Fragen  handelt,  sind  die  Herausgeber  dabei  in  dankenswerter  Weise  von 
Herrn  G.  Polya  unterstützt  worden.  Abgesehen  aber  von  dem  Eintrag,  der  in  der  An- 
merkung 1  p.  XV  mitgeteilt  ist,  hat  sich  nichts  besonders  bemerkenswertes  gefunden. 

Nach  Eneströms  VencicJims^)  hat  Bülee  wiederholt  Inhaltsübersichten  (Summaria) 
auch  von  Abhandlungen  anderer  Autoren  verfaßt.  So  enthält  allein  der  7.  Band  der 
Petersburger  Novi  commentarii  acht  Abhandlungen,  deren  Resu.mes  von  Eulers  Hand 
herrühren.  Darunter  befindet  sieh  auch,  p.  211-226,  die  Abhandlung  von  J.  A.  Segner 
(1704—1777)  Methodus  simplex  et  universaUs  omnes  omnium  aequatiomm  radices  detegendi, 
zugleich  die  einzige  algebraische  Abhandlung  eines  fremden  Verfassers,  über  die  EuLER 
Bericht  erstattet  hat.  Die  graphischen  Auflösungsmethoden,  die  Segner  darin  mitteilt, 
stehen  indessen  den  Eulerschen  algebraischen  Arbeiten  zu  ferne,  als  daß  man  an  einen 
Abdruck  der  Abhandlung  in  unserer  Ausgabe,  nur  des  Summariums  wegen,  denken  dürfte. 
Dieses  selbst^)  aber  möge  hier  eine  Stelle  finden.    Es  lautet: 

„Oomplures  iam  a  Geometris  excogitatae  sunt  methodi  aequationum  algebraicarum  radices 
vel  accurate  vel  proxime  saltem  determinandi:  omnes  autem  fere  postulant,  ut  valores  radi- 
cum,  quae  quaeruntur,  propemodum  iam  sint  cogniti,  ad  quam  cognitionem  quomodo  sit 
perveniendum,  saepenumero  parum  perspicitur.  Gel.  Bernoulli^)  iam  pridem  quidem  ex- 
cellentem  methodum  tradidit  ope  serierum  recurrentium  hoc  praestandi:  verum  ipse  animad- 

1)  Siehe  die  Anmerkung  1  p.  504  des  vorliegenden  Bandes. 

2)  Siehe  hierzu  die  Anmerkung  1  p.  XV  dieses  Bandes,  sowie  das  Vorwort  zu  Band  I2  unserer 
Eulerausgabe,  p.  XI. 

3)  TermcJmis  der  Schriften  Leonhard  Eulers,  2.  Lieferung,  p.  213.  Siehe  namentlich  den 
daselbst  mitgeteilten  Brief,  den  Etjler  am  5.  September  1761  an  G.  F.  Müller,  den  I^achfolger 
Goldbachs  im  Sekretariate  der  Petersburger  Akademie,  gerichtet  hat. 

4)  Novi  comment.  acad.  sc.  Petrop.  7  (1758/9),  1761,  Summarium  disseiiatiomm 
p.  15—16.   Das  Mannskript  ist  im  Besitze  der  Petersburger  Akademie. 

5)  Gemeint  ist  D.  Bkrnoulli  (1700-1782),  Ohservationes  de  seriehus  recurrentibus,  Com- 
ment. acad.  sc.  Petrop.  B  (1728),  1732,  p.  85. 
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vertit,  hoc  modo  tantum  vel  ad  maximam  velad  mimmam  aequationis  radicem  appropin- 
quari  111.  igitur  Aitctor  tic  mecliaiiicam  inetliodnm  perquam  ingemosam  exponit,  uti 
descriptione  certarum  linearum  curvarum  limites  onmium  radicnin  realium  manifesto  exhi- 
bentur;  constructionem  autem  harum  linearum  geometricam  admodum  facilem  docet,  qua 
quovis  casu  oblato  fere  sine  labere  uti  liceat.  Quae  lineae  quo  accuratius  super  Charta 
deliueantur,  eo  propius  veros  singularum  radicum  valores  manifestat;  quibus  cognitis  eo 
promtius  aüarum  methodorum  beneficio  approximatio  instituitur." 


Herzlichen  Dank  schulden  die  Bearbeiter  des  vorliegenden  Bandes  Herrn  6.  Eneström, 
auf  dessen  nie  versagenden  Bat  sie  zu  jeder  Zeit  rechnen  durften.  Dank  und  Anerkennung 
schulden  sie  aber  auch  der  Verlagsfirma  B.  G.  Teubner,  die  trotz  der  Ungunst  der  Ver- 
hältnisse ia  ihrer  Fürsorge  um  die  Drucklegung  nicht  erlahmte. 

Zürich,  im  Januar  1921. 

Ferdinand  Rxjdio. 
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DE  rOEMIS  RAMCUM 

AEQUATIONUM  CUIUSQUE  ORDINIS 

CONIEGTATIO^) 

Commentatio  30  indicis  Enestrobmiani 
Commentarii  academiae  scientiarum  Petropolitanae  6  (1732/3),  1738,  p.  216— 231 


SUMMARIÜM 

Ex  manuscriptis  academiae  scientiarum  Petropolitanae  nunc  primum  editum 
lam  ab  ipso  calculi  analytici  initio  notae  sunt  regulae  pro  extrabendis  radicibus  ex 
aequationibus  quadraticis,  cubicis  et  biquadraticis.  His  vero  temporibus,  quibus  analysis 
maxima  cepit  incrementa,  modus  adbuc  latet  altiorum  aequationum  radices  eruendi,  quam- 
quam  id  negotium  a  praestantissimis  ingeniis  maximo  studio  sit  adgressum.  Cum  igitur 
modus  has  radices  eruendi  nos  lateat,  coniecturas  tantum  de  earum  formis  et,  qua  forte  via 
ipsae  eruendae  essent,  celeberrimus  auctor  proponit,  quibus  fortasse  alii  magis  adiuti  tandem 
ad  scopum  pervenire  poterunt. 

Primo  igitur  loco  auctor  notat,  cum  aequatio  cuiusvis  potestatis  inferiores  omnes  in 
se  comprebendat,  facile  perspici  methodum  ex  quaque  aequatione  radicem  extrabendi  ita 
comparatam  esse,  ut  omnium  inferiorum  aequationum  metbodos  involvat.  Quamobrem  in- 
yentio  radicis  ex  aequatione  sex  dimensionum  baberi  non  potest,  nisi  eadem  antea  constet 
de  aequationibus  quinti,  quarti  et  tertii  gradus.  Eleganter  igitur  celeberrimus  auctor  ostendit, 
quomodo  quaelibet  aequatio  babeat  aequationem  uno  gradu  ipsa  inferiorem,  cuius  ope 
resolvi  potesi  Ita  aequatio  quadratica  resolvitur  ope  aequationis  simplicis,  cubica  autem 
ope  quadraticae,  biquadratica  ope  cubicae.  Probat  autem,  si  aequationis,  qua  quadratica 
resolvitur,  radix  sit  A,  fore  radicem  aequationis  quadraticae  ==  y  J.;   et  si  aequationis  qua- 

l)  Gonfer  bac  cum  dissertatione  Commentationem  282  buius  voluminis.  F.  R. 

Leonharüi  EuLEEi  Opera  omnia  l6  Commentationes  algebraicae  1 
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draticae,  qua  cubica  resolvitur,  radices  sint  A  et  B,  fore  aequationis  cubicae  radicem 
YA  +  yB]  aequationis  vero  cubicae  biquadraticam  resolventis  existentibus  radicibus  A,  B 
et  C  fore  radicem  ipsins  aequationis  biquadraticae  f/j.  +  ^jg -f  f/fj/ Haec  de  Ms  tribus 
casibus  certa  et  demonstrata  sunt. 

Exinde  vero  auctor  coniecturam  format  pro  simili  forma  altiorum  radicum,  ita  ut 
existeutibus  A,  B,  C,  B  radicibus  aequationis  biquadraticae  resolventis  aequationem  quinti 
gradus  huius  radicem  fore  |/^  +  |/J5  +  |/0  +  "f/D  et  sie  de  altioribus.  Si  itaque  aequa- 
tiones  resolventes  possent  determinari,  cuiusque  aequationis  in  promtu  esset  determinare 
radices.  Perpetuo  enim  pervenitur  ad  aequationem  inferioris  gradus  hocque  modo  progre- 
diendo  tandem  vera  aequationis  propositae  radix  innotesceret. 

Hac  vero  occasione  alia  quoque  praeclara  circa  inventionem  radicum  et  faetorum 
celeberrimus  auctor  proponit^  quae  aliis  magis  perficienda  relinquit. 


1.  Summopere  admirandum  videtm%  quod,  cum  ipsis  rei  analyticae  initiis 
radices  aequationum  cubicarum  et  biquadraticarum  essent  inventae,  bis  tarnen 
temporibus,  qnibus  analysis  maxima  aiigmenta  accepit,  modus  adhuc  lateat 
altiorum  aequationum  radices  eruendi,  praesertim  cum  baec  res  continuo  a 
praestantissimis  ingeniis  maximo  studio  sit  iuvestigata.  Quo  studio,  quam- 
quam  quaesito  parum  est  satisfactum.,  egregia  tarnen  ad  quasque  aequationes 
tractandas  subsidia  sunt  detecta.  Quamobrem  neminem  puto  fore,  qui  boc 
meum  institutum,  quo,  quas  formas  babeant  aequationum  radices  et  qua  via 
eae  forte  inveniri  possint,  ostendo,  etiamsi  plus  non  praestiterim,  sit  repre- 
hensurus.  Alios  enim  fortasse  magis  iuvare  atque  tandem  ad  inventum  scopurn 
perducere  poterit. 

2.  Cum  aequatio  cuiusque  potestatis  omnes  inferiores  in  se  comprebendat, 
facile  perspicitur  methodum  quoque  radicem  ex  quaque  aequatione  extrabendi 
ita  esse  comparatam,  ut  omnium  inferiorum  aequationum  methodos  involvat. 
Quamobrem  inventio  radicis  ex  aequatione  sex  dimensionum  baberi  non  potest, 
nisi  eadem  antea  constet  de  aequationibus  quinti,  quarti  et  tertii  gradus.  Ita 
videmus  Bombellii^)  metbodum  ex  aequationibus  biquadraticis  radices  extra- 

1)  Yide  E.  Bombelli,  L' Algebra,  Venezia  1572,  Bologna  1579,  libro  ü,  p,  353  et  seq.  Vide 
etiam  M.  Cantor,  Vorlesimgen  üher  G-eschicMe  der  MathemaUlc,  2.  Bd.,  3.  Auü.,  Leipzig  1900, 
p.  621  et  seq.  Yide  porro  L.  Eüler,  Vollständige  AnleUmg  mr  Algebra,  St.Petersburg  1770,  Zweyter 
Theil,  erster  Absciinitt,  Cap.  14;  Leoneamdi  Euzeri  Opera  omnia,  series  I,  vol.  1,  p.  304.        P,  R. 
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hendi  perducere  ad  resolutionem  aequationis  cubicae;  atque  cubicae  aequationis 
radicem  definiri  non  posse  sine  quadraticae  aequationis  resolutione. 

3,    Resolutionem  aequationis  cubicae  sequenti  modo   a  quadratica  pen- 
dentem  considero.     Sit  aequatio  cubica 

x^  «=  ao?  +  6,  ■  • 

in  qua  secundus  terminus  deest;  huius  radicem  o;  dico  fore 

existentibus  A  et  B  duabus  radicibus  aequationis  cuiusdam  quadraticae 

z^  ^az  —  'ß, 
Quamobrem  ex  natura  aequationum  erit 

A-^B^a     et     AB^ß. 
Sed  ad  a  et  /?  ex  a  et  &  definiendas  sumo  aequationem 

x^fA^fB, 
quae  cubice  multiplicata  dat 

x'^A  +  B  +  ^fAB{fA  +  fB)  =  3xfAB  +  JL  +  i?. 

Quae  cum  proposita  x^  ==^  ax-^b  comparata  dabit 

a^3fAB  =  3fß     et     h^A  +  B=^a. 
Fiet  igitur 

a^b     et     ß  =  2l' 

quocirca  aequatio  quadratica  resolutioni  aequationis  x^  =^ax  -^b   dicto  modo 
inserviens  erit 

Huius  enim  radicibus  cognitis  A  et  J5  erit 

x^fA+^B. 
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4.  Sed  cum  radix  cubica  ex  quaque  quantitate  triplicem  habeat  valorem, 
liaec  formula  a;  ==  yA  +  yB  omnes  etiam  radices  aequationis  propositae  com- 
plectetur.  Sint  enim  ju  et  r  praeter  unitatem  radices  cubicae  ex  unitate; 
erit  etiam 

co^fifA  +  rfB, 
si  modo  Sit  ^?/  =  l,     Quamobrem  fi  et  v  esse  debebunt 

■  2  ^"       ^*       —2 " 

vel  inverse.     Praeter  radicem  igitur  ' 

iß^fA-\-fB 
satisfacient  quoque  [aequationi]  propositae  bae  duae  alterae  radices 

et 

Hacque   ratione   aequationis    cubicae   etiam,   in   qua   secundus   terminus   non 
deest,  radices  determinari  poterunt. 

5.  Aequationes  biquadraticae  variis  modis  ad  cubicas  reduci  solent, 
quorum  autem  nullus  instituto  meo  utilitatem  afferre  potest.  Sed  mihi  est 
peculiaris  methodus  idem  efficiendi  atque  priori,  qua  cubicae  ad  quadraticas 
reducuntur,  similis,  ita  ut  exinde  quodammodo  concludi  possit,  quomodo 
aequationes  altiorum  graduum  debeant  tractari.  Ut  si  proposita  sit  haec 
aequatio 

^  =  ax^  +  hx  +  c, 

in  qua  itidem  secundus  terminus  deest,  dico  fore 

x^yA-^VB^  Vc, 

at  J.,  B  et  C  esse  tr es  radices  ex  aequatione  quadam  cubica.  . 
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Haue  ob  rem  erit 

tt-^A-i-B-^G,    ß-^AB  +  ÄC-^BC    et    y=^ABG. 

Quo    autem    a^  ß  et  y    deternunentur,    aeqnatio    x^^VA  +  VB  -j-VC    ab 
irrationalitate  liberetur  hoc  modo.    Sumantur  quadrata;  erit 

x''='A-^B-^G-{-2VAB-i-2VAC+2VBC 

hincque 

cc'-cc=^2VAB-^2VAC-\r2VBC. 

Sumendis  denuo  quadratis  fit 

a;*^2ccx''-]-a''=4:AB  +  4.AG+4:BC+sVABG(VA  +  VB  +  VG}^4.ß.+  SxVY 

seu  , 

3o''=^2ax\+8xVr  +  4:ß  —  a\ 

Haec  aeqnatio  comparata  cum  proposita  x*  ==aa>^  +  b3>-\- e  dabit 

2a  =  a,     aVy^b     et     4/5  — a'==c, 
ex  quibus  prodit 

Aequatio  ergo  cubica  resolutioni  aequationis  biquadraticae  inserviens  est 

Huius  enim  radices  si  sint  A,  B  et  G,  erit 

At  reliquae  tres  radices  ex  aequatione  proposita  erunt 

Va-Vb-Vg,    Vb-Va-Vc   et   Vc-Va-Vb. 

6.    Ponatur  0  =  Vt;  erit 

('  +  ^>'  =  T  +  S 
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et  sumendis  quadratis  habebitur 


8  "^        256       ^-    4    +"6r  +  iÖ96 

eeu 

i»  = /^  _  _1\  #2  _L /^  _  ££  _  «^c       a*\.  ,     ¥ 
\8         iJ      ~^Ui        16        32~^256y*  +  4Ö96' 

Haec  aequatio  ergo  haue  habet  proprietatem,  ut  eins  radices  sint  quadrata^ 
fadicum  ^rioris  aequationis  A,  B  et  C.  Quare  si  buius  aequationis  radices 
ponantur  JB,  F,  G,  erit 

Datar  itaque  aeqiiatio  cubica,  cuius  radicum  radices  biquadraticae  simul  sumtae 
constituant  radicem  aequationis  biquadraticae  propositae.  Atque  haec  methodus 
mvemendi  radices  ex  aequatione  biquadratica,  etiamsi  sit  priori  operosior 
maiorem  habet  affinitatem  cum  resolutione  aequationum  cubicarum,  cum 
eiusdem  potestatis  radix  extrahatur  ex  radicibus  aequationis  inferioris,  cuius 
est  ipsa  aequatio  proposita. 

7.    Simili  ratione  etiam  aequatio  quadratica 

x^  =  a, 
in  qua  secundus  terminus  deest,  resolvetur  ope  aequationis  unius  dimensionis 

s.  =  a. 
Huius  enim  radix  est  a  atque  radix  aequationis  propositae 

x^Ya    vel    x  =  ~ya. 

Huiusmodi  autem  aeqüationem  ordine  inferiorem,  cuius  ope  aequatio  superior 
secundo  termmo  carens  resolvitur,  vocabo  aeqmtionem  resolventem.  Ita  aequa- 
tionis quadraticae 

x^  =  a 
aequatio  resolvens  erit 

z  =  a; 

1)  Editio  princeps:  .  . .  ut  eius  radices  sint  radices  quadratm  radicum  prioris  aequationis 

Correxit  F.  B. 
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aequationis  cabicae 
aequatio  resolvens  erit 


atque  aequationis  biquadraticae 

aequatio  resolvens  est 

^  =V8""'2J^        V256^  32  ^16        64/^^4096 
Pro  qtiadratica  enim  äequatione,  si  aequationis  resolventis  radix  sit^,  erit 

pro  cubica  vero  äequatione,  si  resolventis  radices  sint  A  et  B,  ent 

^^fA  +  fB 

atque  pro  biquadratica  äequatione  existentibus   resolventis   aequationis  radi- 
cibus  A,  B  et  C  erit 

^^fA^fB  +  fc. 

8.  Ex  bis  etiamsi  tribus  tantum  casibus  tarnen  non  sine  sufficienti 
ratione  mihi  concludere  videor  superiorum  quoque  aequationum  dari  huius- 
modi  aequationes  resolventes.     Sic  proposita  äequatione 

x^  =  ax^  4-  hx^  ~\-  cx  +  ä 

coniicio  dari  aequationem  ordinis  quarti 

,gi  =  «/  —  /?/  -{-  ye  —  6\ 

cuius  radices  si  sint  A,  B,  C  et  D,  fore 

Et  generatim  aequationis 

a;»  ^  a(c"~'  +  feic"-"  4-  ca;"-*  +  etc. 
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aequatio  resolvens,  prout  suspicor,  erit  huius  formae 

coius  cognitis  radicibus  omnibus  niimero>-l,  quae  eüit  Ä,B,  C,  JD  etc.,  erit 

aj  =  f ^  +  fB  H- f  C  +  f  D  +  etc. 

Haec  igitiir  coniectura  si  esset  veritati  consentanea  atqne  si  aequationes  resol- 
ventes possent  determinari,  CTiiusque  aequationis  in  promtü  foret  radices  as- 
signare;  perpetuo  enim  pervenitur  ad  aequationem  ordine  inferiorem  hocque 
modo  progrediendo  tändem  vera  aequationis  propositae  radix  innotescet. 

9.  Quamqnam  autem,  si  aequatio  proposita  plures  quam  quatuor  habet 
dimensiones,  aequationem  resolventem  definire  adbuc  non  possum,  tamen 
praesto  sunt  non  nullius  momenti  argumenta,  quibus  ista  mea  coniectura 
confirmatur.  Si  enim  aequatio  proposita  ita  est  comparata,  ut  in  aequatione 
resolvente  omnes  termini  praeter  tres  primos  evanescant,  tum  semper  ipsa 
aeq.uatio  resolvens  poterit  exhiberi  atque  ideo  aequationis  propositae  radices 
assignari.  Aequationes  autem,  quae  boc  modo  resolutionem  admittunt  sunt 
eae  ipsae,  quas  Cl.  Abe.  de  Moivre^)  in  Tränsact.  n.  809  pertractavit.  Sit 
enim  aequatio  resolvens 


„«_i 


ü"-^  =  a^^-^  —  , 


g,n~S 


seu 


g^^as  —  ß 

ex  hacque  aequationem  resolvendam  erui  oporteat.  Sint  buius  aequationis 
radices  Ä  et  Bj  reliquae  enim  radices  omnes  evanescunt;  erit  aequationis 
resolvendae  radix 

x^fA  +  VB. 
Est  vero 

_____^  a  =  Ä-\-BB\,ß^AB 

1)  Ä.  BB  MoiYBE  (1667-1754),  Äemathnum  g_uarundam  Poiesiatis  tertiae,  guintae  septimae 

B^b.  309,  p  2368.  Quae  dissertatio  in.enitur  etia.  in  tertia  editione  (ed.  G.t^«  Z;  S 
NeoToni  Arxmmebme  universalis,  p.  270  (vide  uotam  p.  21).  F]  R.  ^«avesande) 
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ex  natura  aequationum.    Hinc  ergo  erit 

atque  porro 

f'^*  +  f  5*  ==  a;*  -  4^=  1^/3  +  2  f |3^ 

atque  tandem  .    » 

1.2-3  '^    ^  1-2-3-4  ^ 

Quae  est  aequatio  resolvenda,  cuius  resolvens  est 

z''-'^^af'~^  —  ßf-'^     seu     s?=^a2  —  ß. 

10.    Non  solum  autem  hoc  modo  aequationis 

^^ _  «a;«-^ f /3  +  ?'^fc^ 0)"-*  V'/S^  -  etc.  ».  « 
tinica  radix  invenitur 


sed  satißfacit  ötiam  quaelibet  alia 

x^fifÄ  +  rfB, 

modo  Sit  ^"»-r'*««/^^  =  1,  id  quod  n  diversis  modis  fieri  potest.    üt  si  sit 
^  «==  5,  aequationis 

radices  quinque  erunt,  ut  sequuntur: 

Leokhakdi  EüLEEi  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  2 
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I.     x^pÄ-i-fB, 
n.      j,,_-l-]/5+y(-10  +  2>/5)^/^^    ^    -l-.|/5--y(_10+2l/5)|/j^ 

III     ^  «  ^l^]/5-^]/(-^10  +  2]/5)|/^^  ^  -^l-~>/5  +  ]/(^lQ  +  2l/5)|/^^ 

Hi  enim  coefficientes  omnes  sunt  radices  surdesolidae  ex  unitate  et  factnm  ex 
binis  coniunctis  est  =  1. 

Simili  modo  praeter  ipsam  unitatem  snnt  sex  radices  potestatis  septimae 
ex  uüitate  harumqiie  tria  paria  miiltiplicatione  unitatem  producentia,  quae 
sunt  sex  radices  huius  aequationis 

y'  +  y'  +  y'^y'  +  y'  +  y  +  i^O, 

Ad  has  autem  inveniendas  tantum  opus  est  resolutione  aequationis  cubicae; 
omnis  enim  aequatio  potestatis  sextae  huius  formae 

y'  +  ay'  +  &/  +  cy'  +  iy' +  ay  +  1=0, 

quae  non  mutatur  posito  ™  loco  y,   resolvi  potest  ope  aequationis   cubicae. 
Quod  quemadmodum  fiat,  cum  ad  inveniendas  radices  ^epe  utilitatem  habere 

possit,  brevi  sum  ostensurus, 

# 

11.  Aequationes  huiusmodi,  quae  posito  ~-  loco  y  formam  non  mutant, 
voce  reciprocas.  Hae,  si  maximus  ipsius  y  dimensionum  numerus  est  impar, 
semper  dividi  possunt  per  y  +  1  et  aequatio  resultans  etiam  erit  reciproca, 
in  qua  maxima  ipsius  y  dimensio  erit  par.  Quamobrem  sufficiet  parium 
tantum  dimensionum  aequationes  reciprocas  considerasse  atque  modum  earum 
resolvendarum  exposuisse. 

Sit  igitur  primo  aequatio  proposita  quartae  potestatis  haec 
y^-\.ay'-i-by'-{-ay-\- 1^0; 


<r 


st 
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ponatur  haec  factum  ex  duabus  quadraticis 

et 

/  +  /3^  +  l  =  0. 

Quo  facto  fiet 

ct-\-ß^a     et     «/3  +  2  =  6     seu    a/3  =  6™2. 

Quare  a  ei  ß  erunt  duae  radices  huius  aequationis 

hacque  ratione  quatuor  aequationis  propositae  radices  ope  aequatiouum  tan- 
tum  quadraticarum  innotescent. 

Aequatio  reciproca  sextae  potestatis 

y^  4-  ay^  +  hy^  +  cy^ -{-hy^  +  ay  +  1^0 
ponatur  factum  trium  harum  quadraticarum 

2/^  +  ^2/ +  1  =  0, 
y^^ßy  +  l  =  0 

et 

•2/'  +  /^ +  1=0. 

Hinc  fiet 

oc  +  /?  +  ;/  =  (X,  • 

aß  -\-  ay  -{-  ßy  =  b  —  3 

et 

aßy  ^c  —  2a  —  2ß  —  2y^c~2a. 

Quare  c«,  /3  et  /  erunt  tres  radices  huius  aequationis  cubicae 

,?/ _  au'  +  (b  —  3)u  —  c  +  2a^0, 

Similiter  aequatio  reciproca  octavae  potestatis 

y'  +  ay'  +  iy'  +  cy'  +  ^2/'  +  c/  +  &i/'  +  a?/  + 1  =-  0 

est  factum  ex  quatuor  aequationibus  quadraticis 


2* 
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/  +  at/ 4- 1  «=  0, 

ex  quo  prodibit 

a  +  ß  +  r  +  ^^-a, 
^^  "ßr-^-aß^-^ar^  +  ßr^-^c  —  sa 

aßy^'=^d  —  2h-i-2. 
Goefficientes  ergo  «,  ß,  y,  S  sunt  quatuor  radices  huius  aequationis 

u*-au'+(b-A)u'-{e-3a)u  +  d-2b-\-2=^0. 
Aequatio  ordinis  decimi 

y''  +  af  +  ly^  +  cf  -\-df  +  ey'  +  di/'  +  cf  -\.bf -{-ay^  1^0 
factum  erit  harum  quinque 

/+««/+ 1  =  0, 

y'  +  ßy  +  i-^  0, 
2/'+>y  +  i-=o, 
y'  +  ^y  +  i^o, 

y^  +  ey  +1^0, 
in  quibus  «,  ß,y,  cf,  g  sunt  quinque  radices  huius  aequationis 

t*«-a«*  +  (6-5)i*'-(c-4a)«^  +  (c?_36  +  5)^-e  +  2c-2a^0. 
Atque  generatim  aequatio  reciproca 
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resolvetur  in  has  numerp  «  aequationes  quadraticas 

/  +  /32/  +  l  =  0, 

^8  _]_  j,^,  4- 1  =  0, 

y^-}-Sy -^1  =  0 

etc. 

At  coefficientes  «,  ß,  y,  ^  etc.  erunt  radices  huius  aequationis  n  dimensionum 

+  («  — l)a        _  (»i  — 2)&'  +(«  — 3)c 


-n 


»(w  — 3)  («  — l)(w  — 4) 

+       1.2  ~  n  ^ 

^-fw»-«  —gu"-'  4-fe«t'"-*-etc.-0. 

-(M-4)d!  4-(%_5)e  _(^_6)f 

(m-2)(w-5)^  (w-3)(w-6)  (w-4)(«-7) 

"^ — r^ — "*        ":     ri      '-         +      ri     '^ 

n(w-4)(w-5)      ,    («Iil)0iii5)(»«::i^  (>^-2)(n-6)(n-7), 

1.2-3        "     "^  1-2-3  1-2-3 

•»C>^  — 5)(w  — 6)(w-7) 
"+"        '     1-2-3-4 

12.  Quia  cuiuslibet  aequationis  quadraticae  dividentis  aeqnationem  propo- 
sitam  terminus  extremus  est  unitas,  perspicuum  est  binarum  radicum  aequa- 
tionis propositae  factum  esse  unitatem.  Huiusmodi  igitur  duae  semper  cum 
duobus  membris  vA  et  yB  sunt  coniungendae,  quo  aequationis  §  9  propositae 
onmes  obtiueantur  radices. 

13.  Si  in  aequatione  reciproca  omnes  termini  praeter  extremos  et  medium 

deficiant  ut  in 

/"+ !>«/"  + 1  =  0, 

divisores  eins 

fJ^ßy  +  1, 

etc. 


^i-^I^5^-5^^^^:^^:^!^E^][52^^  [225-226 

habebuntur  substituendis  pro  a,  ß,  y,  6  etc.  radicibus  huius  aequationis 

ubi  +^  accipi  debet,   si  n  est  numerus  par,   et  -^,  si  n  est  impar.^)    Ex 
quo  apparet  hanc  aequationem  convenire  cum  aequatioae 

%  9  reaoluta  et  hanc  ob  rem  omnes  divisores  posse  assignari. 

14   Magnam  isthaec  in  factores  resolutio  formulae  f^^py^^i  habet 
utilitatem  m  integranda  formula  differeÄU  +i>y  +  l  Habet 

äy 

f"+py''  +  i 

l'+rfl  t^lTl":  r'''^'^'"^^  ^^°°"^^^*-^  --  -  -OS  factores 
L  w  Y;  ^  ^/^.x"*"  ^*'-  ""''"^"^^  tota  integratio  ad  quadraturam  circuH 
vel  byperbolae  reducxtur.    Praeterea  hoc  phrimum  iuvat,  quod  aequTtio 

pLtlr^'atlt  '^'^""^T*"^'  ^^«^--«-  arcus  circularis  in  .  partes  com- 
plectatur  atque  ita  coefficientes  «,  /3,  ;,  etc.  facillime  inveniantur. 

15.  Bevertamur  autem  ad   modum  ex  aeqaationibus  resolventibus  iüsas 
aequationes  resolyendas  eliciendi.     Sitque  aequatio  resolvens  ^ 


^*  = 


=  a^'~  ßg  ^y^ 


3)  Sed  vide  notam  1.  F.  R. 
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cuius  tres  radices  sint  A,  J5,  G;  erit  ergo 

a^A  +  B^C,     ß^AB  +  AC+BC    et     y^ABü 
Radix  itaque  aequatipnis  resolvendae  x  erit 

^Vä  +  Vb  +  Vc 

atque  ponatur 

p=^fÄB  +  fÄC-^9Ba 

Hia  factis  erit 

}/Ä'-^fB'~{-fC'=^x'-2p 
et 

fÄ'B'-\-]/A'C'  +  fB'Cf'=^p'~2xVry 
atque  porro,  ut  sequitur: 

f  ^^  H-  f  5»  +  I^C«  -= «« —  3px  +  3  f /, 
f^»J5^  +  Vä'C  +  ts'C"  =  p'  -  3joa; f ^'  +  3 F/-; 

f  ^*  -I-  f  ^*  +  fC-\=  x'  -  4j3a;^  +  Ax  fy  +  2^)^ 
fÄ'B'  +  ]/Ä'C'  +  fBHJ'^p''-Ap'xfr  +  #  f/'+  2a;^f/; 

f  ^'^  +  fB'  4-  f  C-'  =  a;°  -  öjpa;"  +  5a;"  fy  +  öj''-'»  -  ^^P  fy, 
f'Ä'  B'  +  fJ:'  (f-  +  f  J5^ C"  =  /'  -  5j?»a;  fy  +  ö^?'  f  ^'^  +  5^3,«^  f  7-  -  5ic  f  ;/*. 

Quemadmodum  haec  tabula  sit  ulterius  continuanda,  facile  perspicitur.    Nam- 
que  est 

atque 

VA!"  -B"'  +  f  4 "  G'"  +  f  J5"'  C«  =  p  (f  J.'"  -  '^  J5"' - ^  +  f  4'"  - '  6"" - ^  +  f  j5"' "  ^  C"»- ^j 
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16.  Alias  etiam  harum  progressiönum  non  contemnendas  observavi  pro- 
prietates.     Posito  enim 

et 

erit 

et 

Simili  modo  est  quoque 

fA"'^  -f-  f 5*^'»  +  f  (7»'»  =  ü»  —  3 ÜÄ  +  3  ff 
et 

fA""B""-\-fA"''C""+VB''"G""^S'—3B8ff-j-3ff''\ 
Atque  hoc  modo  haec  series  procedit  prorsus  ut  ipsa  praecedens. 

17.  Si  Sit  ^=-2,  erit 

a=iaj^  — 2^     et     ß'=^p^  —  2xyy 
hisque  duabus  aequationibus  comuuctis  habebitur 

X'-'Va  +  Vb  +  Vc 

et 

•    p^VAB  +  VAC+VBC; 

sunt  autem  A,  B  et  C  tres  radices  huius  aequationis  cubicae 

z^  =  az^  —  ßs-\-Y. 

Eliminata  ergo  ex  illis  duabus  aequationibus  littera  jj  prodibit 


seu 


a;*  -  2ao?  —  8xVy=="Lß  —  a\ 


cuius  aequationis  itaque  radix  a>  est  cognita,  quippe  =  VA  +  VB  +  VC;  quae" 
aequatio  Uli  est  consentanea,  quae  §  5  est  resoluta. 
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Simili  modo  si  quando  duae  huiusmodi  aequationes  occurrent 

et 

erit 

x^fA  +  fB+fc 
et 

p^fÄB  +  fAG+fBC 
existentibus  Ä,  B  et  G  radicibus  aequationis 

ut  ante.     Vel   eliminata  littera  p  prodibit   aequatio   inter  x^  a,  /?,  y,   caius 
radix  x  innotescet. 

Eödem  prorsus  modo  occurrentibus  duabus  hisce  aequationibus 

x^  —  ipx^  +  4:xi/ Y  +  2f  =  a 
et 

erit 

x^fA-^fB+Vc 
et 

p=i/AB'^VAC'\^fBG 

et  iterum  sunt  J,  B  et  G  radices  hnius  aequationis 

Quo  p  facilius  eliminetur,  ponatur 

x'—2p^B     et    f—^xi/y^S 
eritque 

B'—2S^a     et     8'—21iVy^ß, 


lam  ex  illis  duabus  aequationibus  exterminata  p  habebitur 

x^=2Bx'+8xfy  +  4.S—B\ 

Comparetur  haec  aequatio  cum  ista 

x^-==  ax^-^  bx  4"  c; 

Lbokhardi  Euleri  Opera  omnia  le  CommentatioEes  algebraicae 
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erit 


^  =  ¥'   ^r-j    Ben     r  =  io96     ^^  V^-^T +16 


Hinc  igitur  habebitur 

8         2       ^       ^       16^  32  ^256         64 
Quamobrem  erunt  A,  B  et  C  tres  radices  huius  aequatiords 

V8         2/^         \2Ö6^32^16        64/^"^4096' 

id  quod  mire  consentit  cum  eo,  quod  §  7  est  inventum. 

18.  Quoties  igitur  accidit,  ut  calcnlus  perducatur  ad  duas  aequationes 
duas  incognitas  co  et  p  continentes,  quae  reperiantur  inter  formulas  §  15, 
utriusque  valor  poterit  assignari.  etiamsi  eliminata  altera  aequatio  prodeat 
maxime  composita.  Hanc  ob  rem  in  Ms  casibus  expediet  calculum  non  ad 
unicam  aequationem  nnicamque  incognitam  deducere,  sed  duas  aequationes 
duas  incognitas  involventes  retinere  atque  investigare,  num  forte  inter  illäs 
formulas  contineantur,  id  quod  saepius,  si  calculus  recte  instituatur,  evenire 
posse  mihi  persuasum  est. 

19.  Quemadmodum  autem  aequationes  resolventes 

^-  =  a0~  ß     et     /  =.  a0^  —  ß^-i-y 
tractavimus,  ita.  etiam  ulterius  est  progrediendum  ad  aequationem 

^^^az'  —  ßis'  +  yz  —  d' 
simili  modo  pertraetandam.    Scilicet  si  eins  radices  sint  A,  J5,  Cet  D,  ponatur 

f/A  +  fB^fC+fB^a: 
et 

fAB  +  fAC+fAJD-j-fBO-i^fBD  +  fCB^p    . 
atque 

fABC^fABD  +  fACD  +  fBCB^q 
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et  quaerantur  hinc  expressiones  pro 

fÄ^'  +  f B"^  +  etc.     et    fÄ'^'B^  +  f ^"  0'^'  +  etc.    atque  pro    fA^B^G'^  +  etc. 

His  perficiendis  semper  trinae  invenientar  aequationes  oc,  p  et  g  continentes 
pro  quovis  ipsius  m  valore.  Atque  simili  modo  occurrentibus  tribus  huius- 
modi  aequationibus  tres  incognitae  constabunt. 

20.    Suspicor  autem  posito 

^^fA-^VB  +  ^C  +  fD 

aequationem  rationalem')  posse  concmnari,  in  qua  x  plures  quam  5  .non 
habeat  dimensiones,  etiamsi  hoc  fere  impossibile  videatur,  Nam  quemad- 
modum  §  17  ex  aequationibus 


et 


x^  —  4jöÄ?^  +  4a;  l^y  +  2f  —  a 
/—  ip'xfy  +  4jpy/  +  "ix^Vy  =  ß 


eliminanda  p  aequationem  non  plurium  quam  4  dimensionum  obtinuimus, 
quod  pariter  vix  fieri  posse  videatur,  ita  etiam  pro  quinta  potestate  forte 
simile  artificium  usu  venire  potest,  ut  aequatio 

x^:^ax^+hx^  + cx-^-d 

tandem  resolvi  queat.  Quod  vero  maximum  in  hoc  perficiendo  est  subsidium, 
eo  redit  meo  iudicio,  ut  a,  ß,  y  et  ä  ex  a,  b,  c  et  d  debeant  determinari, 
non  vero  vicissim;  hoc  enirn  casu  aequatio  ad  multo  altiorem  eveheretur 
potestatem,  quam  opus  est.  Aliis  autem,  quos  huiusmodi  occupationes  iuvant, 
hanc  rem  perflciendam  vel  mihi  ad  aliud  tempus  relinquo  hoc  solo  nunc 
contentus  me  fortasse  idoneam  atque  genuinam  viam  ostendisse. 

1)  Confer  aequationem  rationalem  ab  Eulero  evolutam  in  epistola  d.  16.  Dec.  1752  ad 
Chr.  Goldbach  data,  Corresponäance  math.  et  phjs.  pulWe  par  P.  B.  Fcss,  St.-P4tersbourg  1843, 
i  I,  p.  595;  Leonhardi  Ejjleri  Opera  omnia^  series  III  F.  R. 
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DEMONSTBATIO  GEMINA 

THEOEEMATIS  NEüTOmANI 

QUO  TEADITÜR  RELATIO  INTER  COEFFICIENTES 

CUIUSYIS  AEQUATIOOTS  ALGEBRAICAE 
ET  SUMMAS  POTESTATÜM  RADICÜM  EIUSDEMO 

GommeHtatio  153  indicis  Enbstkobmiani 
Opnscüla  varii  argumenti  2,  1750,  p.  108—120 


1.   Postquam  aequatio  algebraica  tarn  a  fractionibus  quam  ab  irrationali- 
tate  faerit  liberata  atque  ad  huiusmodi  formam  reducta 

demonstrari  seiet  in  analysi  huiusmodi  aequationem  tot  semper  habere  ra- 
dices,  sive  sint  reales  sive  imaginariae,  quot  unitates  contineantur  in  potestatis 
summae  exponente  n.  Tum  vero  noa  minus  certum  est,  si  huius  aequationis 
omnes  radices  faerint  «,  ß^y,  d,  e,  .  .  .  v,  coefficientes  terminorum  aequationis 
Ä,  B,  C,  JD,  E  etc.  ex  bis  radicibus  ita  conflari,  ut  sit 

1).  Confer  praeter  Oommeatationem  406  liuius  voluminis  h.  ^vi.zsi  Introduciionem  In  ana- 
lysminfinüormn,  Lausannae  1748,  f .  I  cap.  X,  §166;  Leo.nbardi  Euleri  Opera  omnia,  series  I, 
vol.  8.  Vide  porro  L.  Eüleri  Oommentationes  41  et  560  (indicis  Enestroemxani):  De  simmis 
serierum  reäprocarum,  Comment.  acad.  sc.  Petrop.  7  (1734/5),  1740,  p.  123,  et  Miscellanea 
<malyUca,  Opuscula  analytica  1,  1783,  p.329,  imprimis  p.  337;  Leonsäbdi  Euleri  Opera 
omnia,  series  I,  vol.  14  et  4.  F.  ß. 
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A  =  summao  oinnium  radicum  --=  oj  +  /?  +  )^  -f-  ^  H H^"? 

B  =  summao  prodiictorum  ex  binis         ==  cc/3  -f  ay-^  ad  +  /9f  +  etc., 
(j  =  snmrr.ae  prodnctorum  ex  ternis        ==  c«/?^  +  etc., 
D  =  summae  productorum  ex  quaternis  =  aß  yd  +  etc., 
iiJ=  summae  productorum  ex  quinis       ^^.aßyds  +  etc. 

etc., 

ultimumque  tandem    terminum    absolutiim    N   esse   productum   ex    omnibus 

radicibus   aßyä--  ^v. 

%  Quo  iam  theorema,  cuius  demonstrationem  hie  tradere  constitui,  fa- 
cilius  ac  brevius  eaunciare  queam,  designet  ^/a  summam  omnium  radicum, 
fa^  summam  quadratorum  earumdein  radicum,  fa^  summam  cuborum  radi- 
*cum,   fa^  summam  biquadratorum  istaram  radicum,  et  ita  porro,  ita  ut  sit 

^yi,  =  a  +  ^  +  ^  +  (^  +  a  +  .  '  •  +  ^, 
Jcx'  =  a'  +  ß'  +  f  +  d'Jr^'  +  -^  +  'y\ 

fc^  =  a^  ±ß'  +  y'  +  ^'  +-^'  +  •  •  •  +  '''^ 
j  V  =  a*  + /3' +  /  +  (^' +  fc^' +  ■  •  •  +  ^A 

fa^  ^  «^  +  ß'  +  y'  +  (f  +  6^>  +  •  -  •  +  r^* 
etc. 

3.  Hac  signandi  ratione  exposita  Neutonus ^)  affirmat  istas  potestatum,. 
quae  ex  singulis  radicibus  formantur,  summas  per  coefficientes  aequationis 
A,  J9,  C,  D,  E  etc.  ita  definiri,  ut  sit 

•  l)i.  Newton  (1643— 1727),  Anflvmetka- imwersalis; (^^i^^ni^^^^^  1 707,  p.  251;  3.  ed.  (ed. 
G.i  's  GKi^VESANDB)  Lugd.  Batav.  1732,  p:i92.  Observandum  qnidem  est  relationes  sequentes" 
inter- coefficientes  aequationis  et  summas  potestatum  radicum  eiusdera  (usque  ad  quartam  potesta- 
tem)  iam  1629  ab  A.  Girard  (?— 1632)  expositas  esse  in  libro,  qui  inscribitur  Imention  miwelU 
mValgebre,  Amsterdam  1629;  Reimpression  par  I).  Bibrens  de  Haak,  Leiden  1884,  fol.  F  2,  Vide 
etiam  D.  Mahnke,  Leibnjz  auf  der  Suche  nach  einer  allgemeinen  'PrmmMgleicIiimg,  Bibiioth; 
Mathem.  ^%,  1912/3,  p.  29,  imprimis  p.  38,nxbi  exponitur  eodem  fere  tempore  quo  Keütonus 
etiam  L^iBNizitJM  suo  ipsius  ingenio,  certe  non  post  annum  1678,  illas  relationes  invenisse,  sed  non 
publici  iuris  fecisse.  F.  E.  '        ■ -.    * 
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fa^  =  Äfa  -2B, 

fa^==Afc?-Bfa  +3C, 

fa^==Afa'-Bfa'+Cfa  -4:D, 

fa'  =  Afa'  -  Bfa'  +  Cfa'  -  Bfa  +  hE, 

■  .      fa'^Äfcc'-Bfa'+Cfa'-Bfa'+Efa~6F 

etc. 

Cuius  tteorematis  demonstrationem  Neutonus  non  solum  nullam  tradit, 
sed  etiam  ipse  videtur  eius  veritatem  ex  continua  illatione  conclusisse.  Primum 
enim  demonstratione  non  eget  esse  Ja  ==^,  et  cum  sit 

A'=^a'-{-ß'^f-^S'-j-e'+  etc.  +  2aß  +  2ay  +  2aS  +  2ßr  +  2ß^  +  etc., 
erit 

Ä'^fa'  +  2B 
ideoque 

fa'=^Ä'-2B==Äfa-2B; 

similique   modo  veritas  sequentium  formularum  evinci   potest;   sed  continuo 
maiore  opus  erit  labore. 

4.  Cum  plures')  iam  huius  theorematis  utilissimi  veritatem  ostenderint, 
eorum  demonstrationes  autem  regulis  combinationum  plerumque  innitantur, 
quae,  etiamsi  verae  sint,  tarnen  ab  inductione^)  plurimum  pendeant,  düplicem 

•1)  Vide  G.  F.  Baermann  (1717—1769),  Programma  theorematis  algebraki  demonstrationem 
eMens,  Wittenberg  1745;  A.  G.  Kästoer  (1719-1800),  PMlosopMsche  Untersuchungen  m^. 
mehnchtm,  herausgeg.  von  J.  .A.,Ceamee,  6.  St.,  Leipzig  1746  (confer' etiam  A.  G  KästneB, 
Anfangsgründe  der  Analysis  endlicher  Größen  (der  mattem.  Anfangsgründe  3.  Theil,  1.  AbtL), 
Göttmgen  1760,  p.  409).  Vide  poiTo  Iom.  Bernoulli  Opera  omnia,  Lausannae  1742,  t  IV,  p  22 
nee  non  epistolam  a  Ioh.  Bebnoüllio  d.  2.  Apr.  1737  ad  Euleeum  scriptam,  Biblioth.  Mathem. 5g' 
1904,  p.  251.    Vide  praeterea  notam  p.  20.  F.  R. 

2)  Bxempli  gi-atia  Kaestnerus  supponit  theorema  Neutohianum  valere  pro  n  =  Je  atq^e  inde 
demonstrat  etiam  pro  w  =  *  + 1  verum  esse.  F.  R. 
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MC  afferam  demonstrationem,  in  quarum  utraque  inductioni  niMl  tribuitur. 
Altera  quidem  ex  analysi  infinitorum  est  petita,  quae,  etsi  nimis  longe  remota 
videatm-,  tarnen  totum  negotium  perfecte  conficit;  verum  tarnen  cum  contra 
eam  iure  obiici  queat  huius  tHeorematis  veritatem  eyictam  esse  oportere, 
antequam  ad  analysin  infinitorum  perveniatüt,  alteräm  demonstrationem  ad- 
iungam,  in  qua  nihil  assumitur,  nisi  quod  statim  ab  initio  in  explicatione 
naturae  aequationum  tradi  solet. 

DEMONSTRATIO  1 
5.   Ponatuiv 

et  cum  aequationis  Z=0  radices  seu  valores  ipsius  x  sint 

a,  ß,  r^  S,  ...  V, 
quorum  numerus  est  =%,  erit  ex  natura  aequationum 

■    z=  (a; -  a){x-ß)(x ~y){x-S)  :-■  {x -v) 
et  logarithmis  sumendis  habebitur 

Quodsi  iam  harum  formularum  differentialia  capiantur,  erit 
■      '   dZ         dx      ,      dx  dx      ,      dx_    ,   _dx_ 

ideoque  per  dx  dividendo  fiet 

Convertantur   nunc   singulae  hae   fractiones   more   solito  in    series  geo- 
metricas  infinitas  ob 


m 
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1 

1 

X 

X 

_  1 

X 

__  1 

X 

+ 
+ 

x' 

ß 
x^ 

7 
x^ 

V 

+  ä?  +  ^  + 

^  «»  +  ^  + 
etc. 

-4-  !:!  4_  '^  V 

x^ 

+  etCv 

x  —  ß 

•     .  1 

+  etc., 

x  —  y 
1 

+.etc. 

x  —  v 

+  etc. 

Eis  i^tiir  seriebu8  coUigendis  signisque  ante  expositis   Ca,   Cc^    U  etc 
mt.oä«cendxs  mvemetur,  qui^  numerus  harur.  serierum  est  1 J      ^ 

Ä  =  ^ +^>  +  i5/«^+ ^/«'+ |X«H  etc. 

6.   Cum  autem  statuerimus 

erit  similiter  differentialibus  sumendis 

dZ  ,      ■ 

hincque  coUigetur  superior  fortnula  ^  ita  expressa,  ut  sit    , 

qnae  igitur  fractio  aequalis  esse  debet  seriei  supra  inventae;, 

^  +  ^/«  +  ^/<^  ^/«^  + 1/«^  +  etc. 
Quare  si  utraque  expressio  pro  ^  inventa  per  alterius  denominatorem 


nx"" 


■  nx''"^ 
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mnltiplicetur,  resultabit  liaec  aequatio 

-nAx^-^'  -    Äx'^^'fa    -    Ax''-\fV~    Äof^'Jl^- etc, 

—  nCx'"''^        ~     Gx^'-^fa  —etcy 
^n'Bx""^'       +etc. 

7.  Quemadmoduin  iam  utrimque  termini  primi  nx'"''^  sunt  aequales,  ne- 
cesse  est,  ut  et  secundi,  tertii,  quarti  etc-  inter  se  seorsim  aequentur;  unde 
seqnentes  nascentur  aequationes 

+  {n~2)B^fa'~Äfa  ^nB, 
-  (^  -  3)  C^fa'  -  Afa'  +  Bja  ~  n  C, 
+  [n  ~  ^)B  =-fa'-  Afa'  +  B  fa'  ~  Gfa  +  nB 

etc. 

Harumque  aequationum  lex,  qua  progrediuntur,  sponte  est  manifesta.  Ex  iis 
autem  obtinentur  formulae  illae  ipsae,  quibus  tbeorema  Neutonianum  constat, 
scilicet 

fa'  =  Afa  -  25, 

fa'  =  Afa'  —  Bfa  +  3  (7, 
■ fa'^Äfa'-Bfa'+Cfa-lB, 

fa'  =  Afa*  -Bfa'-\-  Cfa'  -  B/cc  +  5  E 
etc. 
Quae  est  altera  theorematis  propositi  demonstratio. 

Leonhabdi  Eulbbi  Opera,  oinnia  le  Commentationes  algebraicae  4 
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DEMONSTRATIO  2 

8.  Quo  huius  demonstrationis  vis  clarius  perspiciatur,  eam  ad  aequationem 
determinati  gradus  accommodabo,  ita  tarnen,  ut  ea  intelligatur  ad  quosvis 
gradus  aeque  patere.     Sit  ergo  proposita  aequatio  quinti  gradus 

cuius  quinque  radices  sint  «;  ß,  y,  d\  s.     Quia  igitur  quaelibet  radix  loco  x 
substituta  aequatiom  satisfacit,  erit 

a'  -  Äc^  4-  Ba'  ~Ga\-\-Da-~E^  0, 

ß'~Aß'+Bß'-Cß'-\.Dß-E==^Q, 

..  Y'-ÄY'^BY'-Cf  +  Dy-E^O, 

S'-AS^  +  Bd^-~G6'+Dd-E  =  Q, 

s'-Ae'  -hBe' -Oe'  -i-Dt.-E=^0. 

Colligentur  hae  aequationes  in  unam  summam  et  ob  siena  supra  recepta 
(§  2)  habebitur 

Ja'~Aß'+  £  fa'  -  Cfa'+  Bja~5E^0 
fa'^Äfa'-Bja'^  Cfa^~  D  Ja  +  bE. 

9.  Hme  düucide  patet,  si  aequatio  proposita  fuerit  gradus  cuiuscumque 

a;"  -  ^a;"-' +  5a?»-^  -  aic«-^  +  Da»- *  -  —  4- Jf  a;  +  i^  =  0, 

ubi  in  ultimis  terminis  signorum  ambiguorum  superiora  valent,   si  exponens 
summns  ^  fuerit  numerus  impar,  inferiora,  si  par,  fore  pariter 


seu 


/«"  ^Afa"-'  -  BJ>-'-^  ^ß"~[-  ■■■  +  Mja  ± 


nN, 


siquidem  per  a  indicetur  radix  quaelibet  istius  aequationis,  sicque  veritas 
Tbeorematis  Neutoniaot  iani  pro  uno  casu  est  ostensa.  Superest  igitur,  ut 
eiusdem  veritatem  tara  pro  altioribus^j  quam  pro  inferioribus  radicum  po- 
testatibus  demonstremus. 

1)  Num  Neutonus  huius  casus  rationem-  habuerit,  iion  liquet;  confer  G.  Enesteöm,  Biblioth; 
Mathem.  llj,  1910/1,  p.  84.  F.  R. 
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10.   Pro   altioribus   quidem  potestatibus  res  pari  modo  patet;   si  enim 
valores  «, /?,  f ,  (3^,  «  satisfaciant  aequationi 

satisfacient  quoque  sequentibus  aequatiömbus 

^■>-.Ax'-\-Bx'-Cx'-{-Dx'-Ex'^0, 

x'~Ax''  +  Bx'-Cx'+Dx'-Bx''=0 

etc. 

Ac  propterea  si  in  unaquaque  aequatione  pro  x  singuli  valores  «,  ß,  y,  S,  s 
substituantur  et  aggregata  coUigantur,  erit 

fa'==Äja'-Bfa'+  C fa'- B  fa^+ E  Ja, 

fa^^Afa'-Bfa'+Cfa^-Bfa^^-Ep, 

y„8  _  ^p__  Bfa'-^  Cfa'-  -0/«'+  ^P 

etc. 

11.   Si  ergo  a  denotet  radicem  quamcumque  huius  aequationis 

x^—Ax"-'  +  Bx"-'—  Ca;''-'+  Da:""* ±  Jf«  +  F=  0, 

erit  non  solum,  uti  iam  inrenimus, 

fa^^Afa-'--BjV-'+CjV-'~Dja''-'+---^'Mfa±nN,       . 

sed  etiam  ad  altiores  quoque  potestates  progrediendo  erit 

J„«+.  =  A  fce^'-Bfa\  +  Cfcc"-'-  pfr-''-\-  •  •  •  +  Mfa'  ±  Nß\, 
fa«^^=Afa^^'--Bfa''^''-i-Gfa"     -  D  fa'^'' +  ■  •  ■  + Mp  ±Nfa'  : 

etc. 
et  in  genere  quidem,  si  ad  w  addatur  numerus  quicumque  m,  eiit . 

4* 
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Ubi  qiiidem  notandirai  est,  si  sit  w  ==  0,  ob  singulas  potestates  a^  =  1, 
ß^  =  1,  y^  =-1  etc,  numerumqtie  harum  litterarum  =  n  fore  fcc^  ^  n,  quo 
casu  formula  primo  inventa  in  hac  expressione  contiBetur. 

12.  Quamqnain  autem  haec  expressio  aeque  veritati  est  consentanea,  si 
pro  m  accipiatur  numerus  negativus/  hincque  pro  aequatione  quinti  gradus 
assumta 

sequentes  formulae  pariter  locum  habent 

fa^  ^  Afa'  -  Bfa'  +  C  fa\  ™  D  fa'  +  JE  fa-\ 
fc^  =  Afa'-  Bfa'  +  Cj>  -  D  fa^'  +  E  fa\ 
fa'  =  Afa'  -Bfa'  +  Cfa"'  -  D  fa\+ E  fa-' 

etc., 

tarnen  hae  formulae  sunt  diversae  ab  iis,  quas  theorema  continet  Demon- 
strandum enim  est  esse 

fa'  =  Afa'  -  'Bfa'+  C  ja  -  4D, 

fi^Afa^-Bfi  ^^0, 

fa'  =  Afa  -2B, 

fa^Az 

Harum  igitur  formularum  veritatem  sequenti  modo  ostendo.         " 

13,   Proposita  scilicet  aequatione  quinti  gradus 

x'—Ax^-^Bx^~Cx'+Dx  —  E^O 

formentur  retinendis  iisdem  coefficientibus  sequentes  aequationes  inferiorum 
graduum 

L     x-^-A^O.  Radix  sit  j). 

IL     x^—  Ax  +  B  ^0.  Radix  quaelibet  sit  q. 

HL   'x^'—Ax^'+B'x—C^Ö,  Sit  radix  quaelibet  r.' "    ' 

W,     0(^-Ax^+  Bx'—  Cx^^jD  ^0.     Radix  quaelibet  ^^.^ 
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Quarum  aequationum  radices,  etiamsi  inter  se  maxime  discrepent,  tarnen  in 
Ms  singulis  aequationibus  eandem  constituent  summam  =  Ä,  Deinde  re- 
mota  prima  summa  produötorum  ex  binis  radicibus  ubique  erit  eadem  =jB. 
Tum  summa  productorum  ex  ternis  radicibus  ubique  erit  =  C]  praeter  aequa- 
tiones  scilicet  I  et  II,  ubi  C  non  occurrit.  Similiter  in  IV  etc.  pfoposita 
summa  productorum  ex  quaternis  radicibus  erit  eadem.  =  D. 

14  In  quibus  autem  aequationibus  non  solum  summa  radicum  est  eadem, 
sed  etiam  summa  productorum  ex  binis  radicibus,  ibi  quoque  summa  quadra- 
torum  radicum  est  eadem.  Sin  autem  praeterea  summa  productorum  ex  ternis 
radicibus  fuerit  eadem,  tum  summa  quoque  cuborum  omnium  radicum  erit 
eadem.  Atque  si  insuper  summa  productorum  ex  quaternis  radicibus  fuerit 
eadem,  tum  quoque  summa  biquadratorum  omnium  radicum  erit  eadem,  atque 
ita  porro.  Hie  scilicet  assumo,  quod  facile  concedetur,  summam  quadratoram 
per  summam  radicum  et  summam  productorum  ex  binis  determinari;  summam 
cuborum  autem  praeterea  requirere  summam  factorum  ex  ternis  radicibus; 
ac  summam  biquadratorum  praeterea  summam  factorum  ex  quaternis  radici- 
bus, et  ita  porro;  quod  quidem  demonstratu  non  esset  difflcile. 

15.  In  aequationibus  ergo  inferiorum  graduum,  quarum  radices  denotantur 
respective  per  litteras  j;,  q,  r,  s,  dum  ipsius  propositae  quinti  gradus  quaelibet 
radix  littera  a  indicatur,  erit 

At  per  ea,  quae  ante  §  9  demonstravimus,  est 

iV^Afr'-Bfr  -\-^C, 
jV  =  Ä  JV  -Bfs'+  Cfs  -AD. 
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Hinc  ergo  nanciscimur  pro  aequatione  quinti  gradus  proposita    .... 

has  formulas 

fu^^Afa  —2B, 

ftt^==Afc(^—Bfa-\-3C, 

fcc^-=Afa'-~Bfa'-{-Cfa-4I). 

16.   In  aequatione  ergo  cuiuscumque  gradas  proposita 

xr—Ax''-^-]-Bx"-'—Cx''-'  +  I)x''-' .-£isr=o 

si  quaelibet  radix  littera  a  indicetur,  erit 

ß=-A, 

fcc'^Afa-2B, 
fa^==Afa'^Bfa-^^C, 
fa'^Afa'-Bß'i-  Gfa-41), 

P^Aß'-Bfa'JrGfa'-Bfu^bE 

etc. 

Hocque  modo  veritas  Theorematis  Neutoniani  pariter  habetur  demonstrata. 


DE  EXTEACTIOIS^E  RADICUM 
EX  QUANTITATIBUS  IRRATION  ALIBUS 

Oommentatio  157  indieis  Enestroemiani 
Commentarii  academiae  seientiarum  Petropolitanae  18  (1741/3),  1751,  p.  16—60 


1.  Veteres  Analystae  ingens  Studium  impendere  sunt  soliti  in  doctrinam 
quantitatum  irrationalium  seu  surdarum;  atque  in  hoc  genere  potissimum 
occupati  fuerant,  quemadmodum  ex  dato  binomio  vel  residuo  radicem  tarn 
cubicam  altiorisye  gradus  quam  quadraticam  extrahere  queant.  Cum  enim 
extractio  radicum  ex  numeris  rationalibus  nuUa  amplius  difficultate  laboraret, 
numeri  irrationales  eo  maiorem  molestiam  pepererant,  quo  minus  nexus 
patebat  inter  radicem  irrationalem  ipsam  eiusque  potestates  cuiusvis  gradus. 
Maxima  autem  difficultas  in  hoc  versabatur,  ut  dignoscere  possent,  utrum 
propositum  binomium  admittat  radicem  pariter  binomiam  eius  potestatis, 
quae  quaeritur,  an  non.  Quodsi  enim  compertum  fuerit  dari  eiasmodi  ra- 
dicem, ipsa  huius  radicis  inventio  non  amplius  erit  difficilis.  Sin  autem  con- 
stiterit  talem  radicem  omnino  non  dari,  praefixione  signi  radicalis,  uti  in 
numeris  rationalibus  usu  venire  solet,  totum  negotium  absolyetur. 

2.  In  hac   disquisitiqne  potissimum   considerari   solent  quantitates  bino- 

miae  huius  formae 

Ä±B 

denotantibus  litterarum  Ä  et  B  altera  numerum  rationalem,  altera  irratio- 
nalem signo  radicis  quadratae  contentum.  Duplicis  vero  huius  formae  Ä±B 
altera  Ä  +  B  nomen  binomii,  altera  Ä— B  nomen  residui  obtinuit.  Inter 
utramque  formam  tarn  arctus  intercedit  nexus,   ut  inventa  alterius  formae 
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radice  cuiusvis  gradus  ex  ea  simul  radix  alterius  formae  facillime  formari 
queat,  Si  enim  radix  cuiusque  potestatis  ex  binomio  A-\-  B  fuerit  x  +  y, 
tum  respondentis  residui  Ä  —  B  radix  eiusdem  potestatis  erit  x  —  y.  Cuius 
nexus  ratio  ex  formis,  qjias  potestates  quaecumque  binomiorum  ac  residuorum 
induunt,  facile  perspicitur. 

3.  Utnim  huiusmodi  binomium  Ä+ B  vel  residuum  A~B  admittat 
radicem  quadratam  an.  secus,  discerni  solet  ex  differentia  quadratorum 
utriusque  partis,  quae  est  ÄÄ  —  BB;  quae  si  fuerit  numerus  quadratus, 
puta  •=  dÜ,  erit^)  radix  quadrata  ex  binomio  Ä-\-B 


_yA±0_^yA, 


■  c 


residui  autem  A  —  B  radix  quadrata  erit 

=y^-y^-o 


2 


Haec  ergo  radicis  quadratae  extractio  ex  forma  Ä±B  succedit,  si  quantitas 
A,  quae  maior  censetur  altera  quantitate  B,  simul  faerit  rationalis.  Namque 
si  A  esset  quantitas  irrationalis,  tum  in  radice  |/:^^  4- ")/-=-?  post  signa 
radicalia  adhuc  numeri  surdi  continerentur  foretque  ista  radicis  expressio 
magis  perplexa,  quam  si  radix  more  solito  hoc  modo  ^{A  +  B)  exprimeretur. 

4.  Eegula  liaec  pro  extrahenda  radice  quadrata  ex  binomiis  et  residuis 
data  cum  facilis  est  tum  etiam  eius  demonstratio  ex  sola  inspectione  per- 
spicitur.    Cum  enim  sit 


v{A+B)-y^(i+y 


'  2" 


fiet  ntrimque  quadratis  sumendis 


% 


A+C   ,    A-C   ,   ^^/AA-GC 


At  cum  Sit  CG^'AA-BB,  erit  y{AA  —  GC)^B  hincque  prodit  aequatio 
identica  ,^ -}- JB  ==\^ -f.  JB. 


1)  I.  STeütom  Arühmetica  universalis,  Z.  ed.  (vide  notam  p.  21),  p.  49.  P.  R. 
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Sit  exempli  causa  propositum  sequens  bmomium 
54  +  y980    seu    54 +  141^5, 

ex  quo  oporteat  radicem  quadratam  extrahere.  Ac  primo  quidem  constat 
partem  rationalem  54  maiorem  esse  parte  irrational!  y980,  quod  est  primum 
requisitum.     Ponatur  ergo 

^  =  54    et    J5  =  l/980 

et  quaeratur  differentia  quadratorum  ÄÄ  —  BB,  quae  fit  =  1936,  qui  numerus, 
cum  Sit  quadratus,  certo  indicat  desideratam  radicis  extractionem  succedere 
debere.    Posito  ergo  1936=  CC  fiet  (7=«=44  hincque 

-5. 

Consequenter  radix  quadrata  ex  proposito  numero  54  +  1/980  erit 

=  7  +  1/5. 

Prodit  hie  radicis  altera  pars  rationalis;  saepenumero  autem  invenitur 
radix,  quae  ex  duabus  partibus  irrationalibus  constat.  Quodsi  autem  in  radice 
Signa  radicalia  potestatis  quartae  admittantur,  in  multo  pluribus  casibus  radi- 
ces  inveniri  possunt,  quibus  regula  hie  data  non  commode  applicari  potest. 

5.  Regulae  igitur  datae  aliam  substituamus,  quae  perpetuo,  quoties  qui- 
dem radix  quadrata  ex  binomio  datur,  hanc  radicem  in  forma  simplicissima 
suppeditet.     Sit  binomium 

Va±Vh, 

ex  quo  radicem  quadratam  extrahi  oporteat,  in  quo  vel  utrumque  membrum 
Sit  irrationale  vel  alterutrum  tantum.  Ex  tali  binomio,  quod  regulam  praece- 
dentem  effugit,  dico  primo  radicem  extrahi  posse,  si  fuerit  a(a  —  h)  quadra- 
tum;  perpetuo  ergo  Va  nobis  partem  maiorem  denotabit  et  Vb  minorem. 
3it  igitur  a(a  —  h)  =  cc  ac  ponatur  differentia  a  —  h^d.  His  valoribus  in- 
ventis  erit  radix  quadrata  ex  binomio  Va  +  Vb  haec 


Leonhaedi  Eüleri  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae 


34  Dl  EXTBAOTIONE  BADICUM  EX  QÜANTITATIBÜS  lEßATIONALIBUS     [18-20 

Sic  sj  proponatur  hoc  binömium 

|/12±3, 

in  quo  pars  irrationalis  yi2  maior  sit  parte  rationali  3,  fiet  a  =  12  et  ü»  -=  9 
eritque  a  —  &  =  3  -=  d  et  a(o  —  6)  ==  36  =  cc,  unde  c  =  6.  Ex  his  definietur 
radix  quadrata  ex  binomio  proposito  haec 

VT±yf     B±y3 

Dx  quo  intelligitur  haue  regulam  non  solum  praecedentem  in  se  complecti, 
sed  etiam  in  innumerabilibus  casibus  utilitatem  afferre,  in  quibus  praecedens 
frastra  adhibetur. 

6.    Sit  nunc  binomium  propositum  hoc 

41/3  +  31/5, 

cuins  utraque  pars  est  irrationalis,  ex  quo  radix  quadrata  debeat  extrahi. 
Posita  parte  maiore  41/3  =  ^0  et  minore  SVö^Vb  fiet  a  =  48  et  J  =  45,  ex 
quo  erit  a  —  h==B  =  d.  Nunc  igitur  videndum  est,  an  sit  a(a~b)  quadratum; 
quod  nisi  fuerit,  omnis  opera  in  radice  assignanda  frustra  coUocaretur.  Fit 
autem  a(a  — &)  =  48 -3  ==  144;  qui  numerus  quadratus  si  ponatur  =  cc,  erit 
c  =  12  atque  ~-  =  y  et  ^  =  |.    Quamobrem  radix  quadrata  quaesita  erit 

i/3  fl2 

ffincporro  residui  41/3  — 3)/5  radix  quadrata  erit 

1/15-3 

Quamquam  autem  in  Ms  radicibus  radix  biquadrata  f  12  inest,  tarnen  ea 
merito  tolerari  solet,  eo  quod  ea  numero  integro  est  praefixa  hincque  facile 
evoM  potest.  Habet  autem  utique  ista  forma  >^  magnam  praerogativam 
prae  iUa  forma,  quae  oritur,  si  Signum  radicale  binomio  proposito  41/3  +  31/5 
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siinpliciter  praefigatur;  facilius  enim  valor  expressionis  \.  intelligitur 
quam  huius  1/(41/3  + 31/5)  ob  irrationalitatem  post  Signum  radicale  compli- 
catam* 

7.  Multo  maiore  difflcultate  laborat  extractio  radicis  cubicae  altiorisve 
potestatis  ex  hiiiusmodi  binomiis;  neque  enim  pro  bis  certa  criteria  assignari 
possunt,  ex  quibus  dignosci  queat,  utrum  radix  in  tali  forma  binomia  detur 
annon.  Quocirca  eiusmodi  operatione  negotium  perfici  conveniet,  quae  manu- 
ducat  ad  veram  radicem,  siquidem  talis  detur;  contra  autem  radicem  falsam 
exMbeat  Eiusmodi  igitur  operatione  peracta  dispiciendum  erit,  utrum  ex- 
pressio  resultans  sit  vera  binomii  propositi  radix  quaesita  an  secus;  id  quod 
plerumque  primo  intuitu  sese  prodere  solet.  Qaodsi  enim  in  expressione  in- 
venta  eiusmodi  quantitates  surdae  insint,  quae  omnino  discrepent  ab  iis,  quae 
in  binomio  proposito  continentur,  id  certo  erit  indicio  radicem  veram  non 
resultasse.  Sin  autem  forma  expressionis  inventae  ita  sit  comparata,  ut  possit 
esse  vera  radix,  tum  demum  examen  institui  oportebit  ad  diiudicandum, 
utrum  ea  sit  vera  radix  an  minus.  Hanc  ob  causam  plus  in  hoc  negotio 
praestari  non  potest,  nisi  ut  regula  tradatur,  quae  certo  praebeat  veram  ra- 
dicem, si  talis  detur  in  forma  binomia;  etiamsi  eadem  regula  in  casu  con- 
trario perpetuo  falsum  exhibeat.  Quae  cum  ab  analyseos  principiis  vehementer 
abhorreant,  quippe  quae  in  sola  veritate  investiganda  versantür,  perspicuum 
est  inventionem  eiusmodi  regulae  ex  alio  fönte  peti  debere. 

8.  In  eiusmodi  regula  inven.ienda,  quae  tantum  radici  cubicae  extrahendae 
iiiserviat,  veteres  multum  erant  occupati,  neque  tarnen  quisquam  talem,  regulam 
protulit,  quae  certo  veram  radicem  suppeditaret,  siquidem  talis  detur.  Neu- 
TONüS  vero  hoc  negotium  penitus  confecisse  videtur  in  Änthmetica  universalis 
ubi  tradit  regulam  pro  radice  cuiuscumque  potestatis  ex  proposito  binomio 
invenienda;  eamque  eins  indolis  esse  perhibet,  ut,  si  binomium  admittat  ra- 
dicem istius  potestatis,  regula  illa  hanc  radicem  certissime  sit  patefactura, 
Kegula  haec  Neutoni  ita  se  habet/)  Sit  Ä  +  B  binomium  propositum,  ex 
quo  radicem  potestatis,  cuius  exponens  sit  =c,  extrahi  ^oporteat.  Quaeratur 
primo  minimus  numerus  integer  n,  cuius  potestas  exponentis  c,  nempe  .n% 
divisibilis  sit  per  ÄÄ  —  BB,  quotusque^  qui  oritur  ex  divisione  potestatis  n'^ 

1)  I.  Neutonje  Änthmetica  universalis,  3.  ed.  (vide  notam  p.  21),  p.  50—51.  F.  E. 

6* 
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j^ex  ÄÄ  —  BB,  ponatur  =Q.  Deinde  quaeratur  valor  huic  expressioni 
v(ä-^  JB)yQ  proxime  conveniens  in  numeris  integris,  qui,  ponatur  =r. 
Tertio  dividatnr  expressio  äVQ  j^ex  maximum  dmsorem  rationalem  integrum, 
ut  supersit  quotus  irrationalis  ulterius  non  redncibilis,  qni  ponatur  =5. 
Quarto  definiatur  numerus  integer,  qui  proxime  accedat  ad  valorem  huius 
expressionis  ^^^~j^,  qui  sit  «^  t  His  praeparatis  ÜSTEuf  onus  asserit  radicem 
desideratam,  siquidem  binomium  propogitum  -i+ J?  talem  admittat,  fore^)   ' 

ts±V(ttss-\-n)  ' 

übi  üotandum  est  in  binomio  A  +  B  nuUas  inesse  debere  fractiones>   et  si 
tales  insint,  eas  prius  more  solito  toUi  oportere. 

9.  Bonitatem  huius  regulae  satis  complicatae  et  analyseos  principiis  ad- 
modum  adversantis  pluribus  exeniplis  pro  variis  radicibus  allatis  confirmare 
est  conatus  Neütonus  atque.  eins  ope  perpetuö  in  assumtis  exemplis  veram 
elicuit  radicem;  quod  si  semper  usu  veniret,  regula  eins  nuUa  amplius  cor- 
rectione  egeret.     Incidi  autem  nuper  in  binomium  hoc 

6'K5+11, 

cuius  radix  surdesolida  mihi  constabat  esse 

periculum  igitur  mihi  facere  visum  est,  an  Neütoni  regula  haue  radicem  prae- 
beret.     Erit  igitur 

bVb^Ä,    11-=  J5, 

et  quia  radix  potestatis  quintae  desideratur,  fiet  c  =  5.  lam  erit  -4^  —  J5 J?  =  4, 
ex  quo  minima  potestas  quinta  divisibilis  per  ^^  — BJ5^=4  prodit  =32, 
unde  fit  ^  ==2  et 


1)  Reverä  Neütpnüs  '  asserit  radicem  desideratam  fore 


fQ  .    .^^   ■  ^•,^* 
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Deinde  äbibit  f{Ä -\-B)VQ  in  f (ö/S  +  llj/S  seu  in  "1^(5/40  +  nVS),  ad 
cuius  välörem  in  iiumeris  integris  proximum  inveniendum  fit 

5 1^40  =  31,622     et     ll  VS  =  31,112     ideoque     5  ^40  +  H  V^  =  62,734, ') 

Guius  radix  surdesolida  est  ==  2,288,  hincque  numerus  integer  proxime  con- 
veniens  r  =  2.  Tertio  fit  ^1/^  =  5/40  =  101/10,  cuius  maximus  divisor 
rationalis  est  10  et  quotus  VlO,  ex  quo  erit  s  =  l/lO.     Quarto  fit 

rr-j- w       '    6  3 


2rs  41/10       21/10 

kd  quam   fractionem   proxime    accedit   numerus   integer    ^  =  1,    ita    ut   sit 
«s— VlO  et  V(ttss  -{-  n)  =yi2,  unde  radix  quaesita,  quia  datur,  esse  deberet') 

1/10  +  1/12 

quae  vehementer  differt  a  vera,  quae  est  =^^t^-    Hocque  adeo  casu  Neutoni 
regula  ostenderet  binomium  propositum  51/5+11  omnino  non  admittere  radicem 

n      .  T  •  J.         VlO-l-l/12  1/10  +  21/3 

surdesolidam  binomialem,  eo  quod  m  radice  mventa  —is- —  seu  — ,0,^ 
inest  VS,   quae  in  potestatem  quintam  necessario  ingredi  deberet. 

10.  Eegula  ergo  Neutoni  hoc  vitio,  quod  in  isto  negotio  maximum  est, 
laborat,  ut  saepenumero  radicem  veram,  etsi  talis  in  forma  binomia  datur, 
non  exhibeat;  quamobrem  in  aliara  regulam  vitio  hoc  carentem  inquirens 
sequentem  inveni  ex  ipsa  rei  natura  petitam,  quae  simul  non  solum  perpetuö 
fehciori  cum  successu,  sed  etiam  minori  ppera .  adhiberi  queat.  Ipsaque 
regula  cum  modo,  quo  eam  sum  nactus,  ita  se  habet.  Sit  Ä  +  B  binomium 
seu  residuum,  ex  quo  radicem  potestatis,  cuius  exponehs  sit  =  w,  extrahere 
oporteat;  in  ^  verö  et  B  nullae  insint  fractiones,  ita  ut  sint  ji  et  J5  numeri 


1)  Accuratiores  valores  sunt  5  l/40  =*  31,623,  11 1/8-31,113,  5  l/4Ö+  11  Vs  =  62,7^5 


F.  R. 


j/lO  + 1/8 
2)  Secundum  Nbütoni  regulam  (vide  notam  p.  36)  radix  quaesita  esse  deberet  -^5—     -; 

sed  etiam  haec  formula  valorem  exhibet,  qui  vehementer  differt  a  vero.         P.  B. 
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integri  sive  ambo  irrationales  sive  tmus  dumtaxai  Aliam  vero  irratipnali- 
tatem  non  inesse  pono  praeter  simplicem  signo  radicali  quadrato  contentam. 
Ex  quo  utriusque  binomii  Ä  +  JB  partis  quadratum  erit  numerus  rationalis 
integer,  scilicet  AA  erit  numerus  rationalis  integer  atque  etiam  BB;  pono 
autem  esse  AA>BB. 

11.   Quodsi  iain  hoc  binomium  Vel   residuum    A±B   habeat    rädiceäi 
potestatis  n  binomiam,  ea  necesse  est  habeat  huiusmodi  förmäm 

Huius  enim  formae  potestas  exponeritis  ?«.  talis  erit  •^^^.,.  quae  utique,  si 
M  et  N  sint  divisibiles  per  Vp,  abire  potest  in  formam .  integram  A±B^ 
In  radice  ergo  assumta  ^^  debebit  esse  p  numerus  integer  rationalis,  atque 
X  et  y  sive  ambo  sint  numeri  irrationales  sive  alteruter  tantum,  eorum  qua- 
drata  xx  et  yy  numeros  rationales  fieri  oportet.  Quare  ob  affinitatem  binomii 
cum  residuo  emergent  statim  hae  duae  aequationes 

His  duabus  aequationibus  in  se  mutuo  ductis  prodibit 

f(AA-~BB)==^^^^:ll 
bincque 

xx  —  yy==f{AA  —  BB)p. 

Cum  igitur  tarn  xx  —  yy  quam  AA  —  BB  et  _p  sint  numeri  integri  rationales,, 
pro  p  talem  numerum  accipi  oportet,  ut  productum  {AA  —  BB)p  fiat  potestas 
exponentis  n.  Quocirca  quaeri  debet  eiusmodi  potestas  n,  puta  f,  quae  sit 
divisibilis  per  AA  —  BB,  eaque  minima,  quae  exhiberi  queat,  ut  calculus  ad 
minimos  numeros  redigatur.    Cognoscentur  ergo  numeri  p  et  r  ex  aequatione 

^'^  AA-BB'  ,     ... 
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quibus  inventis  erit 

xx  —  yy'^r 

ideoqne  iam  differentia  quadratorum  partium  x  et  y,  quibus  radix  consta,t, 
innotescit.  Atque  hucusque  convenit  operatio  cum  ea,  quam  Neutonus  m 
sua  regula  instituere  iubet. 

12.  Cognita  differentia  quadratorum  radieis  partium  xx  —  yy,  quae  est 
rationp^iis,  quaero  summam  quadratorum  earumdem  partium,  quae  pariter 
esse  debet  numerus  rationalis  integer.  Fiet  autem  addendis  quadratis  binarum 
aequationum  propositarum 

hincqxie 

a^cc  +  yy  =  in^-}-Byp-^in^-Byp. 

Aequatur  ergo  xx  +  yy  summae  duarum  quantitatum  irrationalium;  unde  si 
radix  exMberi  potest,  necesse  est,  ut  summa  binarum  iUarum  quantitatum 
irrationalium  fiat  numerus  rationalis  integer.  Hie  itaque  prödibit,  si  numeri 
integri  quaerantur  proxime  accedentes  ad  valores  irrationales 

f{Ä  +  Byjp    et    f{Ä-Byp 
sumendo  alterum  iusto  maiorem,  alterum  iusto  minorem.    Sit  igitur  proxime 

\^{Ä  +  Bfp  =  s  +  fractione, 
V(Ä  —  Bfp  =  i  +  fractione 
hincque  numeri  integri  s  et  t  ope  consuetae  radieum  extractionis  reperientur, 
quibus  inventis  erit 

S  -f-t 

xx  +  yy^-j-- 
Ex  Msque  taadem  resultabit 

XX  ^ — ^,  et    yy^ j 

atque  radix  quaesita  tandem  erit  haec 

•|/(2r  +  s  +  t)±y(s  + 1-  2r) 
2Tl> 
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13.  Non  solnm  regula  haec  minori  opera  quam  NEUTONiAisrA  ad  calculum 
revocatur,  sed  etiam  tutius  operatur;  nam  cum  secundum  Neutoni  regulam 
aliquoties  valor  alicuius  quantitatis  irrationalis  proxime  in  numeris  integris 
accipi  debeat  neque  praescribatur,  utrum  numeri  integri  iusto  maiores  essö 
debeant  an  minores,  saepenumero  ambigere  debemus,  utrum  iusto  maiores 
numeros  an  iusto  minores  capiamus.  Nostra  autem  hie  data  regula  ista  am-' 
biguitate  caret;  etsi  enim  bis  radicis  irrationalis  cuiuspiam  valor  proximus 
accipi  debet,  tarnen  simul  innuimus  alterum  yalorem  iusto  maiorem  esse 
debere,  alterum  iusto  minorem,  ita  ut  in  binorum  herum  yalorum  summa 
nuUa  ambiguitaslocum  habere  queat.  Praeterea  in  hac  operatione  facili 
negotio  investigari  potest,  utrum  radix  proditura  vera  sit  an  falsa.  Ad  hoc 
scilicet  dignoscendum  valores  quantitatum 

f(Ä  +  Byp     et    fiÄ-Bfp 


non  solum  in  numeris  integris,  sed  etiam  in  fractionibus  decimalibus  ad  aliquot 
figuras  computentur  atque  tum  facile  patebit,  utrum  eorum  valorum  summa 
numerum  integrum  constituat  an  secus;  quodsi  enim  ^eusibiliter  a  numero 
integre  aberret,  hoc  certam  erit  indicium  radicem  penitus  non  dari,  contrario 
autem  casu  de  veritate  radicis  inventae  certi  esse  poterimus.  Perpetuo  ergo 
nostra  regula  veram  radicem,  siquidem  talis  datur,  praebebit,  et  si  non  dätur, 
facili  labore  id  patefaciet. 

14.  Ad  usum  huius  regulae  monstrandum  sumam  superius  exemplum, 
cui  Neutoni  regula  impar  est  inventa,  et  quaeratur  radix  surdesolida  huius 
binomii  [§  9] 

5^5  +  11. 
Erit  ergo  ; 

^«-öVö,     J5  =  ll     et  t^-=5.  '      •' 

Porro  est  ÄÄ  —  BB^4,  et  ut  valor  fractionis  ^  fiat  numerus  integer,  cäp^ 
debet  r«:2,  unde  fit  jp>==f  =  8.  .  Tertio  habetur 

atque 

(^  — ^)^  =  246  — llöVö. 
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Hinc  radicem  V6  in  fractionibus  decimalibus  exprimendo  reperietur 

lam  ex  utroque  valore  extrahatur  radix  surdesolida  reperieturque 

f{Ä  —  Bfp^0,16 

summa     =6  =  s-l-i  , 

simulque  videmus  6  esse  veram  summam;  eadem  autem  prodiisset,  si  pro 
f{Ä  +  Byp  assumsissemus  radicem  iusto  minorem  5  et  pro  k(^  — J5)^jp  ra- 
dicem iusto  maiorem  1.  Litteris  ergo  r,  s  et  t  inV^entis  erit  binomii  propo- 
ßiti  radix  surdesolida  haec  >     , 

•  yio  +]/2  _  2^(]/5  + 1)  ^  1/5  +  1 
2  ys  210  qT 

ita  ut  hoc  modo  vera  radix  prodeat,  nempe  ^^-kt--,  quam  quidem  iäm  a 
priori  noveram. 

15.   Sit  ulterioris  dilucidationis  gratia  propositum  sequens  binomium 

139]/3  + 911/7,  ' 

ex  quo  oporteat  extrahi  radicem  potestatis  septimae,  fietque  n «« 7  atque 
radix  quaesita  huiusmodi  habebit  formam 

"     ,     ■  "  i^  +  y  .    "  ,  ■• 


1)  Accuratiöres  valores  sunt 

(J.  +  JB)»i3- 3935,7398, 

(Ä-Byp'^        0,2602,  i 

f^(jL  +  B)»i)=.        5,24.        •.  F.  E. 

LsöiiBABDi  EvtGRi  Opera  omnia  le  CommentationeB  algeb'taicae  ' '  6 


42  DE  EXTEACTIONE  EADICUM  EX  QUANTITATIBUS  IRRATIONALIBUS  [28 

Cum  iam  sii 

B  «  139  ys  =  1/57963     atque    ^=911/7  =  1^57967, 

erit    AA  —  BB  =  4tQt  P'=^.      Ex    quo    fiet    r  =  2    et  p  =  S2    ideoque 
iCic  — yy  =  2.    Porro  est  . 

(^  +  J5)*=  115930  H-  25298  }/21 
atque 

(^  -  5)^  =  115930  -  25298  ^21. 

Eine  quantitatibus   surdis  in   fractionibus  decimalibus  proxime  expriinendis 
prodibit  . 

(^  +  ^)>  =  7419519,99760, 
(Ä  —  Byp==^  0,00240,y 

ex  quibus  radices  septimae  potestatis  erunt 

l^(-4  +  ^/ij  =  9,58,     s  =  9, 
f{A  — Bf  p^  0,42,     t^l. 

Quainobrem  erit  a;a;  +  2^^  =  5  Mncque  xx==l-  ekyy'^f,  ita  ut  radix  quae- 
sita  futura  sit 

quam  ex  ipsa  operatione  iam  veram  esse  radicem  affirmare  possumus,  eo 
^^°<^^ji'l™iis  valorem  s  +  t  revera  numero  integre  esse  aequalem  neque 
tantum  proxime,  sed  revera  fieri  s +^  =-=  10. 

16.  Quamvis  haec  methodus  latissime  patere  videatur,  ita  ut  perpetuo 
felici  successu  adhiberi  queat,  tarnen  uno  laborat  defectu,  quod  ea  ad  eius- 
modi  binomia,  in  quibus  quantitates  imaginariae  insunt,  adcommodari  neqneat. 
Cum   enim  approximatione  sit  utendum,  facile  intelligitur  hanc  operationis 

l)  Accuratiores  valores  sunt 

(JL  +  J?)';p  »  7419519,99779, 

{Ä—sy^pr^         0,00221.  ;.    j-. ja. , 
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partein  in  imaginariis  locum  habere  non  posse.  Idem  hoc  incommodum 
multo  magis  impedit  regulam  NEUTomANAM,  in  qua  id  toUi  nuUo  modo 
potest;  verum  in  nostra  methodo  huic  incommodo  medela  afferri  poterit. 
Ope  approximationis  scilicet  valorem  huius  expressionis 

,       2         • 

investigavimus;  quare  aha  via  erit  tentanda  ad  hunc  valorem  ihveniendum, 
si  quantitates  affuerint  imaginariae  in  alterutra  quantitatum  Ä  vel  B.  Ad 
hoc  efficiendum  pono 

,^f(A  +  Byp^fiÄ-Byp 

atque  hanc  quantitatem  z,  cuius  valor  indagatur,  considero  tamquam  radicem 
cuiusdam  aequationis  algebraicae,  quae  habebit  n  dimensiones.  Neque  vero 
hanc  ob  rem  determinatio  quantitatis  z  resolutionem  aequationis  n  dimen- 
sionum  requirere  censenda  est;  quia  enim  quaestio  in  hoc  tantum  versatur, 
utrum  0  habeat  valorem  in  numeris  integris,  et  si  habet,  quis  ille  sit,  haec 
investigatio  per  regulas  notas  in  aequatione  quotcumque  dimensionum  institui 
poterit. 

17.   Ex  resolutione  aequationum  altiorum  graduum,  quam  Gel.  MoiVßEUS^) 
primus  docuit,  constat  huius  aequationis 

»(„_5)(n-6)(n-7)       3f^4_etc. 
radicem  esse 

Cum  iam  in  nostro  casu  sit 

fiet 

a  ■=  2p{ÄÄ  +  BB) 
et 

-  V(aa-^4:ß)==4:pÄB,        •    • 


1)  Vide  §  9  Commentationis  30  htiius  voluminis  atque  imprimis  notam  ibi  adieotara.      F.  R. 

6» 


unde 

ohp(AA~BB)^r^.     Obtinebitur  ergo  ista  aeqnatio 

Ex  qua  si  valor  ipsi^s  ;er  innotuerifc,  erit 

et  cum  Sit  *^  +  y^=-Y^, 

a.=.lj(l+M     et    >==M^z:M; 
adeoque  radix  potestatis  «  ex  binomio  Ä±B  erit 


Valores  hi  ^^  et  r  cognoscuntur  ex  aequatione  pUA~BB\      .»    . 

mationem  primum  dimoscere  nofpr,-,^,,.      +  vejimus,  tum  citra  approxi- 

et  si  detur!  quaenam^  ea""  S^^^^^^^^^^  ^^^^  ^  ^«-a  binomii, 

habeat  radicem  realem   de^de  TZ  '''^,^?^* .  P^^^^it,  si  aequatio  «  dimensionum 
aequatiouis  radix  '  '''  '""^^^  mvemetur,  si  loöo  . -senbatur  iUa 

Ut  si  extraheuda  sit  radix  potestatis  quintae  ^  binomio     ' 

öVö  +  n, 

quod  exemplum  iam  supra  [§  M]  traetatum  estvfiet 

-.  .w  =  5    :et^  ^^  =  5.^5     e^..    ^._jj,_^^^  „,  -    ■-■■-■■ 
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:Mncque  ÄÄ  — BB  —  4  et  ÄA-^-  BB==2i6.  Quare  cum  esse  debeat  r^^ip, 
prodibit  jp  «=  8  et  r  —  2;  aequatio  vero  resolvenda  habebitur  haec 

/— 20  ^'+80^^  =  16. 246. 

Ponatmr.  i«^  2 te  atque:  aequatio 

^5 _  5^8 4.  5^  =  123; 

quae  si  habet  radicem  realem,  ea  erit  vel  3  vel  41.  Eiit  ea  autem  =^3, 
unde  fit  ^  =  6,  atque  radix  potestatis  quintae  ex  binomio  erit 

Vl0+y2       ]/5  +  l 

omnino  ut  ea  supra  est  inventa. 

19.  Quemadmodum  hie  aequatio  resolvenda  simplicior  est  reddita  posito 
z  «=  2u,  ita  generaliter  poni  potest  ^  =  rit  hocque  pacto  aequatio  illa,  quae 
incognitam  z  involvebat,  transmutabitur  in  haue  incognitam  «^  continentem 

^      1-2  1.2.3  "^       ^^^^-  AA^BB 

ob  r''==^p{AÄ  —  BB).  Plerumque  autem  terminus  ultimus  absolutus  fiet 
numerus  integer,  siquidem  extractio  radicis  suceedit.  Invento  autem  valore 
ipsius  u  erit  binomii  -4  +  jB  radix  potestatis  n  haec 

Vr(.  +  ^)  +  yr(jt_- j)  _  U^=im  (V(„  H-  2)  +  Vin  -  2)) 

_  y'(M  +  2)  +  ]/(«  -  2) 

|^2«»:(^^-5B) 

Sic  cum  pro  binom,io  51/5  + 11,  ex  quo  radix  surdesolida  extrahi  debet, 
Sit  «  —  5,  J[J[  —  BJB  '=4  atque  inveniatur  «  =  3,  statim  prodibit  radix  quae- 
sita 

1/5  +  1  _  ys  +  i 

"  f !!•  ~   |/i6  ■ 

Atque  ita  huius  regulae  benefieio  facillime  eruetur  radix  cuiuscumque  potestatis 
ex  dato  binomio,  dummodo  radix  datur  habens  formam  binomialem. 
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::.      20^  Alterum  exemplum,  quod  supra  [§  15]  attulimus,  in  radiee  potestatis 
septimae  ex  hac  binomio 

139^3  +  911/7 

versabatur;  quod  ergo  secundum  regulara  modo  datam  ita  tractabitui:,  .  Erit 
nempe 

^-7,    J[  =  91l/7     et    ^0  =  139/3. 
Binc  flet 

ÄA  —  BB^A    atque^^^  +  5JB==.  115930, 
unde  emergit 

l^iJ^  =  57965  =«  5 .  11593. 

Hanc  ob  rem  habebitur  ista  aequatio       ^  • 

u'—lu'+Uu'—7u^6'11593, 

cuius  radix,  si  quam  habet,  erit  vel  5  vel  11593.  Reperietur  autem  5  esse 
Vera  radix  istius  aequationis,  ex  quo  radix  potestatis  septimae  ex  proposito 
binomio  erit 

plane  ut  supra. 

21.  Valebit  igitur  pariter  baec  metbodus  ad  radices  extrahendas  ex  bi- 
nomiis  imaginariis,  eo  quod  aequatio  resolvenda  in  §19  data  perpetuo  fit 
realis  propter  quadrata  ÄÄ  et  BB  quantitates  reales,  etiamsi  vel  Ä  vel  B 
Sit  quantitas  imaginaria.  Attamen  saepenumero  usu  veniet  incommodum 
parvi  quidem  momenti,  quod  in  boc  consistet,  ut  ambigere  debeamus,  utrum 
Signa  radicalia  in  radiee  V{u  +  2)  et  1/(^  —  2),  quae  per  se  sunt  ambigua, 
affirmative  an  negative  assumere  debeamus,  quae  dubitatio  in  quantitatibus 
reaiibus^)  facile  toUitur,  non  autem  in  imaginariis.  Quare  bis  casibus  ipsa 
elevatio  inventae  radicis  institui  debebit,  ut  pateat,  quaenam  signa  cum 
singulis  radicalibus  sint  coniungenda.  Eatio  difficultatis  in  hoc  potissimum 
est  Sita,  quod  quadrata  partium  radicis  A  et  B  tantum  in  calculum  ingre- 

1)  Editiopnneeps:  in  g[mntitaUhus  affirmativis  \  , ,         .CorrexitE  R..  .  ....     ...     .: 
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diantur,  quae  a  negativis  aeque  ac  afflrmativis  oriri  possuut    Interim  tarnen 
hoc  constat,  quodsi  fuerit 


fore 


Mncque 


et 


Pf  4  Mm       y(t^  +  2)  +  l/(ie^2)  ^ 


ex  quibus  diiudicatio  dubii  saepe  facilis  reddetur.  Saltem  si  radix  ex  una 
harum  formarum  Ä  +  B,  Ä  —  B,  —A-^-B,  —A  —  B  fuerit  inventa,  reli- 
quarum  formarum  radices  in  promtu  erunt.  Dabitur  tarnen  postea  modus, 
qui  hac  dubitatione  prorsus  carebit. 

22.    Sit  nobis  propositum  boc  binomium  imaginarium 

+  i-y-3, 

ex  quo  radicem  potestatis  quintae  extrahi  oporteat.    Erit  ergo 

^  =  5,     ^  =  1,     5  =  ]/— 3 
hincque  AA-^  BB  ^  —  2  et  AA  —  BB  =  i\  habebitur  ergo  haec  aequatio 

ex  qua  prodit  z«  =  —  1,  ita  ut  radix  quaesita  futura  sit 

!+•)/- 3         l+V— 3 

quae  est  vera  radix. 
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pariter  reperiretur  ^"'t^^^;  verum  hoc  casu  signüm  ipsius  V— 3  inverti  debet, 
ut  Vera  radix  sit  ^^V-^,     Qnamobrem  erit,  ut  sequitur: 


]/l6 

Siniilitudo  radicTim  cum  ipsis  potestatibus  hoc  modo  magis  fiet  manifesta: 
f/i+y-3      1-1/-3      f/-i+y-3      -i-V-3 

|/_ 2—=° 2         '       '^.'         2"""°      ■     2  ' 

f/l_-)/_3       l+y-S       f/-l-]/-3       -1+1/-3 

23.    Quaeratuir  radix  potestatis  septimae  ex  hoc  binomio  imaginario 

13]/3  +  y-5. 
Erit  ergo 

w  =  7,    ^  =  13y3    et    B=y-5, 

mide  ÄÄ  + BB '='502  aAqae  ÄÄ  —  BB  =  512,  ex  quibus  conflcitur 

2iÄÄ  +  BB)  ^  251 
^J.-JBjB  128" 

Pröveniet  ergo  sequens  aequatip 
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Qüae  si  habet  radicem  ratioüalem,  erit  ea  vel  4:y  vel  i-y-  ßeperitur 
autem  radix  u^  —  ^,  unde  radix  quaesita  habetur 

Neque  circa  haue  radicem  nllum  duMum  manere  potest  praeter  signa  radi- 
calium,  utrum  ea  debeant  affirmative  capi  an  negative;  inquirenti  autem 
patebit  Signa  haec  inventa  recte  se  habere. 

24  Haec  radicum  extractio,  si  binomium  propositum  fuerit  imaginarium, 
absolvi  etiam  potest  ope  multisectionis  angulorum,  qnippe  quae  ,in  locum 
aequationis  illius  resolvendae  substitui  potest.  Efficietur  hoc  autem  ope 
sequentium  lemmatum. 

I.  Si  fuerit  t*  =  cos.  —  A  sin.  a,  erit 

f  (]/(!  ^aa)  +  a  ]/-  l)  +  f  (]/(l  -  gg)  -  g  ]/^  l) 

IL  Si  fuerit  v  =  sin.  ™  A  sin.  a,  erit 
Ponatur  iam 


2]/-l 


aV-1 


2AB 


ÄÄ-BB' 

fiet 

,/.,  .      ÄÄ+SB 

Hincque  superiora  lemmata  sequentes  praebebunt  aequationes  \ 

T  1  A    •  2  ^  g  _V{Ä  +  Bf_+V{A-Bl 

1.  cos.-Asm.— ^— ^^y^-     -^y^^Jj^jj^        ' 

TT  •   1 Ä  •        2^j?        y(^+i?)^-m-g)^ 

Leonhaedi  Eüleri  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae.  7 
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Quodsi  iam  habeatur  biiiomium^  +  ^,  ex  quo  radicem  potestatis  n  extrahi 
oporteat,  quae  sit 

-%' 

atque  facto 

r" 

^~  ÄÄ-J3B 
erit  primb 

XX  —  yy=r. 
Deinde  cum  sit  [§  12] 

fiet 

0.0.  H-  yy  =  Vp  {AA  -BB)-  COS.  i-  A  sin.  ^^^_'^|)^_, 

seu 

xx  +  yy  =  r  cos.  --  A  sm. 


n  (ÄA^BB)V'-1 

Porro  est  [§  11] 

^=l?(4^-js)^-f(J[-5)^ 

unde  fit 

2xy  =  r  y —  1  •  sm.  —  A  sm. 


n 


(ÄÄ-BB)V-1 


Sit  arcus,   cmus  smus  est  =        _^      ._-  vel   cums  cosmus    =  ^^lü^ 
sit,  inquam,  hie  arcus  =  a  fietque 

xJry  =  y^  (cos.  ™  +  /—  1  •  sin.  ~j 
et 

a?  —  ^  =  Kr  (cos.  -^  —  l/—  1 '  sin.  —) . 

Hinc  porro  reperietur 

l/r(l  +  cos.^)  +  l/r(-l  +  cos.-J) 

^  1/2 

atqne 
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Ex  Ms  itaque  elicitur  binoinii  Ä  +  B  radix  potestatis  n 

^y(l+cos.^)+l/(-l  +  cos.^) 

Cum  autem  sit 


V  AA^ 


AA-'BB 


t/(i  +  COS.  ^)  =  y2  .  COS.  ^     et     l/(-  1  +  cos.  ^  =  /-  2  •  sin.  ^ , 
tandem  emerget  binomii  Ä  +  B  radix  quaesita 

-(cos.^±-^-V-])n^^-BB) 
existente   a   arcia,    cuius    sinus    est    = — ; —    vel    cuius    cosinus   est 

(AA  —  BB)  y —  1 

=  ^j^  +  ^^.  Hoc  tantum  est  notandum  subinde  \/{ÄÄ  —  BB),  cuius  valor 
utique  est  ambiguus,  negative  accipi  debere,  qua  de  re  facile  erit  quovis  casu 
iudicare.  Huius  igitur  modi  usus  erit  potissimum,  quando  Ä  et  B  eiusmodi 
fuerint  quantitates,  ut  angulus  assignari  queat,  cuius  cosinus  =  -jjzz~bb  ' 

25.  His  expositis,  quae  spectant  ad  extractionem  radicum  ex  proposito 
binomio,  pergo  ad  negotium  multo  latius  patens  methodumque  tradam,  cuius 
ope  non  solum  ex  quantitatibus  surdis  binomii  forma  contentis,  sed  ex 
quantitatibus  utcumque  irrationalibus  radices  dati  ordinis  extrahi  queant. 
Hactenus  enim  tantum  huiusmodi  formas  Ä  +  B  ex  duabus  partibus  con- 
stantes  sumus  contemplati  atque  irrationalitatem  ita  comparatam  posuimus, 
ut  partium  quadrata  fiant  numeri  rationales.  Nunc  igitur  ipsum  fontem 
aperiemus,  quo  non  solum  praecedens  methodus  universa  contineatur,  sed  ex 
quo  etiam  modum  haurire  liceat  ex  quantitate  irrationali  quacumque  propo- 
sita  radicem  dati  gradus  extrabendi.  Quo  autem  vis  huius  methodi^  quam 
sum  expositurus,  clarius  pateat,  sequens  specimen  ei.us  usum  declarare  poterit. 
Inveni  scilicet  istius  methodi  beneficio  sequeiitis  quantitatis^)  tarn  irrationalis 
quam  imaginariae 


1)  Ie  editione  principe  sequentis  qnantitatis  factores  ~^^ et inter  se  permu- 

tati  sunt  (confer  §  46),  Correxit  P.  E. 
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4  +  i^^f|(-l-3^-3)+i±^f|(-l  +  8K-3) 


radicem  quadratam  esse  harte 

-  J^  + -I  l?''^  (- 1  +  3 )/- 3)>  +  i  l7l^  (- 1  -  3  y^  8)'. 

Ex  quo  exemplo  satis  intelligere  licet  methodum  hanc  non  solum  esse  novam, 
verum  etiam  in  abbreviandis  calculis  saepe  magnam  habere  utilitatem. 

26.  Pro  quantitate  igitur  irrationali  quacumque  proposita,  ex  qua  radicem 
potestatis  n  extrahi  oporteat,  scribo  litteram  (c;  eritque  haec  littera  x  radix 
aequationis  cuiusdam  algebraicae,  quae  ex  natura  quantitatis  x  facile  assigna- 
bitur.     Sit  ista  aequatio  huius  formae 

Quaestio  ergo  huc  revocatur,  ut  ex  valore  ipsius  x,  qui  ipsi  vi  huius  aequa- 
tionis convenit,  extrahatur  radix  potestatis  n.  Ponatur  haec  radix  quaesita 
=  y;  erit  y-^yx  ideoque  x-=y'^,  qui  valor  in  illa  aequatione  substitutus  dabit 
hanc  aequationem 

Quare  si  ex  hac  aequatione  valqr  ipsius  y  assignari  poterit,  habebitur  ipsa 
radix  potestatis  n  ex  quantitate  proposita  rr,  quae  quaeritur.  Pervenitur 
quidem  hoc  modo  ad  resolutionem  aequationis  multo  plurium  dimensionum, 
quam  est  ea,  per  quam  x  definitur;  verum  quia  in  utraque  aequatione  idem 
adest  terminorum  numerus  atque  omnes  ipsius  y  exponentes  per  7i  divisibiles 
srunt,  aequatio  haec  tantum  m  dimensionum  est  censenda,  ex  quo  ea  in  n 
aequationes  simpliciores  resolvi  poterit,  quarum  singulae  erunt  huiusmodi 

2/*"+ ^«/^*-'+ ^2/*"-^"+ (72/^-^+ etc.  =  0; 

quibus  aequationibus  inventis  et  deinceps  resolutis  singuli  valores  ipsius  y 

praebebunt  totidem   radices   potestatis  n   ex   quantitate  x.     Numerus igitur 

harum  radicum  seu  valorum  ipsius  y  erit  =mn,  id  quod  egregie  convenit 
quaestionis  indoli.     Eevera  enim  x  habet  ex  aequatione  m  valores  diverses, 
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quorüm  singulorum  radices  potestatis  ^  hac  methodo  inveniri  debent.  Ex 
nnoquoque  autem  ipsius  oo  valore  tot  radices  potestatis  n  extrahi  possiant, 
quot  exponens  #  habet  unitates,  ex  qnö  omninoj/  habere  debebit  mn  valores 
diversos. 

27.  Ponamus  valorem  ipsius  x  definiri  per  hanc  aequationem  quadraticam 

XX  +  ax-\-  &  =  0, 


ita  ut  sit  vel 
vel 


—  a  +  Viaa  —  il) 


—  a — y{aa  —  4&) 
2  ' 


atque  ex  utroque  horum  valorum  extrahi  opbrtere  radicem  potestatis  n. 
Cum  igitür  Hc  sit  x  binomium  vel  residnum,  habemus  hie  illum  ipsum 
casum,  quem  hactenus  tractavimus,  ut  scilicet  ex  binomio  vel  residuo  radix 
datae  potestatis  extrahatur.  Sit  igitur  radix  potestatis  n  ex  cc  =2/  seu 
X  =  2/'*  atque  y  definietur  hac  aequatione 

Quodsi  iam  ponamus  hanc  aequationem  in  factores  simplices  duarum  dimen- 
sionum  huius  formae  yy  -^  Ay  -{■  B  --=0  resolvi,  quorum  numerus  erit  ==  n, 
reperiemus  omnes  has  aequationes  partiales  contineri  in  hac 

yy  +  uyfh-^Vh^O^ 

sortiente  u  tot  diversos  valores,  qnot  exponens  n  habet  unitates;  qui  valores 
definiuntur  hac  aequatione 

u«  _  nu-^^-''\-^^u----  ^ül^^-^^^^-e-f  etc.  +  ^^  =  0, 

ubi  signorum  ambiguorum  superius  +  est  capiendum,  si  n  fuerit  numerus 
par,  contra  vero  alterum  Signum  —  valet,  si  sit  n  numerus  impar.  Quare 
si  huius  aequationis  n  dimensionum  unica  radix  seu  valor  ipsius  %i  constiterit, 
ex  eo  bini  pro  y  invenientur  valores  hi   . 

...•'..    ......  .    ^     J/  =  — — r; ^ ,,  ■    '  .    ,.     ^      .,  ,■■■ 
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qui  erunt  radices  potestatis  n  ex  binis  valoribus  ipsius  x,  qui  sunt 


— a  +  VCaa  — 4&) 
2 


! 

Eadices  autem  istae  y  etiam  lioc  modo  possunt  exprimi,  ut  sit 

haecque  regula  consentire  reperietur  cum  ea,  quae  supra  (§  19)  est  data. 

28.    Sit  nobis  propositum  hoc  binommm 

411/5-7^-7, 

ex  quo  radicem  potestatis  septimae  extrahi  oporteat.  Hoc  comparato  cum  va- 
lore  ipsius  x  flet  a  =  -82y5  et  6  =  4.3^  Mncque  -~  =  '-^'  Qaamobrem 
haec  babebitur  aequatio  ordinis  septimi 

^'_7u^+14«'-7w  +  ^  =  0;    ■ 
qua  ad  rationaHtatem  reducta  ponendo  *f  =  ^  reperietur  esse  v  =  -l,  ita 


ut  sit 


T/3 

^__1^     et     V(uu-A)^^     atque     fb  =  f4..3' =  2^-3^ 

ys  ^        '      1/3 


Quare  radix  potestatis  septimae  quaesita  y  erit  baec 


^_^5±y-7^|^3^]^±jA-7^ 


2 1/3  i/64 

Examinanti  autem  patebit  signum  +  valere,  ita  ut  futura  sit 

Hocque  exemplum  snfficiet  ad  usum  huius  regulae,  quae  in  superioribus  iam 
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fusius  est  exposita,  illustrandum.  Pergo  ergo  ad  quantitates  irrationales 
magis  compositas  inethodumque  exponam,  cuius  ope  ex  iis  radices  extraM 
queant- 

29,    Denotet  ergo  x  valorem,  qui  ipsi  ex  hac  aequatione  cubica  convenit 

et  quaerenda  sit  radix  quadrata  ex  ista  quantitate  x.  Ponatur  haec  radix 
quadrata   =  y,  ita  ut  sit  y^Vx  seu  o?  =  yy,   atque  y  definietur  per  hanc 

aequationem 

y'+ay'+hy'^c^O. 

Quodsi  iam  y  pariter  sit  radix  ex  aequatione  aliqua  cubica  uti  x,  id  quod 
pono  —  nam  si  y  per  aequationem  cubicam  exprimi  nequeat,  eins  valor 
simplicius  quam  per  Vx  exhiberi  non  poterit.  Quare  videndum  est,  an  in- 
veniri  queat  aequatio  cubica,  puta  baec 

quae  in  illa  aequatione  sextae  potestatis  contineatur.  Quod  ut  fiat,  multipli- 
cetur  baec  aequatio  per 

y^-\'ccy'+  ßy  +  r 

ac  productum  Uli  aequationi  aequetur,  quo  facto  reperietur 

a  =  — jP, 

y  =  _  r  +  2^2  —  ö^jp  —  jpl 
Deinde  vero  p,  q  et  r  determinabuntur  ita: 

b +2pr  =  aq~qq  —  app  +  3ppq—p\ 

0^(a~2q+pp){r—pq), 

O^rr  +  c+pr{a  —  2q+pp). 

Si  iam  ponamus 

a  —  2q+pp  =  0 

ex  secunda  aequatione,  fiet 

rr  ^==  —  0 
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in  tertia  atque  ob  ejf  =  ^^ti!^  prima  dabit  hanc  aequationem 
:P^+2app  —  8pV—c  +  aa  —  Ab  =  0 

ob  r  =  V—  a    Sin  autem  aeqnatio  desideretnr,  per  quam  q  determinetur,  qnia 
est  j3«y(2g— a),  aequatio  prima  abibit  in  hanc 

qq^l^2V{ac  —  2cq) 
seil 

2*— 2&2g  +  8c2  +  &&  —  4ac  =  0; 

ex  qua  si  reperiri  potuerit  valot  pro  g-yverit 

p  =  ^^ —     atque     ^'  =  +  V—  c, 

Deinde  vero  fit 

a  =  — jp,     ß  =  ü     et     j>  =  — r. 

Inventis  ergo  valoribus  pro  j>;  q  et  r  aequatio  sex  dimensionum 
resolvitur  in  binas  has  cubicas 

y'—py'+qy  —  r  =  o, 

quarum  radices  singulae  erunt  radices  quadratae  ex  radicibus  huius  aequa- 
tionis 

Litterae  autem  jp,  j-  etr  a  coefficientibus  cognitis  c^,.6  et  c  ita  pendent,  ut  sit 

a-==—pj[)'}-2q,     h  =  qq  —  2pr     et     c=— rr, 
ex  quibus  eliminando  p  et  r  nascitur  aequatio  superior 

q^  —  2hqq+Scq  +  hh  —  4:ac^0.':^ 
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30.    Ut  USUS  huius  extractionis  aliquo  exemplo  illustretur,  pono  o?  habere 
valorem  ex  hac  aequatione 

x^  +  Sxx  +  6x  —  25=0. 

Quare,  ut  forma  ipsius  a?  ob  oculos  ponatur,  radices  istius  aequationis  cubicae 
investigari  oportebit;  quae  commodissiine  invenientur  ope  sequentis  regulae  in 
Transact.  Anglicauis  traditae.^) 
Si  fuerit  haec  aequatio  cubica 

dO^—Saxx-^-Sa^x—      a^  =  0, 

—  3/3    +3a/3 

—    2r 
erunt  eius  tres  radices  sequentes 

Quodsi  nunc  hanc  aequationem  generalem  ad  nostrum  exemplum 


accommodemus,  fiet 


hincque 


—  3a  ==3  seu     a=  —  1, 

3_3y3  =  6  seu     /?  =  — 1, 

29 

4  _  2y  =  —  25     seu     j/  «=  y 


l)  Vide  1.  CoLSON,  Aequaüonum  Cubicarum  et  Biquadraticarum,  tum  Änalyticaf  tum  Geo- 
metriCa  et  Mechanica,  Besoluüo  Universalis^  Philosophical  Transactions  (London)  25,  1707, 
numb.  309,  p.  2353.  Quae  dissertatio  invenitur  etiam  in  tertia  editione  (ed.  G.  I.  's  GtHaVesINi^e) 
Neutoni  Ärithmeticae  universalis,  -p.26S  (vide  notam  p.  21).        ^  F.  B. 

Lkonhabdi  Eülebi  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  8 
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ex  quibus  temi  ipsius  a;  Talores  erunt  sequentes^) 

a;  =  -14-  1729  +  131/5  f/29-131/5 

2  »"  2  + 2 »^ 2~^' 

a;  =  -  1  + =±=1»^  l729  +  13  Vö    ,    - 1  +  )/_  3  iV 29  - 13  T/5 

Haec  igitur  nobis  proposita  est  quaestio,  nt  ex  singulis  hisce  ipsius  x  valoribus 
radices  quadratas  extrahamus.        , 

31.   Comparetur  ergo  aequatio  proposita 

£c''+3a;a;4-6a;  — 25==0 
cum  forma  generali 

fietque 

a  =  3,     i&  =  6     et     c  =  _25 

atqüB  ex  his  nascetur  sequens  aequatio  biquadratica 

2*— 122^— 2002  +  336  =  0; 
ad  quam  eo  facüius  resolvendam  pono  g  =  2«  oriturque 

«*— 3«^— 25m  +  21  =  0, 
ita^jjWalor  ipsius  u  sit  vel  +3  vel  ±7.    Eeperietur   autem  esse  u^3 

ic= — i-i±l^f/!£±iii/5    i-y-3f/29-i3y5 

.        2  K  2     ~  2 V 2~     ®*°-' 

y — i-i±i^-^_JL±il„i-]/-3f/    1-1/6    ■ 

^  .  2^2  2 V 5 etc. 

jbüiiifRüs  enim  '^ 

"~    2 P^O       ^/~ 

scnbere  solet.  P,  E. 
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ideoque  q  =  6.    Porro  ob  r  ==  V—  c  fiet  r  =  5  atque  p  =  ^^7-  =  3.    Quocirca 

radices   quadratae   ex  valoribus   ipsius  x  erunfc  radices  sequentium  binarum 

aequationum 

2/^+3^/^+61/  + 5  =  0, 

2/^-32/^+ 62/ -5  =  0, 

qnae  duae  aequationes  ita  inter  se  conveninnt,  ut  radices  unius  sint  simul 
radices  alterius,  sed  negative  sumtae;  ideoque  sufficiet  alterius  aequationis 
radices  indagasse.     Ex  priori  ergo  fit 


—  3a=3 

seil 

«  =  -1, 

3  — 3/?  =  6 

seu 

ß ^1. 

4  -_  2/  =  5 

seu 

1 

hincque 

ex  quibus  sequentes  valores  ipsius  y  inveniuntur 


.=-1+         V^=^^+         V^-^^ 


^ 


^     * '     2     '    2     '     2 

Haram  unaquaeque  cum  sua  negativa  constituet  radices  quadratas  unius  ex 
valoribus  ipsius  x. 

32.    Ac  primi  quidem  ipsius  x  valoris,  qui  erat 
radices  binae  quadratae  erunt 


2 

8* 
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Secundi  ipsius  oj  raloris,  qui  erat 

radices  binae  quadratae  erunt 

+  1  _  JZinl^  T^'lZi+Vs  _  - 1  + 1/- 3 -iV- 1  - 1/5 

2       ''     2        "    ~r     ^~~2 — 

Tertii  denique  ipsius  a;  valoris,  qui  est  . 

-  1  +  Zlri>b!  T>':^+ 13 1/5    ,    - 1 4- T^- 3  f/29  - 13  }/5 

^  2  f"  1  I 2 y 2 '  ■    ." 

binae  radices  quadratae  sunt 

- 1  +  :zi±J^  if/iil+Vö  ,  - 1  -  T/- 3  f/- 1  - 1/5 

..  2  >'  2         ^         ~T~"~  '^ 2 ' 

+  i_zil±>^f/:ii±l^     -i-y-3f/-i-i/5 

"^    .  ,     2  ''  2  .  2~~~J  2 ' 

quae  omnia,  si  cui  volupe  fuerit  per  calculum  periculum  facere,  yeritati  con- 
sentanea  reperientur/)  Nam  quaenam  ex  inventis  radicibus  cuique  ipsius  x 
valori  competaüt,  ob  sumnium  nexum  inter  se  nisi  periculum  faciendo  definiri 
non  potest. 

33.   Progrediamur  ultra  atque  investigemus  radicem  cubicam  ex  valoribus 
ipsius  x,  quos  obtinet  vi  aequationis  huius  cubicae  ;     ;  . 

Ponatur  radix  cubica  ex  a;  sen  fx  ^y;  erit  0;  =  ./'  atque  valör  radicis 
quaesitae  y  definietur  per  hanc  aequationem 


1)  Sed  vide  notam  praecedeatem.    '      F.  R. 
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Haue  igitur  divisibilem  esse  pono  per  aequatioiiem  quandam  cubicam 

ut  valor  ipsius  y  pari  expressione  uti  ii;  possit  exhiberL  Sit  autem  qnotus 
buic  divisori  assumto  respondens 

Quodsi  iam  productum  aequale  constituatur  illi  aequationi  novem  dimen- 
sionnm,  superatis  calculis  satis  prolixis^)  tandem  istae  emergeut  determina- 
tiones 

a=^p^ — ^pq    +  3r, 

6  ?=  2^  —  Si^gr  +  3rr, 
Unde  fit 


c  =  rl 


=  ]/c,     q  = 


3jp         ' 


qui  ipsius  q  valor  in   aequatione  secunda  substitutus  dat  ha^c  aequationem, 
ex  qua  valor  ipsius  p  erui  debebit, 

/—  3/(6r  +  a)  +  3^9^  (9rr  +  3ar  +  aa  —  9&)  +  (3r  —  a)'=  0. 

Ex  hac  ergo   aequatione  si  erui  poterit  valor   ipsius  j?,   simul  valor  radicis 
quaesitae  y  ex  aequatione  cubica  poterit  assignari. 


34.    Cum  igitur  aequatio  dividens  quaesita  sit 

y^  +  pyy-\-qy-\-r^O 

atque  invento  valore  ipsius  p  sit  r  =  l/c  et  g  =  ^  +^3r  — a^   quotus  ex  divi- 
sione  ortus  seu  alter  factor  erit 

y'—pif  +  {pp-^q)y^  —  {pq~2r)y^^{qq—pr)y'~qry  +  rr  =  0, 


1)   Quibus   calculis   primo   hi  valores   eliciuntur    a  =  —  jp,    (5  =  j}^  —  g,    y~— i3g  +  2r, 
^=,^2— jpy-^  s=«  — gr,  g==r^5  Tide  paragraphum  sequentem.  F.  R. 
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quae  [aequatio]  facile  in  binas  sequentes  aequationes  cubicas  resolvitur 
s,  -H-1/-3  ,   -i-j/-3 

y  +  - — Y — ^yy  "^ — 2~  ä'^/ + »■ = 0, 

Habemus  ergo  tres  aequationes  cubicas,  dummodo  valor  ipsius  p  fuerit  cogni- 
tus,  ex  quibus  elicientur  novem  valores  pro  y,  quarura  terni  erunt  totidem 
radices  eubicae  ex  singulis  ipsius  x  valoribus.  Omnis  enim  quantitas  tres 
habet  radices  cubicas,  uti  ex  qualibet  quantitate  duae  radices  quadratae  ex- 
trahi  possunt.  Simili  scilicet  modo,  quo  est  tarn  l/a^=a  quam  ya^==  —  a, 
tripliciter  Va^  exprimi  potest;  erit  nempe 

I.     fa^=  +  a, 
IL    f.3^z±±}^,, 

IIL     Va^^^^=^a 

atque  ex  hoc  fönte  ingressae  sunt  istae  •  coefficientes  imaginariae 

-i  +  y-3     g^     -1-1/-3 

in  binas  alteras  aequationes  inventas. 

35,   Potuissemus  igitur  ex  hoc  fönte  assumto  uno  divisore 
aequationis 

statim  reliquos  binos  divisores  formare.  Cum  enim  in  ista  aequatione  novem 
dimensionum  omnes  ipsius  y  exponentes  per  3  sint  divisibiles,  manifestum 
est,  si  fuerit  y  radix  ex  illa  aequatione,  tum  etiam  omnes  valores  in  fy^ 
contentos  esse  debere  eins  radices.  Hoc  est,  si  y  fuerit  radix  illius  aequa- 
tionis, pariter  radices  erunt 


— -iL_2/    et    -       J  —y) 
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qni  si  loco  y  in  aequatione  y^-^-py^ -{- qy -{-r -==Q  substituantur,  statim  prae- 
bent  binos  reliquos  factores.  A.tque  hac  lege  animadversa  poterimus  facile 
ad  radices  altiorum  ordinum  progredi,  quas  ex  radicibus  aequationis  cubicae 
propositae  extrahi  oporteat;  qui  labor,  si  eodem  modo,  quo  pro  radicibus 
quadratis  et  cubicis  a  nobis  est  institutus,  susciperetur,  omnino  fieret  in- 
superabilis.  Quin  etiam  hac  via  procedere  poterimus  ad  aequationes  adhuc 
plurium  dimensionum,  per  quas  valor  ipsius  x  determinetur. 

36.    Ex  bis  scilicet,   si  debito  modo  applicentur,  patebit  y  fore  radicem 
potestatis  n  ex  oo,  posito  x  dari  per  hanc  aequationem  cubicam 

x^-^-  ax^'\'lx  +  c  =  0, 

si  coefficientes  huius  aequationis 

sequenti  modo  determinentur: 
I.    Casu,  quo  ^  =  1 , 

6  =  2, 

c  =  r. 

II    Casu,  quo  ^==2, 

a  =  — jp^  +  22, 

b  =  qq  — 2pr, 

c  =  —  rr, 

III.    Casu,  quo  ^  =  3, 

a=p^—3pq    +3r, 

b  =  q^ — 3pqr  -{-  Srr, 

c  =  f  l 

IV.    Casu,  quo  *^  =  4, 

a  =  —  p^-\-  4ppq  —  4jpr  —  2qq,^) 

1)  =  q^ —  4:pqqr  +  Aqrr  +  2pprr, 


1)  Editio  princeps:  a  =  jp^  +  ^jpg^f ~  4:pr  —  2qq.  Oorrexit  F.  R. 
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Y.   Casu,  quo  n^5, 

VI.    Casu,  quo  n=-Q, 

a  =  —p^+6p^q  —  Qp^r  —  dppgq+12pqr +  2q^—Brry 

c  =  —  r\ 
37.    Quodsi  autem  quantitas  x  definiatur  per  aequationem  biquadraticam 

atque  y  denotet  radicem  potestatis  n  ex  x,    ut  sit   y-^^Yx,   haec   radix   y 
determinabitur  pariter  per  aequationem  biquadraticam  haue 

y^+py^+qy^+ry  +  s  =  0, 

siquidem  coefficientes  jp,  q^  r  et  s  definiantur,  ut  sequitur: 

L    Casu,  quo  ^  ==  1, 


II.    Casu,  quo  ^  =  2, 


a  = 

-P, 

6  = 

=  2> 

c  = 

=  r. 

d  = 

=  s. 

a  = 

=  —p% 

'  +  22, 

h  = 

=  gq  — 

2pr  +  2s, 

c  = 

=  —  rr 

+  2qs, 

d  = 

=  ss. 

l)  Editio  princeps:  a==*=JP^-^5jp^^+ 5pi*^^  + Sjo^g;  — -5Q!^.  Correxit  F.  R. 
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III.  Casu,  quo  n=^S, 

6  =  ^3  _  3^^^  _  3g,^  j^  3^.^  ^  3ppSi 
c  =  r^  —  3qrs  +  Bpss^ 

IV.  Casu,  quo  ^  =  4, 

..  Ur^—p^  +  ippq  —  ipr  —  2qq-{-4:S, 

h  =  ^ — ipqqr  —  Aqqs  4- 4:grr  +  ippqs -i-2pprr  —  8prs  +  6s5,. 
c  =  —  r^'^4:qrrs  —  4:prss  —  2qqss-\-4:s\  •  ... 

Atque  simili  modo  ulterius  tam  ad  altiores  potestates  radicis  y  quam  ad 
aequationes  magis  compositas,  quibus  x  definitur,  progredi  licet. 

38,    Quemadmodum   autem   supra  (§  34)   vidimus   pro  extrahenda  radice 

cubica  plurimum  iuvare  förmulas   ^i^-~±J^~"^-  et  ~, ,  ."^  V~.-,^   qaae  praeter  uni- 

tatem  sunt  radices  cubicae  ex  unitate,  ita  ad  extractionem  radicum  altiorum 
ordinum  nosse  oportebit  radices  earundem  potestatum  ex  unitate.  Quamobrem 
operae .  pretium  erit  radices  cuiuscumque  potestatis  earumque  indolem  inda- 
gare.  At  manifestum  est  radices  potestatis  n  ex  unitate  oriri  debere  ex 
resolutione  huius  aequationis 

X"  —  1  =  0; 

omnis  enim  valor  ipsius  x  huic  aequationi  conveniens  ita  est  comparatus,  ut 
eins  potestas  exponentis  n  aequetur  unitati.  Si  iam  ponamus  a  esse  eius- 
modi  valorem  ipsius  x,  erit 

hinc  vero  sequitur  fore  etiam  potestates  cc^^  a^\  a^''  etc.  aequales  unitati. 
Quae  cum  sint  potestates  exponentis  n  ipsarum  a\  a^,  a^  etc.,  necesse  est,  ut, 
si  fuerit  a  radix  aequationis  x^'—l^  0,  sint  etiam  omnes  ipsius  a  potestates, 
quales  sunt  a^,  ß^,  a\  «^  etc.,  radices  ipsius  x.  Quocirca  si  aequationis 
(xf  —  1  =  0  radices  poriantur  o;,  /?,  ^/ (^;  e  etci,  "Hae  radices  ita  erunt  compäratäe, 

Lkonhabdi  Eüleri  Opera  omnia  Ig  Commentationes  algebraicae  9 
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ut  uniuscuiusque  potestates  singulae  in  iisdem  quantitatibus  occurrere  debeant. 
Atque  hinc  resolvetur  sequens  problema,  quo  quaeruntur  n  quantitates  diversae 
huius  naturae,  ut  singularum  potestates  qüaecumque  simul  sint  termini  ex 
ea  quantitatum  serie. 

39.    Sic  si  Sit  ^  =  1,  aequatio 

ä;™l=«0 

dat  radicem  1,  quae  ita  est  comparata,  ut  eius  omnes  potestates  ipsi  sint 
aequales,  qui  est  problematis  casus  primus. 

Casus  secundus,  quo  w«2,  dat  haue  aequationem 

ii?'— l=-0, 
ouius  duae  sunt  radices  hae 

w  =  —  1, 

quarum  binarum  radicum  omnes  potestates  sunt  vel  -|-  1  vel  —  1. 
Casus  tertius,  quo  t^  =  3,  dat  hanc  aequationem 

cuius  una  radix  cam  sit  =1,  si  aequatio  x^—1^0  per  a:  ~  1  dividatur, 
prodibit 

^ra;  4-  rr  +  1  =  0, 

quae  duas  reliquas  radices  aequationis  oo^—l^O  praebebit,  unde  tres  aequa- 
tionis  propositae  x^  —  1  =-0  radices  erunt 


iT  = 


2 


Quae  eadem  proprietate  commemorata  gaudent;  nam  primae  radicis  1  omnes 
potestates  ipsi  sunt  aequales;  deinde  est  "       '   - 
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/-i+y-sy^  -i-+y-3 

\  2  /  °"  2 


\  2  7  2 


et  ita  porro. 


40.    Casus  quartus,  quo^  —  4,  praebet  hanc  aequationem 

cuius  radicum  singulärum  biquadrata  aequantur   unitati.     ßesolvitur   autem 
haec  aequatio  in  has  binas 

XX  — 1  =  0     et    iTo?  +  1  ==  0, 

ex  quibus  quatuor  illae  radices  reperientur 

x^  +  h 
x  =  —  1, 

x^-V-1, 

atque   uniuscuiusque  potestas  quaecumque  aequalis  est  uai  ex  bis  ipsis  qua- 
tuor radicibus. 

Casus  quiutus,  quo  ^  =  5,  dat  aequationem  haue 

quae  divisa  per  x~l^  ex  quo  divisore  prima  radix  x^l  innotescit,  dat 

x^+x'-i-x'-^-x+l^O, 

quae  in  duas  quadraticas  discerpitur  huiua  formae ,        , , 

xx^-poo^+.X^Q, 
XX -^  QX-+  1  ^=,9, 

9* 
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in  quibus  p  Bi>  q  sunt  radices  huius  aequationis 

uu  —u  — 1  =  0, 


ita  ut  Sit 


1  +  1/5        ,  1-1/5 


2 ^  2 

Hinc  iam  quinque  radices  aequationis  x^—1^ 0  oriuntur  sequentes 

^,_-i+y5-y(-io-2]/5)__^ 

4  * 

quae  ratione  suaruni  potestatnm  ita  sunt  comparatae,  ut  sit 

a'^y     \     ß'^d'     I'   f^ß         r^^a 
a^^ß     I     ß^^a     I,    f^S         S'^y 

41,    Casus  sextus,  quo  ^==6,  praebet  hanc  aequationem 

cuius  sex  singularum  radicum  potestates  sextae  aequales  erunt  unitati.  Haec 
vero  aeqnatio  per  xx  —  1  divisa,  unde  iam  duae  radices  ipsius  x,  nempe 
+ 1  et  —  1,  prodeunt,  dat  hanc 

quae  ulterius  resolvitur  in  has  duas: 

XX  +  x-i-l^^  0, 
xx  —  x-{-1^0, 
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unde  tandem  omnes  sex  radices  qnadratocubicae  ex  unitate  proveniunt 

a;  =  +  l, 

v^  =  1  ^       ■ 


X-' 


00'- 


X' 


2 

+i-y-3 


quae  statim  inveniri  potuissent  ex  tribus  radicibus  cnbicis  unitatis;  radices 
enim  qnadratocubicae  primo  sunt  ipsae  radices  cubicae  ac  deinde  eaedem 
rädices  cubicae  negative  sumtae,  id  quod  patet  ex  resolutione  aequationis 
x^ — 1  =  0  in  has  binas  cubicas 

^3_1  =  0     et     .T.^+1  =  0. 

42.    Eesolutio  casus  septimi,  quo  n  «==  7  et 

.^'—1  =  0, 

maiori  laborat  difficultate,  et  quia  in  eins  resolutione  plura  exempla  occur- 
runt,  quibus  doctrina  hactenus  tradita  illustratur,  hoc  negotium  absolvemus. 
Aequatio  autem  x'^ — 1  =  0  divisa  per  x  —  1,  unde  prima  radix  .i;  =  l  inno- 
tescit,  dat 

..     ^^^^.j^^^x'-^-x'  +  x'+x  +  l^O, 

quae  divisores  rationales  non  admittit;  quia  autem  aequatio  haec  manet  in- 
variata  ponendo  i  loco  x,  ex  quo  constat  productuna  ex  binis  radicibus  esse 
=  1,  haec  aequatio  resolvi^)  poterit  in  ternas  quadraticas 

xx-i-px-^- 1=0, 
xX'\-.qx-\-l  —  0, 

xx-i-  rx  +  1  =^  0, 


1)  Yide  Commentatiönem  80  buius  voluminis,  iinprimis  §  11.         ■  F.  R* 
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ubi  j3,  ff/^  sniit  tres  radices  ex  ista  aequatione  cubica 

w»—«'— 2m -1-1  =  0; 
quibus  inventis  erit  praeter  x  =  l 

^"^         ■■      2         ~"' 
2  ' 

2 

Primo  igitur  valores  litterarum  p,  q,  r  investigari  debent  ex  resolutione  hnius 
aequationis  cubicae  u^ —  u^—  2u  ~|- 1  =  0,  cuius  tres  yalores  ipsi  u  convenientes 
dabunt  valores  litterarum  j?,  g'  et  r. 

43.    Comparetur  ergo  haec  aequatio  cum  aequatione  cubica  generali  §  30 
data  eritque 


«  =  +  ¥' 

3/3 -.■!-  =  2     seil 

ß-h 

unde 

__+.^__2^==l     seu 

—  7 

r-  54' 

atque 

y(rr-ß')-r,^- 

-3 

Eine  ergo  pro  p,  q,  r  sequentes  prodibunt  valores 
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Tres  hae  formulae  in  hac  una  comprehendi  possunt 

qnae  abit  in  primam,  si  fuerit 

a  =  l     et     /3-1, 
in  secundam,  si 

„_ _j: —    et    /?  =  — ^ 

atque  in  tertiam,  si 


et    /?■ 


2 

In  omni  autem  casu  erit 

aß  =  l     et     a^=/?     atque     /3^=«. 

Huius  igitur  triplicis  formae  in  unicam  redactae  quadratum  quaternano  mi- 
nutnm,  nt  prodeant  formae  pp  —  'i,  qq  —  i  et  rr  — 4,  erit 

7         «     l-l/-3f/„-H-3}/-3    ,    /i     MLt-_3l/7ZliZ±V;rJ. 

Est  enim 
et 


quarum  transformationum  beneficio  quadratum  superius  invenitur,  a  quo  qua- 
ternarius  ablatus  est, 

• 

44.  Quia  nunc  invenimus  ternas  quantitates  pp  —  4,  qq-—4:  et  rr  —  4, 
possemus  statim  iis  sigmim  radicale  V  praefigendo  septem  radices  aequationis 
-^'_1  =  0  assignare.  A.t  si  has  radices  in  forma  simplicissima  exMbere 
velimus,  indagäre  debemuSj  an  ex  istis  quantitatibus  i>i)  — 4,  22  —  4,  rr—A 
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actu  radix  quadrata  extrahi  possit.     Cum  igitur  sint  p,  q  et  r  valores  ipsius 
w  ex  hac  aequatione 

ponamus 

V{im  —  4)  =  V 

atque  hie  valor  v  praebebit  valores  pro   V{p:p-^A),  1/(^^  —  4)  et  y{rr—'i). 
Posito  autem  y(uu~A)  =  v  seu  m«  =  t;^  +  4  babebimus 

nmcque 

Huius  aequationis  ponantur  secundum  §29  factores 

v^  —  pv^-\-qv  —  r==0 
atque  ad  determinandos  coefficientes  p,  q,  r  prodibit  aequatio 

ex  qua  prodit 

2  =  0,     r==l/— 7     et    p^Y—q^ 
ita  ut  V  definiatrir  per  has  aequationes 

tj'  +  v'l/— 7  +  y— 7  =  0. 

45.    Ex  hac  duplici  aequatione  sufficiet  alteram.  tantum  resolvisse    cum 
altenus  radices  sint  negativae  radicum  alterius  aequationis  atque  iam  'supra 
Signa  radicalia  V{pp-4.),  Viqq-^),   Virr-^)   signum  babeant  ambiguum 
yuaeramus  ergo  radices  aequationis  huius 

quae  cum  forma  generali  §30  comparata  dat 

,l/-7 


a  == 


/3  =  -l 

^  Q 


.^-^-2.=  -K-7      se„     ,»iy^ 
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unde  fit 

atque 

seu 

f  fr  ±  nr. -/»•))  — i  f(^i^=^)V- T. 

Atque  hinc  scriptp  ^V—  7  loco  V—  1  prodibunt  pro  v  tres  sequentes  valores 
qui  comprehendi  possunt  in  hac  una  forma 

i  -4-.  i/ ^  1  ZC  l/— .  ^ 

denotantibus  ^  et  r  vel  utraqne  1  vel  altera  — '-^-~ —  et  altera  —-^^ — ^  • 


46.  Ut  nunc  appareat,  quomodo  litterae  fA,  et  v  ad  supra  assumtas  (§  43), 
nempe  ad  a  et  /?,  comparatae  esse  debeant,  snmamus  huius  väloris  inventi 
quadratum,  quod  erit  [§  25] 

_l4.ü    l+y-3fA-l+3l/-3        V     l^y-^sf/    ^1^3]/^3, 
3  "^  3  *         2         ^  2        '     "^  3  ■  '       2  ^  2 

qui  [valor]  cum  congruere  debeat  cum  valore  supra  pro  pp~4:  seu  qq  —  4  seu 
ff  —4c  invento,  fiet 


et 


1  _  y  _  3        1  +  y ^  3 

2  ^         2 

LEOHHARöi  EuLBtti  Opera  omnia  le  Oommentationes  algebraica©  '  lO 
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unde  erit 

_l_l/-3 

atque 

-H-1/-3 

His  definitis  pro  valoribus  ipsius  a;  supra  (§  43)  inventis, 
si  valeat  i),   erit  «  =  1,    jS  =  l; 
8i  valeat  g;  erit  «^~^+>^~i^    ^^  -1-^-3. 

si  valeat  r,   erit  ^_-i-l/-3^    ^^r^+V'-^. 

Atque    ex  Ms    prodibit    formularum    irrationalium   "|/(^^  —  4),    ]/(jj  —  4)  et 
V(rr  —  4)  valor  unica  expressione  contentus  hie 

Substitutis   ergo  loco   a  et  ß  singulis  casibus   valoribus   debitis   reperientur 
sequentes  Septem  radices  aequationis 

a;'— 1  =  0: 
I.    a;  =  l, 

6         6    '^  2  6   '  2 

6.  12  '^  2  12  '^  ^""2        ^"^ 

±  5^ + i  f (=i=ij^)V-  7 + 1  f (=i±i:t:^y^_ ,  ■    " 

Vl.etvn.   X ^-=l=i:zlV  1:11+1^:11  ^:zl±yr±i/^z:l^zlV:=± 

6  12  /  2  12  ^  2 
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47.  In  unaquaque  harum  formarum  praeter  primam  continentur  quattior 
Signa  radicalia  cubica,  at  in  qualibet  bina  eiusmodi  signa  in  unum  colligi 
possunt.     Cnm  enim  sit,  nt  supra  [§  43]  ostendimus, 


et 


erit 


et 


His  igitur  valoribns  substitutis  septem  illae  ipsius  %  radices  ex  aequatione 
a;'— 1  =  0  seu  Septem  diversae  expressiones,  quarum  singularnm  potestates 
septitnae  unitatem  producunt,  erunt  gequentes: 

1  =  1, 

netin===:l^i^ i — (y_  7  +  (- 2  +  V- 3))  f  7  ^i±|J^i 

6  ey— 7  ^ 


^    _  (V-  7  ±  (-  2  -  y-  8))  ^Trii^fti, 


6}/— 7 

IV  et  Y  =  rl±>^- ^  -  -i±/^  (y-  7  +  (-  2  +  ]/-  3))  ^^71:1+^^' 
6  12]/- 7  "  2 

VI  et  Vn  =  :^^^^^  -  -1=^ (l/_  7  +  (-  2  +  V-  3))  ^7:^1^^ 

6  12]/- 7^     V  .       ~  2 

„  r:l±]/=i  (/_  7  4- (- 2  -  1/- 3))  f  7 -J^I^^ 
12]/— 7     ^  "^  ^  ''^•^       .   ■  2  ..  . 

10* 
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48.    Si  quis  porro  progredi  voluerit,   facile  definiet  octo   radices  huius 

aequationis 

ic«— 1=0: 

i  =  +  i,   in==  +  i/-i,     v^i+y-i^   y^_-i+y-i^ 
n  =  — 1,   iY=^-V-i,   vi  =  i~l^.  vni==~^~/~-. 

Simili  modo   ex  tribns  radicibus  cubicis  ex  unitate  reperientar  novem 
radices  aequationis 

dum  ex  singulis  radicibus  cubicis  denuo  ternae  radices  cubicae  extrahuntur, 
eruntque  ideo  [§39]: 

I==l. 

-l  +  V-3 


II 

in 


2 
_l_l/_3 


-  y_-l  +  ]/-3jy-l+T/-3^ 

vT^-i-v'-ny-i+T^-s 

2  '  2  ■ 

VII  _  f :ziiil^, 

vm  - --i+J^=^  f  — "--^Ü, 

Ty_-i-y-3f/-i-y-3 

Decem  autem  radices  aequationis 

erunt  primo  quinque  radices  aequationis  o;^—  1  =  0  ipsae  §  40  exhibitae  atque 
insuper  eaedem  per  —  1  multiplicatae. 
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At  vero  radices  undecim  aequationis 

exhiberi  non  possunt  nisi  ope  aequationis  quinque  dimensionum;  cuius  reso- 
lutio  cum  adhuc  lateat,  hie  subsistere  debemus/) 


l)  Radices  aequationis  ic^^  —  1  =  0  ope  radicalium  signorum  primum  exMbuit  A.  Th.  Vander- 
MONDE  (1735--1796)  in  dissertatione,  quae  inscribiiur  Memoire  sur  la  resolution  des  equaüom, 
Hisi  de  Tacad.  d.  sc.  de  Paris  (1771),  1774,  Memoires,  p.  365,  imprimis  p.  375  et  415.     F.R. 


;      RECHEECHES 
SUR  LES  RACINES  IMAGmAIRES 
DES  EQUATIONS 

Commentatio  170  indicis  Enesteobmiani 
Memoires  de  Facademie  des  sciences  de  Berlin  [5]  (1749),  1751,  p.  222— 288 


1.  Tonte  equation  algebrique  ötant  delivree  des  fractions  et  des  signes 
radicaiix,  se  r^duit  toujours  h  tette  forme  g^n^rale 

af'-i'  Äx^'-'^'i-  Bx^'-'-i-  Caf^^-\-  I)(xf'^^^ .J^N-^0, 

oii  les  lettres  Ä,  J5,  C,  D^  ,  .  .  N  marqaent  des  quantitös  constantes  reelles, 
ou  affirmatives  ou  negatives  sans  en  exclure  le  zöro.  Les  racines  d'une  teile 
equation  sont  les  valeurs  qni  etant  mises  pour  x  produisent  une  equation 
identique  0  =  0.  Or  si  i;i?  +  a  est  un  diviseur  ou  facteur  de  la  formule  pro- 
posee,  Tautre  facteur  etant  indiquö  par  X,   de  sorte  que  Tequation  ait  cette 

forme  .  , 

(X'{'a)X  =  0, 

il  est  clair  que  cela  arrive,  si 

/t;  +  «  =  0,     ou     o;  =  —  a. 

D'oii  Ton  voit  que  les  racines  d'une  <^quation  se  trouvent  en  cherchant  les 
diviseurs  ou  facteurs  de  cette  mäme  equation;  et  toutes  les  racines  d'une 
äquation  se  tireront  de  tous  ses  diviseurs  simples  de  la  forme  x  -i-  a. 

2.  Donc  pour  trouver  toutes   les  racines   d'une  Equation  proposöe,   on 
n'a  qu'a  chercher  tous  les  facteurs  simples  de  la  quantit^ 

x''r^Ax'''^'+Bx''^'+Cx'''''\ 4-JV"; 
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et  si  nous  posons  ces  facteurs 

iw  +  a){x  +  ß){x  +  y)(x  +  S)  etc.,  ■ 

il  est  d'abord  clair  que  le  nombre  de  ces  facteurs  doit  etre  egal  h  Fexpo- 
sant  n;  et  partant  le  nombre  de  toutes  les  racines,  qui  seront 

x==.~a,     00^  — ß^     x  =  ~Y,     a?«=_j     etc., 

sera  aussi  ögal  k  ce  m6me  exposant  %  puisqu'un  tel  produit 

{x  +  a){T.  +  ß)(x  +  Y){x^d)  eic, 

ne  sauroit  devenir  %al  k  zero,  ä  moins  qu'un  de  ses  facteurs  n'evanouisse. 
Toute  (^quation  douc,  de  quelque  degrö  qu'elle  soit,  aura  toujours  autant  de 
racines,  que  Texposant  de  sa  plus  haute  puissance  contient  d'unit^s. 

3.  Or  il  arrive  fort  souvent  que  toutes  ces  racines  ne  sont  pas  des 
quantit^s  reelles,  et  que  quelques -unes,  ou  peut-6tre  toutes,  sont  des  quan- 
titös  imaginaires.  On  nomine  quantit^  imaginaire,  Celle  qui  n'est  ni  plus 
grande  que  zero,  ni  plus  petite  que  zero,  ni  egale  k  zero;  ce  sera  donc 
quelque  chose  dMmpossible,  comme  par  exemple  V— 1,  ou  en  gönöral 
a-^lY—l;  puisqu'une  teile  quantit^  n'est  ni  positive,  ni  negative,  ni  z^ro. 
Ainsi  cette  equation 

:^;'^— 3^^^  +  6,^  —  4  =  0' 
ayant  ces  trois  racines 


00-- 


1^    i?;=l-+]/~3  ■  et    a?  =  l  — ]/~3, 


ies  deux  derniferes  sont  imaginaires,  et  il  n'y  aura  qu'une  racine  reelle  i^  =  1. 
D'oü  Ton,  voit,  que  si  Ton  ne  vouloit  comprendre  sous  le  nom  de  racines 
que  Celles  qui  sont  reelles,  leur  nombre  seroit  souvent  beaucoup  plus  petit 
que  le  plus  haut  exposant  de  F^quation.  Et  partant  quand  nous  disons  que 
chaque  Equation  a  autant  de  racines,  que  Texposant  de  son  degrö  indique, 
cela  se  doit  entendre  de  toutes  ses  racines,  tant  reelles  qu'imaginaires. 

4,    Nous  concevons  donc,  que  de  quelque  degre  que  soit  Tequation  pro- 
pos^e  ■:.;■  '  :'•■■■■ 
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eile  puisse  toujours  6tre  reprösent^e  par  une  teile  forme  ■  -• 

oü  le  nombre  de  ces  facteurs  simples  soit  =  n.  Et  puisque  ces  facteurs 
^tant  multiplies  actuellement  ensemble  dolvent  produire  r^quation.  propos^e^ 
il  est  ^videat  que  les  quantitäs  Ä,  B,  G,  D,  ,,.  N  seront  tellement  determi- 
nöes  par  les  quantites  a,  ß,  y,  d^  , , .  y,  qu'il  sera 

J.  =  k  la  somme  de  ces  quantites  a,  ß^  y^  äy  . . .  r^ 

j5  =  k  la  somme  de  tous  leurs  produits  de  deux  k  deux, 

0  =  k  la  somme  de  leurs  produits  de  trois  h  trois, 

D  =  k  la  somme  de  leurs  produits  de  quatre  k  quatre, 


et  enfin 


JV  =  au  produit  de  toutes  ensemble,  aßyä^.^r. 


DohG  puisque  le  nombre  de  ces  egalites  est  =  n,  les  valeurs  des  lettres 
a,  /?,  y,  ä,  . . ,  r  en  seront  reciproquement  determinees. 

5.  Quoiqu'ü  semble  que  la  connoissance  des  racines  imaginaires  d'une 
öquation  ne  puisse  avoir  aucune  utilite,  vu  qu'elles  ne  fournissent  point  de 
Solutions  de  quelque  probleme  que  ce  soit,  neantmoins  il  est  fort  important 
dans  toute  Tanalyse  de  se  rendre  familier  le  calcul  des  quantites  imaginaires. 
Car  non  seulement  nous  en  acquerons  une  connoissance  plus  parfaite  de  la 
nature  des  equations;  mais  T Analyse  des  infinis  en  tire  des  secours  tres  con- 
siderables.  Car  toutes  les  fois  qu'il  se  presente  k  integrer  une  fraction,  il 
en  faut  r^soudre  le  denominateur  dans  tous  ses  facteurs  simples,  soit  reels 
bu  imaginaires,  et  de  Ik  on  tire  enfin  Tintegrale,  qui  quoiqu'elle  renferme 
des  logarithmes  imaginaires,  on  a  des  moyens  de  les  reduire  k  des  arcs  de 
cercle  röels.  Outre  cela  il  arrive  souvent  qu'une  expression  qui  renferme 
des  quantites  imaginaires,  soit  neantmoins  reelle,  et  dans  ces  cas  le  calcul 
des  imaginaires  est  absolument  necessaire. 

■  .  ..  6.  II  est .  d^montre  dans  TAlgebre,  que  lorsqu'une  equation  a  des  racines 
imaginaires,  leur  nombre  est  toujours  pair,  de  sorte  que  toute  equation  ou 
n'aura  point  du  toüt  des  racines  imaginaires,  ou  eile  en  aura  deux,  ou  quatre, 
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— = — _ ^ —  . 

ou  six,  ou  huit  etc.,  et  jamais  le  nombre  de  tontes  les  racines  imaginaires 
d'une  öquation  ne  sauroit  ötre  impair.  Mais  on  soutient  de  plus,  que  les 
racines  imaginaires  vont  tellement  de  pair  en  pair,  que  tant  la  somme  que 
le  produit  de  deux  devient  reel.    Ou  ce  qui  revient  au  mgme,  si 


X 


+  yV-l 


est  un  des  facteurs  imaginaires  d'une  öquation,  on  soutient  qu'il  se  trouvera 
toujours  parmi  les  autres  un  tel  facteur 

x-^yV—1 

aussi  imaginaire,  qui  ötant  multiplie  par  celui-lk  x  +  yV—l  donne  un  pro- 
duit röel.  Or  le  produit  de  x-{-yV—l  par  x~yY~l  6Uiit  =xx  +  yy, 
et  la  somme  =  2x,  il  est  clair  que  Tun  et  Tautre  sont  des  quantit^s  reelles. 

7.  Pour  mieux  eclaircir  cela,  soit  2m  le  nombre  des  facteurs  simples 
imaginaires  d'une  equation  quelconque,  puisqu'on  sait  que  ce  nombre  est 
pair;  et  on  soutient  qu'on  peut  toujours  ranger  ces  facteurs  tellement  deux 
k  deuX;  que  leurs  produits  deviennent  reels.  Ainsi  ces  facteurs  imaginaires 
au  nombre  de  2m  se  r^duiront  k  des  facteurs  r^els  au  nombre  de  m,  et  ces 
derniers  facteurs  ne  seront  plus  simples,  mais  de  la  forme 

XX  '{-jpx-\-  q; 

ils  seront  donc  du  second  degre.  On  dit  donc  que  toute  Equation,  ne  pouvant 
6tre  rösolue  en  des  facteurs  simples  reels,  a  toujours  des  facteurs  röels  du 
second  degr^.  Cependant  personne,  k  ce  que  je  sacbe,^)  n'a  encore  d^montre 
assez  rigoureusement  la  v^rit6  de  ce  sentiment;  je  tä^cherai  donc  d'en  donner 
une  d^monstration,  qui  ne  soit  assujettie  k  aucune  exception. 

8.  Or  d'abord  il  est  Evident,  que  lorsqu'une  Equation  n'a  que  deux  fac- 
teurs simples  imaginaires,  leur  produit  est  necessairement  r^el.  Gar  le  pro- 
duit de  ces  deux  facteurs  multipliö  par  le  produit  de  tous  les  autres,  qu'on 
suppose  reels,  doit  produire  T^quation  proposöe,   c.  k  d.  une  quantite  r(5elle, 

1)  Voir  cependant  le  memoire  de  dAlembert  qu'  Eüler  cite  lui-meme  plus  "tard  p.  114. 

F.  E. 
Lkonhardi  Eüleri  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  11 
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ce  qui  seroit  impossible,  si  le  produit  des  deux  facteurs  imagmaires  n'^toit 
pas  r^el.  On  voit  de  m&me,  que  si  mxe  equation  a  quatre  racines  imaginaires, 
toutes  les  autres  ^tant  reelles,  le  produit  de  ces  quatre  facteurs  imaginaires 
sera  aussi  reel  Et  en  göneral  qnel  que  soit  le  nombre  des  facteurs  imagi- 
naires d'une  ^quation,  leur  produit  doit  etre  nöcessairement  une  quantitö 
reelle;  donc  si  le  nombre  des  facteurs  imaginaires  d'une  equation  est  =2m, 
le  produit  de  tous  ces  facteurs  multiplies  ensemble  sera  de  cette  forme 

a;''"  + ai»'^-'+ &ir'^-'+ ca;'^-'+ etc., 

oü  tous  les  coefficiens  a,  &,  c  etc.  sont  d^s  quantitös  reellem. 

9.   II  faut  donc  commencer  par  prouver  qu'une  ^quation  du  quatrifeme 
degr^ 

dont  toutes  les  racines  sont  imaginaires,  est  toujours  resoluble  en  deux  fac- 
teurs r(5els  du  second  degre 

(xx  -i-px  -j-  r)  (xpo  -{-  qx  +  s)  ^  0; 
■.  * 

car  si  toutes  les  racines  sont  reelles,  ou  deux  au  moins,  une  teile  resolution 
n'a  aucune  difficult^.  Mais  si  toutes  les  quatre  sont  imaginaires,  la  chose  est 
non  seulement  moins  evidente,  mais  il  y  a  mßme  des  cas  qui  ne  paroissent 
pas  admettre  une  teile  resolution.  Un  trfes  savant  G^ometre^)  me  proposa 
autrefois  cette  ^quation 

x''+2x'^4:x'-^2x  +  l  =  0, 

par  laquelle  il  vouloit  prouver,  que  la  resolution  en  deux  facteurs  röels  n'ötoit 
pas  toujours  possible.  Et  en  effet  il  paroit  d'abord  fort  difficile  de  combiner 
de  ces  quatre  facteurs  simples  imaginaires  tellement  deux  a  deux  ensemble, 
que  leurs  produits  deviennent  reels. 


1)  II  est  presque  sür  qu'il  s'agit  de  Nie.  I.  Bernoulli  (1687—1759).  Voir  ses  lettres  a 
Euler  du  24  oct.  1742  et  du  6  avril  1743,  Gorrespondance  math  et  pJiys.  puhliee  par  P.  H.  Fuss, 
St.-Petersbourg  1843,  t.  11,  p.  690  et  701;  Leonhardi  Eüleri  Opera  omnia^  series  III.  Cependant 
il  faut  remarquer  que  Bernoulli  avait  propose  a  Euler  une  autre  equation  de  ce  genre-la,  savoir 
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10,  Le  doute  tirö  de  cette  ^quation  etant  trop  important,  pour  que  je 
le  puisse  passer  en  donnant  une  dömonstration  generale  de  la  propriete  dont 
il  s'agit,  je  m'en  yai  developper  plus  soigneusement  ce  cas,  avant  que  d'entre- 
prendre  cette  d^monstration.  Et  d'abord  puisque  les  coefficiens  de  cette 
equation,  qui  sont  1,  %  4,  2,  1^  tiennent  le  möme  ordre,  en  commen^ant  par 
le  devant  ou  par  Tarriere,  il  est  certain  que  r^quation  propos^e  est  resoluble 
en  deux  facteurs  de  cette  forme 

dont  le  produit 

^^+ (i>  +  ?)^'+ (f?  +  2)iri3:;  +  (i?  +  g)a?  +  1, 

^tant  comparö  avec  la  forme  proposfe  ii;*+ 2ir^+ 4a;^+ 2a?  + 1  fournit  ces 
deux  ^galit^s 

jP  +  5  =  2     et    ^92  +  2  =  4     ou    ^32  =  2. 

qu^  EuLBR  reduisit  alors  a  ces  deux 

a;a;-(2 +1/(4  +  2)/7))a;+ 1  +  1/7 +1/(4  + 2  ]/7)  =  0, 

ic^r- (2  - 1/(4  + 2  l/7))iK  +  1  + 1/7  — 1/(4  +  2  )/7)  «  0. 

Voir  les  lettres  d'EuLER  a  Chr.  Goldbach  du  15  dec.  1742  et  du  26  fevr.  1743,  Correspondance  etc., 
1. 1,  p.  169  et  200;  Leonhardi  JEulem  Opera  omnia,  series  III. 

Peut-etre  qu'.  Euler  avait  perdu  le  Souvenir  de  Fequation  de  Bernoulli  et  en  avait  recon- 
struit,  Sans  le  vouloir,  une  autre  du  meme  genre.  Mais  il  se  peut  aussi  qu'  Euler  ait  re9u  Tequa- 
tion  x'*'+2x^-i- 4:X^+2xi-l==0  d'autre  part,  car  la  question  dont  il  s'agit  ici,  ^tait  a  Tordre  du 
jour  depuis  longtemps.  Voir,  par  exemple,  la  lettre  de  Jon.  Bjgrnoulli  a  Euler  du  16  avril  1740, 
G.  Eneström,  Der  Briefwechsel  zwischen  Leonhard  Euler  und  Josann  I  Bernoülh^  Biblioth. 
Mathem.  0^,  1905,  p.  16,  en  particulier  p.  55,  oü  il  s'agit  de  la  d^composition  de 

x^  +  a^ 
dans  les  facteurs 

xx-\-axy2  -\-  aa 

et  ■  ■      • 

ira;  — aicl/2  +  aa, 

ou  bien  Joh.  Bernoülli,  Opera  omma,  Lausannae  1742,  t.  II,  p.  404,  oü  il  s'agit  de  la  meme 
chose.  Voir  aussi  A.  de  Moivre,  Miscellanea  analyüca  de  seriehus  et  quadraturis,  Londini  1730, 
p.  69,  oü  il  s'agit  de  la  rMuction  de  T^quation 

a  ces  deux 

^H  (2  + 1/2)  ^  +  3  +  2  1/2  «  0, 

^2^(2  —  1/2)^  +  3-51/2  =  0  E.  E, 

11* 
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Donc  ü  y  aura 

et  partant 

d'oü  nous  tirons  ces  valeurs 

i)  =  l  +  y-l     et     q^l-V~l, 
de  Sorte  que  requation  proposee 

ir^+ 2a;'+ 4i^'+ 2i^  +  1  =  Ö 
est  maintenant  reduite  a  ces  deux  facteurs  du  second  degrö   . 

{xx'^(l'^V~l)x  +  l)  {xx  +  (l  —  y—l)x  +  l)^C\ 
qui  sont  k  la  veritö  imaginaires. 

11.  Mais  pour  decider,  s'il  est  possible  ou  non,  de  r^duire  cette  eqnation 
k  deux  facteurs  reels  du  second  degre,  il  faut  chercher  ses  quatre  facteurs 
simples,  pour  voir,  si  Ton  en  peut  combiner  autrement  deux  k  deux,  afin 
qu'on  parvienne  k  des  produits  reels.  Or  le  premier  facteur  double 
XX  +  (1  +  y —  1)  0?  +  1  donne  ces  deux  facteurs  simples 


X 


X 


+  |(l  +  |/_l)_|]/(2]/-l-4)  =  0, 


et   Tautre    facteur    double    xx  +  {l  —  V—l)x  + 1    donne    ces    deux    facteurs 
simples 


X 


+  i-(l->/-l)-4l/(-2l/-l-4)  =  0. 


II  s'agit  donc  de  voir,  si  le  premier  facteur  simple  etant  multipliö  par 
le  troisifeme  ou  le  quatrifeme  produit  un  facteur  double  r^el  ou  non;  puisque 
nous  voyons  dejä,  que  le  produit  du  premier  par  le  second  est  imaginaire. 
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12.  Cependant  il  n'est  pas  si  aisö  de  reconnoitre,  si  les  produits  qu'on 
trouve  par  ces  multiplications  du  premier  facteur  par  le  troisifeme  ou  le 
quatrifeme,  sont  reelles  ou  imaginaires,  et  la  difficultö  nait  des  termes 
imaginaires  y(2l/— 1  — 4)  et  V(— 2]/— 1  — 4),  dont  on  ne  peut  pas  comparer 
rimaginaire  avec  celui  des  autres  nombres  1  +  V —  1  et  1  —  V —  1.  Or  je 
remarque  que  la  formule  K  (2  Y—  1  —  4)  peut  se  röduire  k  une  teile  forme 
u-^v  V—  1,  et  alors  Tautre  formule  ]/( —  2  V—  1  —  4)  devieudra  egale  k 
u  —  vY—l,     Car  faisant  ces  egalitös 

l/(2l/_  1  _  4)  =  t^  +  ^  V- 1 
et 

l/(_  2  ]/_  1  —  4)  =  ^  —  V  V— 1 
et  prenant  les  quarr^s,  on  obtiendra  celles-cy 

21/ — 1 — A^=uu  —  vV'i-2uvy — 1 
et 

—  21/ — r — 4:==--uu  —  vv  —  2uvy — 1, 

d'oü  Ton  tirera 

—  4:=-uu  —  vv     et     21/— 1  =  2^i;l/— 1/ 
ou  bien 

vv  —  uu  ==-^  4:     et     uv  =  l. 

Et  ensuite  on  formera 

(vv  +  uuy=  (vv  —  uuf-}-  4zuuvv  =  16  +  4  =  20, 

de  Sorte  que 

vv -{^'uu==  V20  =  2V5. 
De  Ih  on  trouvera  enfiti 

^t;  =  l/5  +  2,     uu==V5~2 
et  par  cons^quent 

t;  =  y(l/5  +  2)     et     u  =  V(V5-2). 

13.  Ces  deux  valeurs  de  ^  et  «^  etant  reelles,  substituons-les  dans  les 
expressions  des  quatre  facteurs  simples  trouves  cy-dessus  et  ces  facteurs 
deviendront 
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•    ni.   x  +  ^(l~ V-  1)  +  i-(^ -vV- 1)  =  ,;  + 1(1  +  ^,) _  1(1  +  v)y- 1, 
IV.    a;  +  |(l-y-l)-|(^-^^y_l)  =  ^  +  A(l_^^ 

Maintenant  il  est  clair  qne  le  produit  du  premier  par  le  troisieme  devient 
effectivement  r^el,  de  meme  que  celui  du  second  par  le  quatrieme.  Car  oü 
aura 

le  produit  du    I  par  le  lll  =  (x  ^  ^  (1  +  u))'  +  ~  {1  +  vf, 
le  produit  du  II  par  le  IV  =^  (o;  +  -i  (1  —  u)Y+  ^  (1  —  ^T- 

Voilä  donc  requation  proposee 

x^+2x'+4cx'+2oö  +  l==0 

reduite  h  ces  deux  facteurs  reels  du  second  degr^ 

COX+  (1  +  u)x  -\-  ~  -^  ^(u  +  v)  +  ^(vv  +  uu)  =  Oy 

xx  +  (l  —  u)x  +  ~j  —  ^(u  +  'v)  +  \'(VV  +  uu)  =  0, 
oü  est 

^  =  ]/(l/5  +  2),     u^ViV5-2) 
et 

VV  -\-uu  =  2'Vf)» 

14.    Cet  exemple  nous  conduit  ä  un  problfeme  plus  general,  qui  ne  man- 
quera  pas  de  nous  eclaircir  dejä  considerablement  sur  le  sujet  en  question. 

Ce  pröbUme  regarde  cette  eqimüon  du  quatrieme  degre  plus  generale 

x^+ax^+{h  +  2)xx  +  ax  +  l  =  0, 

qu'il  faut  resoudre  en  deux  facteurs  douUes  ou  du  second  degre,  qui  soient  reels. 

Posons  d'abord  ces  deux  facteurs  de  la  forme  suivante 

(xx-\-px  +  l)(xx-{- qx-^-lj^^O 
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et  on  voit  d'abord  qu'il  faut  qu'il  soit 

j9  + j  =  a     et    JP2  =  &, 
d'oü  ron  tirera 

p^ 2 '        ^*      ^^ ^ 

Donc  toutes  les  fois  que  aa>4&,   le  problfeme  est  rösolu,   vu  que  les  deux 
facteurs  supposes  deviennent  reels., 

15.  Mais  loxsque,  aa<4i,  ces  deux  facteurs  seront  imaginaires,  et  ne 
satisferont  pas  k  la  question.  Dans  ce  cas  il  faut  considörer  les  facteurs 
simples,  qui  seront 

in.  ^  +  ig  +  .iy(^g-4)  =  o, 

IV.    ^  +  |2_|l/(g2_4)  =  0. 
Posons  46  «?  aa  +  cc,  puisque  aa  <  4&,  et  on  aura 

donc 

]/(^pp  _  4)  =  1-  ]/(aa  —  cc  —  16  +  2ac  V—  1) 
et 

>/(g2  -  4)  =  I  l/(aa  — cc- 16- 2acl/-l). 

Ces  deux  formules  etant  imaginaires,  soit 

)/(ßa  —  cc  —  16  +  2acy— 1)  ==«  + t;>/— 1 
et 

l/(aa  _  cc  -  16  —  2acy— 1)  =  M  —  v/— 1 

et  de  Ik  nous  tirerons 

uu  —  vv  "^  aa  —  cc  — 16     et    uv^^^ac. 
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16,    Ces  egalites  nous  fournissent  celle-cy 

(uu  +  vvy^(aa  —  cc  —  16)'+  4aacc  =  (aa  +  ccy—32(aa  —  cc)  +  256, 
doüc  ' 

^t;  +  ^^^  =  ]/((aa  +  cc/ —  32  (aa  —  cc)  +  256) ; 

or  cette  quantite  irrationnelle  renfermant  aprfes  le  signe  radical  la  somme  de 
deux  qnarrös,  sera  toujours  reelle,  et  meme  sa  valeur  sera  plus  grande  que 
aa  —  cc  —  l&==^uu  —  vv  ou  que  vv —  uu^l& -\^cc  —  aa.  Nous  aurons  donc 
les  valeurs  suivantes  reelles  pour  v  et  u,  savoir 

\,  _  l/y((aa  +  cc?  —  32  {aa  —  cc)  +  256)  +  16  +  gc  -  aa 

®  2 

^  ^  T/l/(-(a«  +  cc)2  —  32  (aa  —  cc)  +  256)  — 16  —  cc  +  aa 

et  remettant  pour  cc  sa  yaleur  Ah  —  aa,  on  aura 

V  =  y(y'(4&&  —  16  (aa  —  26)  +  64)  +  8  +  2&  —  aa) , 

M  =  y  (V(4i6  —  16  (aa  —  26)  +  64)  —  8  —  26  +  aa) 
ou  bjen 

^;  =  V(2 1/((6  +  4)^  -  4aa)  +  8  +  26  -  aa) , 
u  =  '|/(2>/((6  +  4)^-  4aa)  -  8  -  26  +  aa) . 

17.    Ayant  trouve  ces  valeurs  reelles  pour  v  et  u  dans  le  cas  oü 
46  >  aa     ou     46  =  aa  +  cc, 
nos  quatre  facteurs  simples  imaginaires  seront 

I.  x  +  ^(a  +  cV-l)+^(u  +  vy-l)==x  +  ^(a  +  u)  +  j-(c-}-v)V-l, 

II  x  +  ±(a-^cV-l)-^(u  +  vV-l)==^x  +  ^(a-u)  +  ^(c-v)V-l, 

IIL  x-\-^(a-cV-l)-i-^(u-vV-l)  =  x-{--^{a  +  u)-^(c-\-v)V-l, 

IT.  x+^(a-cV-l)~:L(u-vV~l)^x  +  ^(a-u)-^{c-v)V-l, 
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d'oü  il  est  clair  que  les  produits  du  I  facteur  par  le  III  et  du  II  par  le  IV 
sont  reels,  devenant 

xx  +  y(^  +  ^)^  +  ^(ö^^  +  cc)  +  -^(ww  +  vv)  +  -i(aw  +  cv)y 

oü  il  faut  remarquer  que 

aa-^cc^  Ah,     vv-^uu^  4l/((&  +  4)^—  4aa). 

18.    Pour  exprimer  plus  commod^ment  la  valeur  de  au  +  cvy  cherchons 
en  Celle  du  quarr^  aauu -{- ccvv -\' 'iacuv: 

aauu  =  2aay{(b  +  4)^— 4aa)  —  %aa—2aal  +  a^ 

ccvv  =  (86  —  2aa)  l/((ö  +  4)'  —  Aaa)  +  326  +  Ul  —  Aaah  —  8aa  —  2aab  +  a\ 

2acuv  ==^2aacc=8aa'b  —  2a^; 
donc  nous  aurons 

(au  +  cvf=  8&]/((&  +  4)^  — 4aa)  +  326  —  16aa  +  8hb 
et  la  racine  quarree  se  trouvera 

au  +  cv  =  2"|/(2J&  +  86  —  4aa  +  26y((6  +  4)'—  Aaaj) 
et  partant  les  deux  facteurs  röels  cherches  seront  daus  le  cas  46  >  aa: 

XX  +  ^ax  +  |a?l/(2y((6  +  4)'— 4aa)  -  8  —  26  +  aa) 
+  Ij  +  ly((b  +  4y-Aaa)  +  -J- 1/(266  +  86—  4aa  +  2hV{(h  +  4)^- 4aa)), 

XX  +  l  ax  —  \x  1/(2  y((6  +  4)^  —  4aa)  —  8  —  26  +  aa) 
+  T&  +  il/((5  +  4)^-  4aa)  -  ^  V(2hb  +  86  -  4aa  +  2bV{(b  +  4)^- 4aa)). 

19.  Par  ce  cas  particulier  on  comprendra  plus  aisement  ce  que  je  veux 
prouver  en  g^n^ral,  c'est  que  toute  ^quation,  de  quelque  degre  qu'elle  soit, 
est  toujours  resoluble  en  des  facteurs  reels  ou  simples  ou  doubles.    Ou  puisque 
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deux  facteurs  simples  joints  ensemble  produisent  xm  facteur  double,  11  faut 
demontrer  que  toute  equation  d'un  degre  pair,  comme 

ir'"*  +  ^o;'"*-^  +  5ir'^-^^- . . .  +  iV=  0, 

est  resoluble  en  m  facteurs  reels  donbles  de  la  forme  x^+px  +  r,  et  qu'une 
Equation  d'un  degrö  impair,  comme 

a  premierement  nn  facteur  simple  r^el,  et  ensuite  m  facteurs  doubles  aussi 
tous  reels.  Pour  cet  effet  je  developperai  les  propositions  suivantes,  qui 
conduirönt  h>  la  demonstratio!!  de  ce  que  je  vieus  d'avancer. 


THEOEEME  1 
20.    Toute  Equation  d'un  degre  impair,  dont  la  forme  generale  est 

a  toyßours  une  racine  reelle  au  moins,  et  si  eile  en  a  plusieurs,  leur  nombre  sera 
impair, 

DEMONSTRATION 
Qu'on  pose 

et  qu'on  considere  la  ligne  courbe  exprimee  par  cette  equation;  et  il  est 
evident  qu%  chaque  abscisse  x  ne  repond  qu'une  seule  appliquee  y^  qui  sera 
toujours  reelle;  et  que  Ih  oü  Tappliquee  y  evanouit,  la  valeur  de  Tabscisse  x 
sera  une  racine  de  Tequation  proposee.  Donc  cette  equation  aura  autant  de 
racines  reelles  qu'il  y  a  d'endroits,  oü  Tappliquee  y  evanouit,  ce  qui  arrive 
Ik  oü  la  courbe  trayerse  Taxe  des  abscisses;  de  sorte  que  le  nombre  des 
racines  reelles  sera  egal  au  nombre  des  intersections  de  la  courbe  avec  Taxe 
sur  lequel  on  prend  les  abscisses.  Pour  juger  donc  du  nombre  de  ces  inter- 
sections, posons  premierement  Tabscisse  x  positive  et  infiniment  grande  ou 
a;  =  oo,  et  il  est  clair  qu'il  deviendra  alors 
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d'oü  il  s'ensuit  que  la  branche  de  la  courbe  qni  r^pond  aux  abscisses  posi- 
tives infinies,  se  trouve  au  dessus  de  Taxe,  puisque  ses  appliquöes  y  sont 
positives.  Or  posant  les  abscisses  negatives  et  aussi  infinies  ou  a?  =  —  cx),  il 
sera 

«/  =  (— 00)'^+'  =  — oo; 

donc  les  appliquöes  seront  ici  negatives,  et  la  branche  de  la  courbe  se  trou- 
vera  au  dessous  de  Taxe.  Cette  branche  6taht  continue  avec  Tautre  situee 
au  dessus  de  Taxe,  il  faut  absolument  que  la  courbe  traverse  quelque  part 
Taxe,  et  si  eile  traverse  en  plusieurs  points,  le  nombre  de  ces  points  doit 
6tre  impair.  D'oü  il  s'ensuit  que  T^quation  proposee  aura  n^cessairement 
une  racine  reelle  au  moins,  et  si  eile  en  a. plusieurs ,  que  leur  nombre  sera 
toujours  impair.    C.  Q.  F.  D. 

COROLLAIEE 

21.  Donc  puisque  le  nombre  de  toutes  les  racines  de  Tequation  proposee 
est  ==  2m  + 1  ou  impair,  et  que  le  nombre  des  racines  reelles  est  aussi  im^ 
pair,  il  s'ensuit  que  le  nombre  des  racines  imaginaires,  s'il  y  en  a,  sera  tou- 
jours pair. 


THEOEEME  2 

22.    Taute  equation  dfun  degre  pair,  dont  la  forme  generale  est 

ou  n^aura  aucune  racine  reelle,  ou  si  eile  a  des  racines  reelles,   leur  nomhre  sera 
toujours  pair, 

DEMONSTEATION 
Considerons  encöre  la  courbe  exprimee  par  cette  equation 

qui  ne  consistera  que  d'un  seul  trait  continu,  puisque  ä.  chaque  abscisse  x  il 
repond  toujours  une  seule  appliquee.     Posons  ^  =.  +  c»  et  il  sera  aussi 

y^  +  oo; 

12* 


vr  posant  a;  =  — oo,  on  aura  pareillement 

courbe  Be  trayerse  nulle  pa^  IV^eL  \  ?""       ""^  P"™"'"  1"^  '=■ 

par  IW.  pour  aesce:ieTJ  Ta^;  ^^r^',:  ;  *  T"  7^'^"^  ^"' 

p.s,j'e^itteLr Toi  r :a:2, '— r;.  n  ^^^^- "°- 

il  8'ensmt  ou  qu'elle  Avirs.  r,aM%,TLTl  lequation  proposöe, 

,.e  leur  no2e  se,a  t„:;rTair      C  Q.  F.  0""'  ''*^'  ""  ^  ^"'  ^"  ^ 

COBOLLAIRE 
eine»  ifelles   ,^  die  I  f  eli      '        ''■'"*^°'  P^"'  ='  «"^  '«  »»t™  des  ra- 


SCHOLIE 


THEOREME  3 

a  tovjours  deu.  raänes  reelles  au  noins,  Vune  pomve  et  Vautre  negative. 
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DEMONSTEATIOlf 

Posant 

pour  considerer  la  courbe  exprimöe  par  cette  öquation,  bous  venons  de  voir, 
que  cette  courbe  s'^tend  des  deux  cötds  k  rinfini  au  dessus  de  Taxe.  Or 
posant  iu  =  0,  nous  aurons 

2/  =  - 00, 

et  partant  le  point  de  la  courbe  .qui  r^poud  k  o;  =  0,  sera  au  dessous  de 
Taxe;  il  faut  donc  que  la  courbe  passe  de  ce  point  de  Tun  et  Tautre  c6t6 
par  Taxe  pour  monter  au  dessus.  Donc  puisque  chaque  intersection  donne 
une  racine  reelle  de  T^quation  proposee,  et  que  de  ces  deux  intersections 
Tune  doit  r^pondre  k  une  abscisse  x  affirmative,  Tautre  k  une  negative,  il 
est  certain  que  T^quation  proposöe  aura  au  moins  deux  racines  reelles,  Tune 
positive,  Tautre  negative.     C.  Q.  F.  D. 

COEOLLAIEE 

26.  Cette  d^monstration  nous  fait  aussi  comprendre,  que  quand  une 
equation  semblable  k  la  proposöe  aura  plusieurs  racines  reelles  positives,  leur 
nombre  sera  impair,  de  m&me  le  nombre  de  toutes  les  racines  reelles  nega- 
tives sera  aussi  impair. 

THBOEEME  4 

27.  Toute  equation  du  quatridme  degre,  comme 

x'-i-Äx'+  Bx'+  O^  +  i)  =  0, 
se  peut  toiijours  decomposer  en  deux  facteurs  reels  du  second  degre. 

DEMONSTKATION 

On  sait  que  posant  x-==-y  —  -^A,  cette  Equation  se  change  dans  une 
autre  du  meme  degrö,  oü  le  second  terme  manque;  et  comme  cette  trans- 
formation  se  peut  toujours  faire,  sapposons  que  dans  T^quation  proposäe  le 
second  terme  manque  d^jk,  et  que  nqus  ayons  cette  Equation 

a?^+jBa?'+ Oir  +  D  =  0 


94  BECHEBOHES  SÜE  LES  BACINES  IMAGIKAIBES  DES  EQÜATIONS     [236-237 

ä  resoudre   en  deux  facteurs  r^els  du  second  degre;   et  il  est  d'abord  clair 
que.  ces  deux  fiacteurs  seront  de  cette  forme 

{xx  +  ^oj  +  a)  {xx  —UX  +  /3)  =  0, 

döüt  comparant  le  produit  avec  T^quation  propos^e,  nous  aurons 

B^a  +  ß  —  uu,     C^{ß  —  a)u,    D^aß, 

d'oü  nous  tirerons 


et  partant 


G 

ßJ  +  /?  -=  5  +  UU,       ß  _cc=.— 

u 
2ß=.uu  +  B  +  ~     et     2a  =  uu  +  B  —  —: 


ayant  donc  4a/?«=4D,  nous  obtiendrons  cette  equation 

u^+2Buu  +  BB  —  ^  =  iI) 

uu 

ou  bien  - 

u'+2Bu^+(BB  —  AI))uu—CC^0, 

d'oü  il  faut  chercher  la  valeur  de  u.  Or  puisque  le  terrne  absolu  —  CG  est 
essentiellement  nögatif,  nous  venons  de  demontrer,  que  cette  öquation  a  au 
moins  deux  racines  reelles;  prenant  donc  Tune  ou  l'autre  pour  u,  les  valeurs 
a  et  ß  seront  egalement  reelles,  et  par  consequent  les  deux  facteurs  supposes 
du  second  degrö  xx  +  ux -i-  a  et  xx  —  ux  +  ß  seront  reels.     C.  Q.  F.  D. 


COROLLAIEE  1 
2a    Tonte  expression  donc  du  quatrieme  degr^, 

x^+Äx^'+Bx'+Cx  +  l), 

quoique  tous  ses  quatre  facteurs  simples  soient  imaginaires,  se  peut  toujours 
d^composer  en  deux  facteurs  röels  du  second  degr^;  ou  bien  chacun  des 
quatre  facteurs  simples  a  parmi  les  autres  son  compagnon,  par  lequel  ^tant 
multiplie  il  produit  un  produit  röel. 
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COKOLLAIKE  2 

29.  Et,  si  une  expression  d'un  degre  quelconque  n'a  que  quatre  factenrs 
simples  imaginaires,  puisqne  leur  produit  est  röel  et  compris  däns  cette 
forme  x^-^- Äx^-^  Bx^+ Coo-i- D,  il  est  aussi  certain,  que  ce  pröduit  est 
rösoluble  en  deux  facteurs  reels  du  second  degre,  dont  cliacun  renferme  deux 
facteurs  simples  imaginaires. 

COEOLLAIEE  3 

30.  De  lä  il  est  aussi  Evident,  qu'une  öquation  quelconque  du  cinquifeme 
degrö  est  toujours  resoluble  en  trois  facteurs  röels  dont  un  est  simple  et 
deux  doubles  ou  du  second  degr^.  Gar  cette  equation  ayant  une  racine  reelle, 
aura  un  facteur  simple  röel,  et  Tautre  facteur  6tant  du  quatrifeme  degrd,  se 
decompose  en  deux  facteurs  doubles  reels. 


COEOLLAIEE  4 

31.  La  resolution  des  equations  en  facteurs  reels,  ou  simples  ou  doubles, 
est  donc  prouY^e  pour  les  Equations  du  cinquifeme  degr^  et  pour  tous  les 
degrös  inferieurs.  Mais  ce  theoreme  n'est  pas  süffisant  k  prouy er  cette  reso- 
lution pour  aucun  degre  superieur,  h  moins  que  le  nombre  des  racines  ima- 
ginaires ne  soit  plus  petit  que  6.  Gar  alors  ce  nombre  sera  ou  4,  ou  2,  ou  0, 
et  dans  tous  ces  cas  la  possibilitö  de  cette  r(5solution  est  Evidente. 

SCHOLIE  1 

32.  J'ai  dejk  prouve  cy-dessus  que   cette  (Equation  du  quatrifeme  degr<5, 

cc^+  ax'-{-  {b  +  2)x^-\-ax  +  1  =  0, 

qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  generale  de  ce  degre,  que  je  viens  de 
consid^rer  ici, .  est  toujours  resoluble  en  deux  facteurs  röels  du  second  degrö. 
Or  cette  resolution,  qui  a  6te  assez  embarrassante  dans  le  cas  4&>aa,  se 
döduit  immödiatement  de  la  m^tbode  employee  dans  ce  theorfeme,  sans  avoir 
^gard  h  la  forme  des  racines  imaginaires.  Cet  usage  me  paroit  assez  impor- 
tant,  pour  gue  je  fasse  Tapplication  de  la  resolution  gön^rale  h  ce  cas:  Or 
pour  eviter  les  fractions  posons  a=4c  et  &  >4:ce,  de  sorte  que  IMquation  ä 
rösoudre  soit 

x^  +  4:cx'-i'(h  +  2)xx  +  4cx'i'1^0:  ■  * 
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Maintenant  pour  öter  le   second   terme    soit   x  =  y  —  c   et  notre    öquation 
prendra  cette  forme 

/+ (2  +  &  —  6cc)/+ (8c'— 2&c)2/ +  1  -  2cc  +  Jcc  -  3c*=  0; 
dont  supposant  les  facteurs  röels  du  second  degr^ 

h  cause  de 

5  =  2 +  &-6CC,     (7=80"— 2&C     et    D  =  l  — 2cc  +  &cc  — 3c*, 

pour  trouTer  u  nous  aurons  cette  öquation  k,  r^soudre 

M«+  (4  +  26  —  12cc)w*+  {hh  +  4&  -  166cc  —  16cc  +  48c>'-4cc(4cc— 6/=  0, 

cfui  ^tant  divisäe  par  uu-\-l  —  Acc  donne 

M*+ (4  +  6  —  8cc)w^4- 16c*— 46cc  ==  0. 

Or  le  Premier  facteur  uu-\-b  —  4:Cc  etant  pose  =0,  ne  donne  que  des  valeurs 
imaginaires  pour  u,  k  cause  de  &  >  4cc;  donc  il  faut  chercher  quelque  valeur 
reelle  de  l'autre  equation,  d'oü  Ton  tire 

et  la  valeur  räelle  de  u  sera 

n  =  y{V({2  +  lhy-  16cc)  _  2  -  {&  +  4cc) 
ou  bien  remettant  aa  pour  16 cc 

*«  =  |y(2l/((&  +  4)^  -  4aa)  -  8  -  2&  +  aa) , 
d'oü  Ton  trouve  les  mSmes  facteurs  qui  ont  6U  assignös  cy-dessus. 

SCHOLIE  2 

33.  La  force  de  la  dämonstration  de  ce  thäorfeme  revient  k  ce  que  l'in- 
connue  u  se  d^termine  par  une  dquation  du  6"»  degre,  et  que  le  dernier 
terme  dB  cette  öquation  est  essentiellement  nögatif.  L'une  et  l'autre  de  ces 
deux  circonstances  se  peut  d^couvrir  par  le  seul  raisonnement,   sans  qu'on 
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ait  besoin  de  chercher  requation  meme  qui  renferme  rinconnue  u.  Donc 
puisque  dans  la  suite,  oü  je  passerai  k  des  equations  de  plus  hauts  degrös, 
il  seroit  trop  difficile  et  meme  impossible  de  trouver  requation  par  laqnelle 
rinconnue  t^  est  determinee,  il  sera  important  de  decouvrir  les  deux  circon- 
stances  mentionnöes  par  le  seul  raisonnement  pour  requation  proposee  du 
quatrifeme  degre,  afin  de  frayer  le  chemin  pour  mettre  en  usage  ce  mtoe 
raisonnement,  lorsque  Tequation  proposee  sera  d'un  plus  haut  degrö. 
Soit  donc  requation  proposee  dögagee  dejk  du  second  terme 

et  posant  les  quatre  racines  de  cette  equation 

x=--a,    x  =  hf    x  =  t,     x  =  h, 

il  est  d'abord  clair  que  la  somme  de  ces  quatre  racines 

a+b+c+b 
sera  ^gale  k  zero. 

Ensuite  posant  en  general  un  des   facteurs   doubles   de   cette  iquation 

xx  —  ux  +  ß  ou 

XX  —  ux  -\-  ß  =  0, 

il  est  certain  que  u  sera  la  somme  de  deux  racines  quelconques  des  quatre 
suppos^es  a,  6,  c,  b.  Donc  cette  lettre  u  regardee  comme  notre  inconnue  peut 
avoir  autant  de  valeurs  difförentes,  qull  y  a  de  diverses  combinaisons  de  deux 
lettres  prises  de  ces  quatre  a,  B,  c,  b.  Or  ce  nombre  de  combinaisons  6tant, 
comme  on  sait,  =  j^-^  =  6,  la  lettre  u  est  'susceptible  de  6  valeurs  differentes, 
et  non  de  plusieurs.  Donc  la  lettre  u  sera  determinee  par  une  equation  du 
gme  (jggr^^  qxii  aura  les  six  racines  suivantes 

l,   u-=a  +  h,    II    u  =  a  +  c,     III.   ^^=a  +  b, 
IV.   ^  =  c  +  b,     V.   u  =  h  +  h,    VI   u-=h  +  c. 

Donc  puisque  a  +  b  +  c  +  b  =  0,   si  nous  posons  les  trois   premiferes  de  ces 

six  racines 

I.    u==p,     II.    u  =  q,     III.    w  =  r, 

les  trois  derniferes  seront 

lY.    u  =  — p,     Y.    u  =  —  q,     VI.    u==^  —  r, 

de  Sorte  que  le  nögatif  de  chaque  valeur  de  u  sera  aussi  une  yaleur  de  u. 

Leonhardi  Eüleri  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  13 


sera 
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Sachant  maintenant  ces  six  racines,  requation  qui  les  foumira  toutes 
(u~p)(ii  —  q)  (u  —  r)  (u  +i')  (w  +  q)(u-i-r)  =  0 

ou  combinant  par  toutes  les  deux  ensemble  dont  l'une  est  la  negative  de 
l'autre,  nous  aurons 

(nu  —pp)  {uu  —  qq)  (uu  —  r)  =  0, 

ce  qui  donnera  une  äquation  du  sixifeme  degrö,  oü  toutes  les  puissances  im- 
paires  de  u  manquent,  tout  comme  nous  l'avons  trouväe  dans  la  demon- 
stration  du  theor^me. 

Mais  je  remarque  de  plus,  que  le  dernier  terme  constant  de  cette 
equation  sera.  = -pp.-qq.-rr  ==-ppqqrr,  lequel,  ötant  donc  ün  quarrt 
avec  le  signe  — ,  sera  essentiellement  negatif.  D'oü  il  s'ensuit  que  cette 
equation  aura  n^cessaixement  au  moins  deux  racines  reelles,  dont  l'une  ou 
l'autre  prise  pour  u  donnera.  un  facteur  rdel  double  de  l'^quation  propos^e. 
Voilä  donc  une  autre  demonstration  du  thöorfeme  proposö,  k  laquelle  seront 
semblables  celles  des  th^or^mes  suivans. 

Or  on  m'objectera  sans  doute,  que  j'ai  suppose  ici,  qUe  la  quantite  pqr 
ötoit  une  quantite  reelle,  et  que  son  quarrd  ppqqrr  etoit  affirmatif;  ce  qui 
etoit  encore  douteux,  vu  que  les  racines  a,  6,  c,  b  ätant  imaginaires,  il  pour- 
roit  bien  arriver,  que  le  quarrt  de  la  quantite  pqr  qui  en  est  composöe, 
fat  negatif.  Or  je  reponds  ä  cela,  que  ce  cas  ne  sauroit  jamais  avoir  üeu; 
car  quelques  imaginaires  que  soient  les  racines  a,  h,  z,  b,  on  sait  pourtant  qu'il 
doit  y  avoir 

a  +  6  +  c  +  b  =  0, 

aB  +  ac  +  ab  +  Bc  +  6b+ cb  =  5, 

a6c  +  a6b  +  acb  +  i6cb C,^) 

a6cb  =  Z), 

ces  quantit^s^,  G,  B    ötant  reelles.     Mais   puisque  i)  =  a  +  B,   2  =  a  +  c, 
?•  ==  a  +  b,  leur  produit 

P?*- =  (o  +  6)  (a -H  c)  (a  +  b) 


l>Editio  priBceps:   a6c  +  •  -  +  Beb  =  C.     Par  cons^ent  on  y  trouve  aussi  plus  bas: 
jPÖ'r  =«  C  au  lieu  de  ~  (7.  P.  E.  . 
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est  d^terminable,  comme  on  sait,  par  les  quantites  J5,  C,  D,  et  sera  par 
consequent  reel;  tout  comme  nons  avons  vu,  qu'il  est  effectivement 
jpgr  =  —  C,  et  ppqqrr  =  (7(7.  On  reconnoltra  aisement  de  m6me,  que  dans 
les  plus  hautes  equations  cette  meme  circonstance  doit  avoir  lieu,  et  qu^on 
ne  sauroit  me  faire  des  objections  de  ce  cöte  contxe  les  dömonstrations  sui- 
vantes. 


THEOEBME  5 

34.  Toute  equation  du  S^'  degre  est  toujours  resoluUe  en  deux  facteurs  reels 
du  quatrieme  degre, 

DEMONSTRATION 

Ayant  fait  evanouir  le  second  terme,  T Equation  proposee  du  8"^^  degr4 
aura  cette  forme 

^3^  5^6^  ^^5^  Da>^  +  Ex'  +  Fx'^  Gx  +  ir=  0, 
dont  les  deux  facteurs  du  quatrieme  degre  en  gen^ral  seront 

x^ — %ix^-^  ax^-^  ßx-\-  Y  =  0, 
x^-^ux^^  $x^-i-  ex  '\'t>=0. 

Si  nous  6galons  le  produit  de  ces  deux  facteurs  k  r^quation  proposee,  nous 
obtiendrons  7  egalites,  c'est  k  dire  precis^ment  autant  qu'il  y  a  de  coefficiens 
inconnus  u,  a,  ß,  y,  d,  e,  ^.  De  ces  egalit^s  on  eliminera  successivement  les 
lettres  a,  /3,  y,  ä,  e,  ^,  ce  qui  se  pourra  faire,  comme  on  sait,  saus  qu'on  ait 
besoin  d'aucune  extraction  de  raclne,  de  sorte  que  les  valeurs  d.e  ces  lettres 
seront  toutes  exprimöes  reellement  par  les  quantites  connues  B,  G,  JD,  E,  F,  G,  H 
et  Tinconnue  u,  et  enfin  on  parviendra  h  une  Equation  qui  ne  renfermera 
plus  que  rinconnue  u  avec  les  quantites  connues,  de  laquelle  il  faut  cberclier 
la  valeur  de  u;  et  cette  valeur  6tant  trouvee  reelle,  les  valeurs  des  lettres 
eliminees  a,  ß,  y  etc.  seront  aussi  reelles,  et  partant  les  deux  facteurs  supposös 
du  quatrifeme  degre  egalement  reels. 

II  s'agit  donc  de  trouver  T^quation,  qui  nous  determine  la  valeur  de  u, 
Or  en  gen^ral  u  exprimera  la  somme  de  quatre  racines  quelconques  de 
Tequation  proposee,  dont  le  nombre  de  toutes  les  racines  ötant  =  8,  la  lettre 
u  aura  autant  de  valeurs  differentes,   qu'il  y  a  de  diverses  combinaisons  de 

18* 
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4  racines  prises  des  huit  de  l'^quation;  ainsi  le  nombre  de  toutes  les  valeurs 
de  u  sera  =  j. 2.3.4  =  '^0,  et  partant  rinconnue  u  sera  dötermin^e  par  une 
^quation  du  70"'  degr^.  De  plus  si  nous  supposons  qne  p  soit  une  des  va- 
leurs de  u,  p  sera  la  somme  de  quelques  quatre  racines  de  l'equation  pro- 
posöe,  et  la  somme  des  autres  quatre  sera  =—p,  puisque  la  somme  de 
toutes  les  huit  racines  est  =0.  Ainsi  si  u—p  est  un  facteur  de  l'equation 
du  70"'  degr^,  u-\-p  en  sera  un  aussi,  et  partant  joignant  ces  deux  facteurs 
ensemble,  uu—pp  sera  un  facteur  double  ou  du  second  degr^  de  ladite 
^quation  du  70'""  degr^.  Par  cons^quent  cette  ^quation-  aura  35  facteurs  de 
lä  forme  'uu—pp,oxi  eile  sera  un  tel  produit 

(uu—  pp)  (uu  —  qq)  (uu  —  rr)  [uu  —  ss) .  etc., 

le  nombre  de  ces  facteurs  ■  etant  ==  35.  Donc  le  dernier  terme  ou  le  terme 
absolu  de  cette  öquation  sera  le  produit  de  35  quarres  negatifs,  et  par  conse- 
quent  aussi  un  quarre  negatif  comme  —ppqqrrss  etc.  ä  cause  du  nombre  35 
impair.  Or  la  racine  de  ce  quarre,  pqrs  etc.  est  une  quantit^  reelle  determi- 
nable  par  les  coefficiens  B,  C,  D,  JE  etc.  de  l'öquation  proposöe,  et  partant  son 
quarre  ppqqrrss  etc.  une  quantite  positive.  Donc  le  coefficient  inconnu  u 
etant  determine  par  une  equation  du  70"^  degre  dont  le  dernier  terme  est 
essentiellement  negatif,  cette  equation  aura  au  moins  deux  valeurs  reelles, 
dont  l'une  etant  posee  pour  u  fournira  un  facteur  reel  du  4"^  degre  de 
l'equation  proposee,  qui  sera  par  consequent  resoluble  en  deux  facteurs  röels 
du  4"^'  degrä.     C.  Q.  F.  D. 

COEOLLAIEE  1 

35.  Or  chaque  facteur  du  4""«  degre  etant  resoluble  en  deux  facteurs 
r^els  du  second  degre,  il  s'ensuit  que  toute  equation  du  buitifeme  degre  est 
toujours  resoluble  en  quatre  facteurs  reels  du  second  degre  de  la  forme 
XX  +px  -\-  q. 

COEOLLAIEE  2 

36.  On  voit  aussi  que  toute  equation  du  neuvieme  degre  est  resoluble 
en  un  facteur  simple  räel  et  quatre  facteurs  doubles  ou  du  second  degre 
ägalement  r^els. 
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COEOLLAIRE  3 

37.  Cette  proposition  nous  fait  aussi  voir,  que  la  möme  rösolution  en 
facteurs  reels,  ou  simples  ou  doubles,  doit  avoir  lieu  dans  toutes  les  ^qua- 
tions  du  6""®  ou  7"^^  degre.  Gar  on  n'a  qu'  k  multiplier  une  teile  equation,  ou 
par  XX  ou  par  x,  pour  la  reduire  au  huitifeme  degre. 

SCHOLIE  1 

38.  Ayant  multipli^  une  equatiou  du  6°"®  degre  par  xx^  pour  avoir 
une  du  8°"^  degr^  les  deux  facteurs  du  4"^^  degr^  de  celle-cy  renfermeront  ce 
multiplif^ateur  xx,  qu'il  en  faut  par  consequent  retrancher,  pour  avoir  les 
facteurs  de  Tequation  propos^e  du  6"^®  degr^.  Or  il  arrivera,  ou  que  Tun 
des  deux  facteurs  du  4"^^  degr^  contiendra  xx,  ou  que  chacun  en  contienne  o;; 
dans  le  premier  cas  on  aura  aprfes  la  division  par  xx  un  facteur  r^el  du 
second  degre  et  un  du  4"^®;  qui  ^tant  s6pare  en  deux  du  second,  on  aura  les 
trois  facteurs  doubles  de  Tequation  proposee.  Or  dans  Tautre  cas,  divisant 
chaque  facteur  par  x,  on  obtiendra  deux  facteurs  reels  du  3""®  degrö,  dont 
chacun  renferme  un  facteur  simple  r^el;  de  sorte  que  dans  Tun  et  Tautre 
cas  Tequation  du  6""^  degre  se  resout  en  facteurs  reels,  ou  simples  ou  doubles. 
On  verra  de  meme,  que  les  equations  du  7°"®  degre  sont  ^galement  resolubles 
en  tels  facteurs,  puisqu'on  sait  que  ces  Equations  ont  toujours  un  facteur 
simple  reel,  par  lequel  etant  divisees,  elles  seront  reduites  k  des  6quations  du 
6^^  degre. 

SCHOLIE  2 

39.  II  parolt  encore  douteux,  si  aprbs  avoir  trouve  une  valeur  reelle 
de  u,  les  autres  coefficiens  a,  ß,  y,  8  etc.  seront  aussi  determines  par  des  ex- 
pressions  reelles,  vu  qu'il  pourroit  arriver  que  quelques -uns  renfermeroient 
des  quantites  irrationnelles,  qui  pourroient  devenir  imaginaires.  Mais  pour 
lever  ce  doute,  on  n'a  qu^  a  regarder  u  comme  quantite  dejk  connue,  de  sorte 
que  le  nombre  des  egalites  auxquelles  il  faut  satisfaire,  surpasse  d'une  unite 
le  nombre  des  inconnues  a,  /?,  y^  d  etc.  qui  sont  a  determiner.  Ainsi  on  elimi- 
nera  Tune  apres  Täutre  de  ces  quantites,  tant  que  cela  se  pourra  faire  sans 
extraire  des  racines;  cela  etant  fait,  il  restera  un  certain  nombre  d'egalites, 
et  le  nombre  des  inconnues  sera  d'une  unite  moindre.  Supposons  qu'il  reste 
encore  k  determiner  quelques  inconnues  dont  chacune  monte  dans  les  equa- 
tions k  plusieurs  dimensions.     Dans  ce  cas  on  peut  toujours  combiner  deux 
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egalit^s  tellement  ensemble,  qu'il  en  resulte  une,  oü  rinconnue  h  d^terminer 
n'aura  pas  plus  d'une  dimension,  et  de  Ik  on  tirera  sa  valeur  par  une  expres- 
sion  rationnelle.^)  Suivant  cette  methode  on  parviendra  enfin  k  deux  egalites, 
qui  contiennent  la  derniere  quantit^  inconnue,  et  k  quelque  dignit^  qu'elle  y 
monte,  on  a  dans  Talgfebre  des  moyens  d'en  former  par  la  voie  de  combi- 
naison  d'autres  equations,  ot  les  puissances  de  rinconnue  seront  successive- 
ment  abaissees,  et  enfin  on  parviendra  h  une  equation,  dans  laquelle  ne  se 
trouvera  qne  la  premfere  puissance  de  Tinconnue,  qui  en  sera  par  consequent 
determinee  par  une  expression  rationnelle;  laquelle  etant'  substituee  dans  les 
valeurs  des  autres  coefficiens  dejk  trouvees,  fournira  aussi  pour  ceux-cy  des 
expressions  rationnelles.  De  sorte  que  lorsqu'on  aura  trouve  pour  u  une  valeur, 
reelle,  les  valeurs  de  tous  les  autres  coefficiens  le  deviendront  aussi  neces- 
sairement. 


THEOEEME  6 

40.   Töute  equation  du  16"^'  degre  est  toujours  resoMle  en  dem  facteurs  reels 
du  8"^'  degre. 

DEMONSTEATION 

Ayant  fait  evanouir  le  second  terme  de  l'equation,  eile  aura  cette  forme 

et  le  nombre  des  coefficiens  B,   C,  B  etc.   sera   =  15.     Supposant  donc  ses 
deux  facteurs  du  8°"^  degre 

x^  —  ux'  -^  ax^  +  ßx^  +  yx^ -^  dx^  +  ex^  +  ^^^  +  t?  =  0, 
x^  +  ux'  +  dx^  +  ix^  +  xx^  J^  ix^'^i^x^+vx  +  ^^  0, 

si  Ton  egale  le  produit  de  ces  deux  facteurs  a  Fequation  proposee,  on  obtiendra 
15  egalites,  desquelles  il  faut  chercher  les  valeurs  des  coefficiens  u,  a,  ß,  y,  ä  etc., 
dont  le  nombre  est  aussi  =15,  de  sorte  que  c'est  un  probleme  determine. 
Donc,  si  pour  le  commencement  nous  regardons  le  coefficient  ti  comme  connu, 
nous  aurons  une  egalite  de  plus  que  [le  nombre]  des  inconnues  a,  ß,  y,  8  etc. 

1)  Voir  cependant  les  objections  faites  par  0.  F.  Gauss  dans  l'art.  8  de  sa  dissertation  dont 
la  premiere  partie  suit  ci-apres.  F.  E. 
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et  partant  on  en  pourra  tirer  leurs  valeurs  determin^es  par  u  et  B,  C,  D,  E  etc. 
Sans  avoir  besoin  d'aucune  extraction  de  racine;  ces  valeurs  seront  donc 
rationnelles  et  par  consequent  aussi  reelles,  pourvu  qu'on  ait  nne  valeur 
reelle  ponr  u.  Tont  revient  donc  ä  demontrer,  qu'il  est  toujonrs  possible  de 
trouver  une  valeur  reelle  pour  le  coefflcient  u.  Or  ayant  elimine  successive- 
ment  toutes  les  lettres  a,  ß,  y,  &  etc.,  on  parviendra  enfln  a  une  equation 
composee  des  coefficiens  connus  J5,  C,  D,  E  etc.  et  de  Tinconnue  u,  qui  y 
montera  h  un  certain  degrö  de  dimensions,  dont  Texposant  se  conclura  par 
ce  raisonnement.  La  quantite  u  marquant  en  g^neral  la  somme  de  8  racines 
quelconques  prises  de  16  racines  de  reqnation  proposee,  il  est  clair  par  les 
rfegles  des  combinaisons,  que  la  quantite  u  est  susceptible  d'autant  de  valeurs 
differentes,  qu'il  y  a  d'unitös  dans  cette  formule 

16*  15 -14 -13  ■12- 11 -10 -9  ^^oQ^n 

1.2.3.4.5.6.7.8  • 

Donc,  requation  qui  determinera  les  valeurs  de  Tinconnue  u,  sera  necessaire- 
ment  du  12870"^^  degre.  Or  puisque  la  somme  de  toutes  les  16  racines  de 
requation  proposee  est  =0,  si  la  somme  de  8  quelconques,  c.  k.  d.  une 
valeur  de  u,  est  =p,  la  somme  des  8  autres  sera  =— jp,  et  partant  —p  est 
aussi  une  valeur  de  u.  Ou  bien,  si  u—p  est  un  facteur  de  T^quation  qui 
d^termine  u,  ^^+jp  en  sera  aussi  un  facteur,  donc  leur  produit  uu—pp  ren- 
fermant  les  deux  racines  j9  et  —  ^  en  sera  aussi  facteur.  Par  consequent 
cette  ^quation  sera  composee  de  y- 12870  =  6435  facteurs  de  la  forme  uu  —pp 
ou  eile  sera  le  produit  de  tels  facteurs 

{uu  —pp)  {uu  —  qq)  {uu  —  rr)  {uu  —  ss)  etc.  =  0, 

le  nombre  de  ces  facteurs  etant  =  6435.  Or  ce  nombre  etant  impair,  le  der- 
nier  terme  ou  Tabsolu  de  cette  equation  sera  = —ppgiqrrss  eto,,  Posant 
donc  pqrs  etc.  =  P,  il  est  certain,  que  P  est  determinable  par  les  coefficiens 
P,  (7,  P,  E  etc.,  en  sorte  qu'il  en  est  une  fonction  rationnelle,  et  partant  röelle. 
Donc  le  dernier  terme  de,  notre  equation,  qui  doit  servir  k  döterminer  u,  sera 
=  ~PF,  c.  k.  d.  il  sera  essentiellement  negatif.  De  Ik  il  s'ensuit  que  cette 
equation  aura  necessairement  au  moins  deux  racines  röelles,  Tune  affir- 
mative et  Tautre  negative,  qui  par  consequent  etant  prises  pour  -f  ^  et 
—  u  fourniront  deux  facteurs  reels  du  8^^'  degre  de  requation  proposee. 
C.Q.  F.  D. 
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COROLLAIßE  1 

41.  Donc  puisque  chacun  de  ces  deux  facteurs  du  8"'«  degrö  est  resoluble 
en  4  facteurs  r^els  du  2^  degr6,  il  est  clair  que  toute  ^quation  du  IG""»  degr^ 
est  resoluble  en  8  facteurs  doubles  reels;  et  une  öquation  du  17-'  degr^  ayant 
certainement  un  facteur  simple  reel,  eile  aura  outre  cela  encore  8  facteurs 
doubles  reels. 

COEOLLAIEE  2 

42.  .La  möme  rösolubilite  en  facteurs  räels,  ou  simples  oii  doubles,  aura 
aussi  lieu  en  toutes  les  ^quations  d'un  degre  infdrieur  que  le  16■°^  Car  mul- 
tipliant  une  teile  equation  par  x  ou  ic^  ou  x'  etc.  pour  l'^lever'  au  le""«  degrö, 
on  en  chercbera  les  8  facteurs  doubles  r^els,  desquels  retranchant  les  facteurs  x, 
qm  y  ont  ete  introduits  par  la  multiplication,  on  aura  les  facteurs  rdels  de 
la  propos^e,  qui  seront  ou  simples  ou  doubles. 

COEOLLAIEE  3 

43.  II  est  donc  demontrö,  que  toutes  les  equations,  qui  ne  surpassent 
pas  le  IT-"'  degre,  sont  toujours  rösolubles  en  facteurs  röels,  ou  simples  ou 
doubles. 

SCHOLIE       % 

44.  Si  nous  examinons  la  force  de  ces  demonstrations,  nous  trouverons 
qu'elle  consiste  en  ce  que  l'equation  finale,  qui  renferme  la  seule  inconnue  u, 
devient  d'un  degre  pair  et  que  son  dernier  terme  est  un  quarre  negatif;  ce 
qui  est  arrive  dans  la  resolution  des  equations  du  4r\  8"""  et  16"'  degre. '  On 
s'apercevra  de  mgme,  que  la  derniere  circonstance  du  terme  absolu" negatif 
ne  sauroit  avoir  lieu,  h  moins  qua  l'exposant  du  degre  de  l'equation  pour  u 
ne  soit  un.tel  nombre  pair  comme  2n,  que  sa  moitie  n  est  un  nombre  im- 
pair;  car  le  demier  terme  etant  le  produit  de  n  quarres  negatifs,  deviendroit 
pösitif,  si  n  etoit  un  nombre  pair.  Et  c'est  la  raison  que  notre  demonstration 
ne  sauroit  6tre  appliquee  a  des  equations  du  12="'  ou  20"'  degre;  car  si  nous 
voulions  operer  de  la  möme  manifere  sur  une  equation  par  exemple  du  20"' 
degrö,  en  la  döcomposant  en  deux  facteurs  du  10"'  degre,  comme 

aj^+Mic^+etc.     et    x^"  —  ux' -}- etc. 
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apres  avoir  fait  övanouir  le  second  terme,  on  verroit  que  la  quantite  u  düt 
6tre  determinee  par  une  öquation  du 

2Q-19-18-17-16.15>14-13-12»11         ,     ,,     ,^    ,^    ,^    ^        ' 

iT^Tyr4.5.6.7.8..9.iö" "  =  4  •  11  •  13  •  17  •  19  degr^, 

dont  la  moitie,  ^tant  encore  un  nombre  pair, .  prodniroit  le  dernier  terme  de 
röquation  affirmatif,  et  on  n'en  sauroit  plus  tirer  la  conclusion  dont  nous 
avons  besoin.  Or  pour  peu  que  nous  r^flechissons  sur  cette  circonstance, 
nous  trouverons,  que  le  dernier  terme  ne  devient  necessairement  negatif,  que 
lorsque  Tequation  proposee  est  d'un  degre  dont  Texposant  est  une  puissance 
de  2,  et  partant  la  maniere  de  demontrer,  dont  je  me  sers  ici,  n'aura  lieu 
aprfes,  que  dans  les  equations  du  32"^^  et  64^"  et  128^'  etc.  degrö.  Or  qes  cas 
sont  sufflsans  pour .  notre  dessein,  puisqu'ayant  dömontre  la  rösolubilitö  en 
facteurs  reels  pour  des  equations  d'un  degrö  quelconque,  eile  yaut  aussi  pour 
toutes  les  öquations  d'un  degr^  införieur. 


THEOREME  7 

45.  Toute  equation  d'un  degre  dont  Vexposant  est  um  puissance  du  hinaire 
comme  2^  (n  etant  un  nombre  entier  plus  grand  que  1),  est  resoluble  en  deux  fac- 
teurs reels  du  degre  2"""^ 

DEMONSTEATION 

Ayant  fait  evanouir  le  second  terme,  T^quation  dont  il  s'agit,  sera  de 
cette  forme 

x'''+Bx'"'-'+  Cx'''~'+  Dx'''-'+  . . .  =  0, 

oü  le  nombre  des  coefficiens  B,  C,  I)  etc.  est  =2^—1.     Supposons  mainte- 
nant  les  deux  facteurs  cherches 

^2-l_  ^^2-1^1^   ^^2-1-2^  ^^2-l-3_^  .  .  .  =  0, 

x'^-'-^ux'^'-'^'  +  Xf^'^'JrH^x'''^'-'^----^ 

oü  le  nombre  des  coefficiens  k,  determiner  u,  a,  ß  etc.  est  aussi  =2''— 1.    Or 
la  comparaison  du  produit  de  ces  deux  facteurs  avec  la  proposee  fournit  autant 

Leokhardi  Eüleri  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  14 
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d'egalites,  de  sorte  que  toutes  les  lettres  a,  ß,  y  etc.  se  pourront  döterminer 
par  les  connues  B,  G,  B  etc.  et  u  reellement  sans  extraction  de  racines;  or 
enfin  pour  ddterminer  rinconnue  ^,  on  parviendra  k  une  ^qiiation,  qui  aura 
pour  exposant  de  son  degre 

2»^  (2~  —  1)  (2»  —  2)  (2»^  -  3)  (2*^  —  4)  . . .  (2^- 1  +  1) 
1.2.3-4v5.-.2'^-"i  ' 

comme  on  sait  par  les  regleg  des  combinaisons.  Soit  N  cet  exposant  de  degre 
de  Tequation  pour  u,  et  en  renversant  l'ordre  des  facteurs  du  denominateur, 
on  aura 

jy_     2^         2^  —  1         2^--2         2^-3         2^-4      •     2'*-i+l 
2»-i  '  2"-^  — 1  '  2^-^—2  *  2^*-^  — 3  '  2'*"^—  4  i 

et  abaissant  cbaque  fraction  aux  plus  petits  termes 

JV'=2-"-?— ^.^^— ^     ^''^"^     ^""^^  —  1       2^-1  +  1 

*  2«-i^l  *  2*^-2  — 1  *2'*-i~3  *  2^-3_3L  i 

Or  il  est  seür  que  ce  nombre  N  est  entier,  et  puisque  taut  le  produit  des 
numerateurs  que  des  dönominateurs  est  impair,  ce  nombre  sera  impairement 
pair,  ou  sa  moitie  un  nombre  impair;  il  sera  donc  en  commen^ant  par  la 
dernifere  fraction 

1    -j^j^  2^-^  +  1     2»"^  +  l     2^-^  +  3     2*^-3  +  1    2»*-i  +  5  2«-l 


•      ±N-  ^ 

2  1  1  3  1  5  2*»-^  — 1  ' 

Mais  puisque  le  second  terme  de  Tequation  proposee  manque,  si  p  est  une 
racine  Uy  il  en  sera  —p  aussi  une  racine,  et  partant  uu—pp  un  facteur 
double,  et  le  nombre  de  tous  les  facteurs  de  cette  forme  sera  '=~N  c.  ä.  d. 
un  nombre  impair.  Par  consequent  le  dernier  terme  de  Tequation  pour  u 
sera  un  quarre  negatif,  ce  qui  est  une  marque  que  cette  equation  renferme 
au  moins  deux  valeurs  reelles,  Tune  pour  u  et  Fautre  pour  —u;  d'oü  Ton 
formera  deux  facteurs  reels  du  degre  2^"^  de  requation  proposee.    C.  Q.  F.  D. 

COEOLLAIEE  1 

46.  Tonte  equation  donc  du  32°^'  degre  est  resoluble  en  deux  facteurs 
reels  du  16°""  degre,  et  partant  par  le  theoreme  precedent  aussi  resoluble  en 
16  facteurs  reels  du  second  degre.  Ce  qui  doit  s'entendre  aussi  de  toutes  les 
equations  au  dessous  du  32^^  degre  qu'on  pourra  par  ce  moyen  decomposer 
en  facteurs  reels,  ou  simples  ou  doubles. 
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COEOLLAIEE  2 

47.  Puisque  ensuite  toute  equation  du  64°"^  degr^  est  r^soluble  en  deux 
facteurs  r^els  du  32°"*  degre,  toutes  les  equations,  qui  n'excedent  pas  le  64""^ 
ou  65""®  degrö,  seront  aussi  resolubles  en  facteurs  reels,  tous  ou  simples  ou 
doubles. 

COROLLAIEE  3 

48.  De  la  mgme  maniere  on  etendra  cette  resolubilitö  en  facteurs  reels, 
ou  simples  ou  doubles,  successivement  aux  equations  du  128"^%  256°"^  512""^  etc. 
degrö;  de  sorte  qu'il  est  k  present  certain  que  toute  Equation,  de  quelque 
haut  degrö  qu'elle  soit,  est  toujours  rösoluble  en  facteurs  röels,  ou  simples 
ou  du  second  degre. 

SCHOLIE 

49.  Yoilk  donc  une  d^monstration  complfete  de  la  proposition,  qu'on 
suppose  communement  dans  Tanalyse  et  principalement  dans  le  calcul  integral, 
par  laquelle  on  pretend,  que  toute  fonction  rationnelle  d'une  variable  x^  comme 

a;^+ ^0?^*^'+ J?ir"-'+ etc., 

se  peut  toujours  resoudre  en  facteurs  r^els,  ou  simples  de  la  forme  a?  +  jp  ou 
doubles  de  la  forme  xx -^^  'px -{-  q_,  C'est  de  la  possibilitö  de  cette  r^solution, 
qu'on  a  tirö  cette  belle  et  importante  cons(5quence,  que  Tintögrale  d'une  teile 
formule  differentielle  -~g-~,  oü  P  et  ö  marquent  des  fonctions  rationnelles 
quelconques  de  o;,  se  peut  toujours  exprimer,  ou  algöbriquement  ou  par  des 
logarithmes  ou  par  des  arcs  de  cercle/)  Or  pour  ce  qni  regarde  la  soliditö 
de  la  d^monstration,  que  je  viens  de  donner  de  cette  belle  propriöte  des 
equations,  je  crois  qu'on  n'y  trouvera  rien  k  redire,  aprfes  qu'on  aura  bien 
pese  les  remarques  que  j'y  ai  ajoutees;  cependant  en  cas  qu'on  voulüt  faire 
des  difficultes  de  reconnoitre  la  bontö  de  ces  demonstrations,  je  m'en  Tai 
ajouter  quelques  propositions  relatives  k  ce  sujet,  qui  ne  sont  pas  döpen- 
dantes  des  precedentes,  et  dont  la  veritö  servira  k  lever  tous  les  doutes 
qu'on  pourroit  encore  avoir. 


l)  Yoir  le  memoire  d^Alembert  cite  p.  114.  E.  B. 

li* 
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THBOEEME  8 

_        50    loute  eqmtion  du  6-  degrä  a  au  moins  un  facteur  red  du  second  degre, 
tndependamment  des  demomtrations  precedenfes. 

DEMONSTEATION 
Soit  r^quation  propos^e  du  6"*  degre 

dont  un  facteur  double  quelconque  soit 

XX  —  ux  ■-{- v; 
l'autre  facteur  sera  donc  du  quatrifeme  degre,  comme 

x*-\-ccx^+ßx'+yx  +  ä, 

et  on  comprend,   que  si  Tun  est  reel,   l'autre  le  doit  6tre  aussi.     Le  produit 
de  ces  deux  facteurs  deyant  6tre  egal  k  la  propos^e,  on  parviendra  h  6  ega- 
Mes,  dou  il  faut  d^terminer  les  coefflciens  supposes  u,  v,  a,  ß,  y,  $,  et  cette 
determmatxon  se  pourra  faire,  comme  j'ai  d^jä  remarqne,  par  des  expressions 
rationneUes,  jusques  k  la  dernifere,  qui  soit  du  coefficient  u,   dont  il  faudra 
tirer  la  valeur  d'une  öquation  d'un  certain  nombre  de  degres;  de  sorte  qua 
si  Ton  pourra  trouyer  une  valeur  reelle  de  u,    ceUes  des   autres   coefflciens 
«,  ß,  Y  etc.  deviendront  aussi  reeUes,   et  partant  aussi  les  facteurs  supposes 
memes.     TX  s'agit  donc  de  consid^rer  l'dquation  qui  determinera  u,  pour  voir 
si  eile  contient  des  valeurs  reelles.     Or  il  est  clair,   qu'en  general  u  est  la 
somme  de  deux  racines  quelconques  de  l'equation  proposee;   et  partant  eile 
sera  susceptible  d'autant  de  valeurs  differentes,  qu'il  j  a  d'unites  dans  cette 
formule  —  =  15.     Donc  il  faut  absolument  que  l'equation  pour  determiner  u 
contienne   15  valeurs   differentes,   ni  plus   ni  moins;   et  ainsi  cette  equation 
sera  du  15-  degre,   c.  k.  d.   d'un  degre  impair.     Elle   aura  donc  seürement 
une  racme   reelle,    qui   ^tant  posee   pour  u   nous   fournira   un   facteur  r^el 
du    second    degre     xx~ux  +  v     de    l'equation    proposee    du    6"^    degre. 
C.  Q.  F,  D. 
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COEOLLAIKE 

51.  Toute  eqüation  donc  du  sixifeme  degre  peut  toujours  se  r^soudre  en 
deux  facteurs  reels,  dont  Tun  est  du  second  et  Tautre  du  quatrifeme  degre; 
et  puisque  celui-cy  est  resoluble  en  deux  facteurs  reels  du  second  degr^,  on 
aura  trois  facteurs  röels  doubles,   dont  T^quation  du  6"^"  degrö  est  compos^e. 

SCHOLIE 

52.  Je  suppose  ici  la  possibilit^  de  r^soudre  une  equation  du  4^^'  degr^ 
en  deux  facteurs  reels  doubles,  quoique  mon  dessein  soit  de  rendre  cette 
proposition  et  quelques  suivantes  ind^pendantes  des  d^monstrations  prec^- 
dentes.  Car  quand  m&me  on  douteroit  de  leur  soliditö,  ce  doute  ne  sauroit 
rouler  que  sur  les  equations  du  8"^',  16"""  etc.  degrö;  puisque  la  dömonstration 
pour  les  equations  du  4^^  degrö  est  tout  ä  fait  accomplie,  ayant  möme  dMuit 
r^quation  d'ou  il  faut  d^terminer  Tinconnue  u,  par  les  Operations  algöbriques, 
ce  qui  ne  pouvoit  pas  s'ex^cuter  dans  les  Equations  d'un  plus  haut  degr6, 
oü  il  falloit  avoir  recours  k  quelques  principes  particuliers.  II  est  donc  remar- 
quable,  que  la  r^solution  d'une  Equation  du  6"^"  degr6  est  prouvöe  ici  par  celle 
du  4^^^  degrö,  au  lieu  que  suivant  les  tb^oremes  pr^c^dens,  il  n'a  pas  6tö 
permis  de  reconnoitre  la  possibilitö  de  cette  rösolution,  qu'apres  avoir  d6- 
montr^  celle  des  Equations  du  8"^^  degre.  Maintenant  donc  nous  sommes 
convaincus,  que  toute  Equation  du  sixifeme  degre  est  resoluble  en  trois  fac- 
teurs doubles  reels,  quand  meme  il  seroit  impossible  de  rösoudre  pareillement 
les  Equations  du  8"^'  degr^.  Or  la  m^thode  dont  je  me  suis  servi  ici  pour 
prouver  la  r^solution  des  Equations  du  6"""  degr^,  s'^tend  6galement  h  toutes 
les  equations  d'un  degr^  dont  Texposant  est  un  nombre  impairement  pair, 
ou  dont  la  moitie  est  un  nombre  impair;  comme  je  ferai  voir  dans  le  th^o- 
reme  suivant.  Au  reste  il  est  ici  encore  ä  rem ar quer,  qu'en  vertu  de  ce 
tbeoreme  aussi  toute  equation  du  7^^  degr6  est  resoluble  en  un  facteur  simple 
et  trois  doubles,  tous  reels. 


THEOREME  6 

53.  Toute  equation  d'un  degre  dont  Vexposant  est  un  nombre  de  cette  forme 
4^  +  2,  a  toujours  au  moins  un  facteur  reel  du  second  degre,  et  cela  independam- 
ment  des  demonstrations  superieures. 
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DEMONSTRATION 
L'equation  proposee  ^tant  de  cette  forme 

soit  un  de  ses  faoteurs  doubles  quelconque 

XX  —  ux  -^v, 

et  il  est  certain  que  u  sera  la  somme  de  deux  racines  quelconques  de  Ti^qua- 
tion  proposee.  Or  le  nombre  de  toutes  les  racines  6tant  =4^  +  2,  si  Ton 
en  combine  deux,  le  nombre  de  toutes  les  combinaisons  possibles  sera 

et  la  lettre  u  sera  susceptible  d'autant  de  valeurs;  ou  bien  u  se  d^terminera 
par  Tine  öqup,tion  d'un  degre  dont  Texposant  =  (2w  + 1)  (4»  + 1),  qui  etant 
impair,  cette  ^quation  auxa  n^cessairement  une  racine  reelle,  qui  ^tant  mise 
pour  u  donnera  le  facteur  double  xx  —  ux  +  v  röel.  D'oü  il  s'ensuit  que 
toute  ^quation  d'un  degre  4«  -f  2  a  toujours  au  moias  un  facteur  x6el  du 
second  degre.     C.  Q.  F.  D. 

COEOLLMEE  1 

54.  Donc  si  une  equation  du  huitifeme  degre  est  resoluble  en  4  facteurs 
doubles  r^els,  toute  Equation  du  lO"""  degrö  pourra  etre  resolue  en  o  facteurs 
doubles  reels,  et  pour  prouver  cela,  on  n'a  pas  besoin  de  recourir  aux  dqua- 
tions  du  le""*  degre,  comme  auparavant. 

COEOLLAIEE  2 

55.  Et  si  toute  equation  du  degre  2"  est  resoluble  en  2™"*  facteurs 
doubles  röels,  ce  thöoreme  prouve  la  resolubilit^  en  facteurs  doubles  reels 
des  ^quations  du  degre  2™+  2.  Et  de  plus  les  equations  des  degres  2""+  1  et 
2""  +  3  permettront  aussi  la  resolution  en  facteurs  r^els,  ou  simples  ou  doubles, 
puisqu'^tant  d'un  degre  impair,  elles  ont  au  moins  un  facteur  simple  reel. 
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THBOKEME  10 

56.  Toute  equation  d'un  degre  dont  Fexposant  est  un  nomhre  de  la.  forme 
8^  +  4,  a  au  moins  un  facteur  reel  du  quatrieme  degre ^  et  cela  independamment 
des  demonstrations  superieures. 

DEMONSTEATION 

Si  Ton  pose  im  facteur  qnelconque  du  4™®  degr6 

x^  —  ux^-i- ax^-^  ßx-\- y, 

le  coefficient  u  sera  la  somme  de  4  racines  quelconques  de  röquation  proposöe. 
Or  cette  Equation  ayant  8^  +  4  racines,  le  nombre  de  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles,  dont  la  quantitö  u  est  susceptijDle,  est 

_  (Sn  +  4)  (Sn  +  3)  (8^  +  2)  (Sn  +  l)  ^  (2 n  +  1)  (8n  +  3)  (4n  +  1)  (8^  +  l) 
"~  1.2.3-4  3  "       "  "       ' 

et  partant  la  quantite  u  sera  determinee  par  une  Equation  du  m6me  degre 
et  il  est  clair  que  Texposant  de  ce  degrö,  etant  un  nombre  entier,  sera  impair. 
Donc  cette  equation  aura  au  moins  une  racine  reelle,  qui  6tant  mise  pour  u, 
les  autres  coefficiens  a,  ß,  y  en  seront  aussi  determinös  röellement,  et  on 
obtiendra  un  facteur  reel  du  quatrifeme  degre.     C.  Q.  F.  D. 

COKOLLAIEB  1 

57.  Donc,  puisqu'un  facteur  reel  du  4"^^  degrö  est  incontestablement  reso- 
luble  en  deux  facteurs  reels  du  second  degre,  toute  equation  d'un  degr^  8^  +  4 
aura  certainement  deux  facteurs  doubles  röels  au  moins,  et  les  6quations  du 
8^  +  5""®  degre  auront  outre  cela  un  facteur  simple  reel  de  plus. 

COROLLAIEE  2 

58.  Les  equations  du  12°"^  degre  etant  de  ce  nombre,  auront  donc  deux 
facteurs  doubles  reels,  et  le  troisifeme  facteur  sera  du  8"^^  degr^.  Donc  si 
celui-cy  est  resoluble  en  4  facteurs  doubles  reels,  on  aura'  en  tout  6  facteurs 
doubles  röels,  sans  qu'on  ait  besoin  de  monter  aux  equations  du  16""®  degrö 
pour  prouver  cela. 
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SCHOLIE 

59.    On  prouvera   par  un   semblable   raisoBnementj   que  toute   equation 
d'un  dBgrö  16^  +  8  a  un  facteur  reel  du  8°"^  degre  au  moins,  et  on  passera 
de  m&me   aux  equations  de    32>^  +  16,  64^  +  32,  128^  +  64  etc.    dimensions 
pour  prouver  qu'elles  ont  au  moins  un  facteur  reel  du.  16"^^   ou  du  32""®   ou 
du  64°"®  degrö  etc.     De  Ik  on  tirera  cette  consequencO;  que  toutes  les  equa- 
tions depuis  le  8°"®  degre  jusqu'au  16""^  se  peuvent  r^soudre  en  facteurs  r^els, 
ou  simples  ou  doubles,  en  ne  supposant  que  la  r^solution  des  equations  du 
^me  ^^  gme  ß^^g^^^  q^  qj^  geu^ral  la  r^solution  de  toute  Equation  se  pourra  faire, 
sans  qu'on  ait  besoin  de  la  r^duire  k  un  degr^  plus  haut,  comme  nous  avons 
^te  Obligo  de  faire,  en  n'employant  que  la  resolutipn  des  equations  dont  Tex- 
posant   du   degre   est  une  puissance  du  binaire.     Combinant   donc   ces   deux 
maniferes  de  demontrer  ensemble,  on  ne  balancera  plus  d'accorder  ce  thöorfeme 
g^n^ral,  que  toute  equation  algöbrique,  de  quelque  degrö  qu'elle  soit,  est  tou- 
jours  r^soluble  en  facteurs  reels,  ou  simples  ou  doubles.     Cependant  il  faut 
avouer,  qu'il  est  pour  la  plupart  impossible  d'executer  cette  resolution,   ou 
d'assigner  actuellement  ces  facteurs  reels;  puisque  dfes  qu'une  equation  passe 
le  quatrifeme  degrö,   les  rfegles  de  Talgfebre   ne  sont  plus  süffisantes  k  nous 
decouvrir  les  racines.     Mais  pour  le  but    qu'on  a  en  vue  en  etablissant  ce 
thöoreme  general,  il  suffit  qu'on  soit  asseür^,  qu'une  teile  rösolution  est  tou- 
jours  possible,  quoiqu'on  ne  la  puisse  jamais  exöcuter. 


THEOEEMB  11 

60.    Si  une  equation  algebrique,  de  quelque  degre  qti'elle  soit,   a  des  racines 

imaginaires,  chacune  sera  comprise  dans  cette  formule  generale  M-^NY — 1,  les 
lettres  M  et  N  marquant  des  quantites  reelles. 


DEMONSTEATION 
Soit  röquation  proposee  quelconque  du  degrö  n 

de  Sorte  que  le  nombre  de  toutes   ses  racines   soit   =  n.     Qu'on  dt^compose 
cette  Equation  dans  tous  ses  facteurs  reels,  qui  seront  ou  simples  de  la  forme 
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x—p==0  ou  du  second  degre  de  la  forme  xx  —  2px-j-  q  =  Q;  et  toutes  les 
racines  se  trouveront  par  la  resolution  des  egalites  que  ces  facteurs,  ^tant 
pos^s  =0,  fournissent.  Or  chaque  facteur  simple  ou  r^quation  x—p-=^0 
donne  une  racine  reelle  x=p;  et  cliaque  facteur  double  ou  r^quation 
xx  —  2px-\-q  =  0  renferme  deux  racines 

X  =p  4-  y(pp  —  q)     et     x=p  —  V{pp  —  q), 

qui  seront  aussi  reelles,  si  pp>q.  Mais  si  pp<q,  soit  q=pp  -{-rr,  et  11 
sera  Y^pp  —  q)  =  V—  rr  =  rV—  1;  donc  ces  deux  racines  seront  imaginaires, 
savoir 

x=p  +  ry — 1     et     x==p  —  rV-r-l. 

Ayant  donc  dömontr^,  qu'il  est  toujours  possible  de  resoudre  toute  öquation 
en  facteurs,  ou  simples  ou  doubles,  reels,  toutes  les  racines  seront  aussi,  ou 
reelles  ou  imaginaires  de  la  forme  M+  NV—I,  oh.  M  et  JSf  sont  des  quan- 
tites  reelles,  de  sorte  que  Timaginaire  qui  j  entre,  n'est  contenu  que  dans 
la  forme  V—  1.     C.  Q.  F.  D. 

COEOLLAIRE  1 

61.  Si  donc  parmi  les  racines  imaginaires  dMne  equation  quelconque  se 
trouve  une  x=p  +  ry—l,  il  s'y  trouvera  aussi  certainement  celle-cy 
0?=^  — r]/ — 1;  ce  qui  est  Evident  tant  de  la  demonstration  de  ce  th^orfeme, 
que  de  la  nature  du  signe  radical  l/— 1,  qui  renferme  essentiellement  aussi 
bien  le  signe  +  que  le  signe  — ;  de  sorte  que  connoissant  une  racine  ima- 
ginaire  d'une  öquation  quelconque,  l'autre  se  decouvre  d'elle-meme. 

COEOLLAIEE  2 

62.  Ayant  ddjk  fait  voir  que  le  nombre  de  toutes  les  racines  imaginaires, 
qu'une  Equation  quelconque  contient,  est  pair,  cbaque  racine  imaginaire 
x^p  -{-  rV — 1  aura  parmi  les  autres  son  compagnon  x=^p  —  rY — 1,  qui 
lui  appartient  plus  que  toutes  les  autres,  vu  que  tant  la  somme  de  ces  deux 
racines  2p,  que  leur  produit  pp  +  rr,  sont  des  quantites  reelles. 

COEOLLAIRE  3 

63.  De  Ik.  il  est  aussi  clair,  que  si  x  — p  —  rY —  1  est  un  facteur  imagi- 
naire d'une  equation  quelconque,  la  formule  x — p -]- rY — 1  en  sera  aussi  un 

Leonhardi  EuLEia  Opera  omnia  le  Conxmentationes  algebraicae  15 
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facteur.    Et  ces  deux  facteurs  joints  ensemble  donneront  un  facteur  double 
reel  de  la  möme  ^quation,  lequel  sera 

SCHOLIE 

64.  On  comprend  de  Ik,  röciproquement,  que  si  l'on  pouvoit  demontrer 
que  toutes  les  racines  imaginaires  d'une  ^quation  quelconque  eussent  nöces- 
sairement  la  forme  M-i-NV—l,  il  seroit  aisö  d'en  demontrer  que  toute 
öquation  fat  aussi  r^soluble  en  facteurs  röels,  ou  simples  ou  du  second  degrä. 
Gar  les  racines  reelles  foumiroient  toujours  autant  de  facteurs  simples  r^els, 
et  chaque  racine  imaginaire  x==p+rV—l  ^tant  jointe  avec  sa  compagne 
x=p—r  1/— 1  produiroit  un  facteur  double  reel 

XX  —  2px -\- pp -{■  rr; 
de  Sorte,  que  si  une  equation  du  degre  n  =  a-{-2ß  avoit  a  racines  reelles 
et  2ß  racines  imaginaires,  dont  chacune  füt  de  la  forme  M-Jf-NV—l,  il 
seroit  demontre  que  cette  equation  eüt  a  facteurs  simples  reels  et  ß  facteurs 
doubles  r^els.  Or  il  parolt  tres  vraisemblable  que  toute  racine  imaginaire, 
quelque  compliquee  qu'elle  soit,  est  toujours  reductible  k  la  forme  M-j-NY—l, 
et  Mr.  d'Alembeet^)  a  prouve  cela  dans  son  escellente  pifece  sur  le  Calcul  inte- 
gral, qui  se  trouve  dans  le  IL  Volume  de  nos  Memoire s,  d'une  teile  manifere, 
qu'il  n'y  reste  plus  le  moindre  doute.  Cependant  comme  il  a  emploie  dans 
sa  demonstration  des  quantites  infiniment  petites,  quoique  cette  consideration 
n'en  puisse  pas  diminuer  la  force,  je  tacherai  de  tirer  aussi  de  cette  source 
une  demonstration  rigoureuse  du  theoreme  general,  auquel  cette  pifece  est 
destinee,  sans  avoir  recours  h  des  quantites  infiniment  petites.  Or  pour  cet 
effet  j'aurai  besoin  de  quelques  theoremes  preliminaires. 

THEOEEME  12 

65.  Toute  fonction  qui  est  formee,  ou  par  addition,  ou  par  soustraction,  ou 
par  muUipUcation,  ou  par  division  d' autant  de  formules  imaginaires  de  cette  forme 
M-i-Ny  —  l  que  ce  soit,  sera  toujours  comprise  dans  la  mSme  forme  M-^-NV—I, 
les  lettres  M  et  N  marquant  des  quantites  reelles. 

1)  J.  d'Alembert  (1717—1783),  Becherclres  sur  la  calcul  intei/ral,  Histoire  de  l'acad.  d. 
sc.  de  Berlin  2  (1746),  1748,  M^moires,  p.  182.  F.  R.  ' 
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DEMONSTEATION 

Qu'on   s'imagine   plusieurs   formules   imaginaires   de   la   forme   indiquöe, 
lesquelles  soient 

a  +  ßV-l,     ^-t-(jy_l,     e  +  ^V-l,     n  +  dV^l     etc., 

et  il  est  ä'abord  clair,  qu'en  ajoutant  ces  formules  ensemble,  ou  en  retran- 
chant  quelques-unes,  rexpression  qui  en  rösulte  sera  toujours  comprise  dans 
cette  forme  M-\-  NY—I.  II  est  aiissi  clair,  que  si  Ton  multiplie  deux  ou 
plusieurs  de  ces  formules  ensemble,  le  produit  sera  toujours  contenu  dans  la 
formule  M+  NV~1;  car  le  produit  de  deux 

cc  +  ßV—1     et     y  +  SY—l 
etant 

ar-ßS+(aä  +  ßr)y-l, 

a  la  forme  M+  NY—I,  laquelle  etant  outre  cela  multipliee  par  e  +  ^V— 1 
donnera  encore  cette  forme,  et  ainsi  de  suite.  II  ne  s'agit  donc  plus  que  de 
la  division.    Or  il  est  clair  que  ce  cas  se  reduit  toujours  ä  une  teile  fraction 

Ä  +  JBY-l 
0  +  DY-i' 

oü  taut  le  numerateur  que  le  dönominateur  est  d^jk  compos^  par  les  trois 
premiferes  Operations,  Taddition,  la  soustraction  et  la  multiplication,  d'autant 
de  formules  imaginaires  de  la  forme  M-^NY — 1  qu'on  voudra.  Or  cette 
fraction  se  reduira  a  une  autre,  dont  le  d^nominateur  sera  reel,  en  multi- 
pliant  en  haut  et  en  bas  par  C—BY — 1;   car  alors  on  aura 

Ä0  +  BD  +  (BC--ÄI))Y-1 
CC  +  DD 

de  Sorte  que  posant  M  pour  ^^§|  et  iV'.pour  -|^^,  on  aura  cette 
forme  M+NY—L 

Par  consequent  cette  forme  demeure  inalteree,  par  quelques  Operations 
qü'bn  joigne  ensemble  autant  de  formules  imaginaires  de  la  forme  If  +  JV"]/— 1 
qu'on  voudra.     C.  Q.  F.  D. 

Iß* 
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COßOLLAIEE  1 

66.  De  Ih  il  est  aussi  evident  que  toutes  les  pmssances  dont  Texposant 
est  un  nombre  entier  positif,  d'mie  formule  imaginaire  A-^BV — 1,  auront 
toujours  la  m^me  forme  M-^-  NV~1\  puisque  ces  puissances  se  forment  par 
la  multiplication. 

COROLLAIRE  2 

67.  Ensuite,  puisque  la  puissance  (J.  +  JB  ]/— 1)'*  est  contenue  daus  la 
forme  M-^NV — 1,  si  n  est  un  nombre  entier  positif,  la  meme  forme  aura 
lieu,  si  n  est  un  nombre  entier  nögatif.     Car  ayant 


cette  forme  se  reduit  ä 


(a^bV—  ly  '^  = L____„  =  — ^  — , 

^  ^      {A-\-By-iY    M+uy-i 


MM+NN 


COROLLAIRE  3 


68.  La  forme  generale  M-^NV — 1  comprend  aussi  toutes  les  quantites 
reelles,  lorsqu'on  pose  JV"=0.  Donc  joignant  ensemble  par  les  quatre  Ope- 
rations mentionnees,  non  seulement  des  formules  imaginaires  de  la  forme 
M-^NY — 1,  mais  aussi  des  reelles,  le  produit  sera  toujours  compris  dans 
la  forme  ilf+^]/— L 

COROLLAIRE  4 

69.  II  peut  aussi  arriver  que  ce  produit,  quoiqu'il  soit  forme  des  for- 
mules imaginaires,  devient  reel,  les  imaginaires  se  detruisant  mutuellement, 
ou  rendant  JV=0.  Ainsi  le  produit  de  a  +  ßV—1  par  a  —  ßY—l  est  reel; 
et  on  sait  que   (— 1  +  ]/— 3)'=  8. 


THEOEEME  13 

70.  De  quelqiie  puissance  qu'on  extraye  la  racine,  ou  d'une  quantite  reelle, 
ou  d'une  imaginaire  de  la  forme  M-{-NY — 1,  les  racines  seront  toujours,  ou 
reelles  ou  imaginaires  de  la  mSme  forme  ifef+iV]/— 1. 
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DEMONSTRATION 

Soit  n  Texposant  de  la  puissance  dont  il  faut  extraire  la  racine,  de  sorte 
qu'on  ait  ä  considerer  les  valeurs,  ou  de  ya  on  de  K  (a  +  6  y —  1).  Or  puis- 
que  celle-cy  se  change  en  celle-la,  si  &  =  0,  il  suffit  de  prouver  qae 

f(a  +  &]/_l)    ou    (a  +  61/— ir 

est  contenu  dans  la  forme  If  +  iV"]/— 1,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  n. 
Pour  prouver  cela,  qu'on  cherclie  un  angle  9  tel  que  sa  tangente  soit  =  — , 
ou  posaut  ]/(a(^  + ^&)  =  ^?  qu'on  prenne  Tangle  9  tel  que  son  sinus  soit  =~ 
et  le  Cosinus   =  y ;  on  aura  donc 

a  4-  h  V—  1  =  c  (cos  (p  +  V—  1  •  sin  cp) , 

puisque  cos  9  = -^  et  sin  9)  =  ™.  Or  il  est  demontrö  qu'une  puissance  quel- 
conque  d'une  teile  forme,  comme 

(cos  (p  +  ]/—  1  •  sin  (py\ 
est 

=  cos  mcp  +  y —  1  •  sin  mcp, 

quelque  nombre  qu'on  signifie  par  la  lettre  m,  soit  qu'il  soit  affirmatif  ou 
n^gatif  ou  entier  ou  rompu  ou  meme  irrationnel.^)     Cela  pose  on  aura 

(a  +  6l/_  1)-  =  y(a  +  &]/—  1)  =  c^  (cos  (p  +  V—1^  sin  cp^ 
=  (cos  ^y  +  V-  1 .  sin  ^  <p)  f  c. 

Donc  puisque  c  ==  Viaa  -j-hb)  est  une  quantite  reelle  et  positive,  et  Fangle  cp  et 
partant  aussi  sa  partie  —9  avec  son  sinus  et  cosinus  [sont]  aussi  des  quan- 
titös  reelles,  il  est  Evident  que 

ou 

(cos  —  9^  +  V—  1  •  sin  —  (p )  Vc 

appartient  ä  la  forme  M -\-  N  V—  1. 


1)  Voir  A.  DE  MoiVRE,  Miscellanea  anälytica  de  seriehus   et  quadraiuri^^   Londini  1730, 
p.  1.  F.  R. 


118  RECHERCHES  SÜR  LES  RAOINES  IMAGINAIRES  DES  EQÜATIONS     [261---262 

Donc  toutes  les  racines  d'ime  quantite  reelle  ou  imaginaire  de  cette 
forme  M+  NV~1  sont  toujonrs  comprises  dans  la  formnle  generale 
M  +  NV—1.     aQ.F.D. 

COEOLLAIEE  1 

71.  Comme  ort  sait  que  tonte  quantite  a  deux  racines  quarrees,  trois 
racines  cnbiqnes,  quatre  racines  quarre-quarrees,  et  ainsi  de  snite,  on  trouve 
par  cette  methode  tontes  les  racines,  dont  le  nombre  est  =t^,  puisque  —  y 
a  autant  de  valeurs  dijfferentes. 

COEOLLAIEE  2 

72.  Oar  puisque  (p  est  Tangle  dont  le  sinus  est  =  y  et  le  cosinus  =  -"^^ 
au  lieu  de  (p  on  peut  aussi  prendre  les  angles 

4^  +  9?,     8Q  +  (p,     12^ +  y     etc., 

Q  marquant  Tangle  droit,  puisque  tous  ces  angles  ont  le  m6me  sinus  et  cosinus. 
Mettant  donc  dans  la  racine  trouvee 

(cos  j-cp  +  V—1 .  sin  -^  y)  Vc 

pour  9  ces  angles  (p,  i^  +  cp,  S^+cp,  12^  +  9?  etc.,  on  trouvera  autant  d'ex« 
pressions  dilFerentes  qu'il  j  a  d'unites  dans  Texposant  n. 

COEOLLAIEE  3 

73.  Puisque  n  peut  marquer  un  nombre  quelconque,  il  s'ensuit  de  notre 
demonstration,  que  non  seulement  f(a  +  h  Y—  1),  oü  n  est  un  nombre  entier 
positif,  mais  en  general  que  cette  expression  (a  +  &  V—  1^^  quelque  nombre 
que  soit  marque  par  m,  ou  positif  ou  negatif  ou  entier  ou  rompu  ou  möme 
irrationnel,  est  toujours  comprise  dans  la  forme  generale  M+  NV—l. 

COEOLLAIEE  4 

74.  Par  consequent  non  seulement  les  quatre  Operations  de  Tarithmeti- 
que,  mais  aussi  Textraction  des  racines,  de  quelque  degre  qu'elles  soient,  ne 
changent  point  la  forme  M  +  NV—I  des  quantites  imaginaires,  auxquelles 
on  les  applique  d'une  manifere  quelconque. 
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SCHOLIE 

75.  Si  la  quantite  dont  on  cherche  toutes  les  racines  d'un  certain  degre, 
est  reelle  ou  &  =  0,  il  sera  c  =  Vaa,  d'oü  Ton  aura  pour  c  une  valeur  posi- 
tive, quand  meme  a  auroit  une  negative;  et  Tangle  (p  sera  ou  =0  ou  =180^ 
Selon  que  le  cosinus  y  sera  ou  =  +  1  ou  =  —  1.  Dans  le  premier  cas,  oü 
ä  est  positif  et  c  =  a,  les  valeurs  de  (p  seront  donc  0,  4^,  Sq,  12^  etc.  et 
les  racines  du  degre  n  du  nombre  a  seront,  posant  q  pour  la  marque  d'un 
angle  droit, 

fa,     (coB-^+V-l.Bm'^)fa,     (cos  ^  +  ]/- 1  -  sin -^)  f «     etc. 

Or  si  a  est  un  nombre  negatif,  on  aura  les  expressions  suivantes,  ou  bien 
les  valeurs  de  y  —  a  seront 

( cos  ^  ^V-l.  sin  ^-^)fa,     (cos -^-?  +  ]/- 1  •  sin '-?)  f a    etc. 

mettant  pour  cp  successivement  2^,  69,  IO9,  14()  etc.  Mais  cette  matiere 
etant  dejk  suffisamnient  developpee,  je  me  borne  ici  k  cette  unique  consequence, 
que  Textraction  des  racines,  tant  des  quantites  reelles  qu'imaginaires  de  la 
forme  Jf+JV]/— 1,  produit  toujours  ou  des  quantites  reelles  ou  des  imagi- 
naires  de  la  forme  M-^  NV—I, 


THEOREME  14 

76.  De  quelquG  degre  que  soit  une  equation  algebrique,  toutes  les  racines 
imaginaires  qu'elle  peut  avoir,  sont  toujours  eomprises  dans  cette  forme  generale 
M  +  N  V —  1 ,  de  Sorte  que  M  et  N  sont  des  quantites  reelles. 

DEMONSTEATION 
Soit  en  general  Tequation  proposee 

^^H-  Äx""-'-^  £x'-'+  Cx''^'+  Dx'^-^-l =  0, 

et  quoique  nous  ne  soyons  pas  en  etat  d'assigner  la  formule  generale,   qui 
en  contient  les  racines,  comme  nous  le  sommes  pour  les  equations  du  second, 
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troisifeme  et  quatrifeme  degr^  il  est  pourtant  certain^)  que  cette  formule  sera 
composäe  de  plusieurs  signes  radicaux,   dont  les  quantites  connues  A,  B,  C, 
D,  E  etc.  seront  compliquöes.    On  peut  aussi  remarquer  que  cette  expression 
analytique  d'une  racine  quelconque  renfermera  plusieurs  membres,  dont  chacun 
sera  la  racine  d'un  certain  degi-e  d'une  quantite,   qui  renferme   encore  des 
signes  radicaux,  et  que  ceux-cy  auront  apres   eux  encore  d'autres,  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'^   ce  qu'on  parvienne   en  chaque  membre  au   demier  signe 
radical,  qui  n'affecte  plus  que  des  quantites  reelles.    Eemontons  de  ces  der- 
niers  signes  successivement,  et  il  est  evident  que  la  quantite  marquee  par  le 
dernier  signe  sera,  ou  räelle  ou  imaginaire  de  la  forme  M+NV—I.    En- 
suite  devant  cette  quantite,  jointe  avec  quelque  raleur,  ou  räelle  ou  imagi- 
naire aussi  de  la  forme  M+NV-I,  se  trouvera  un  nouveau  signe  radical 
qni  se  reduira  donc  k  f{M+NV-l),  dont  la  valeur  est  encore  de  la  forme 
M-\rNy—l',    et   si  nous   remontons   de  cette  manifere  jusqu'aux  premiers 
signes  radicaux,  qui  distinguent  les  membres,  nous  verrons  qu'aucune  Operation 
ne  nous  sauroit  ecarter  de  cette  forme,  et  que  par  consöquent  chaque  membre 
aura  enfin  la  m6me  forme,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  des  signes  radi- 
caux, qui  y  sont  envelopp^s.     D'ou  il  s'ensuit  que  l'expression  generale,  qui 
renferme  toutes  les  racines  de  l'equation  proposöe,  se  reduira  nöcessairement  h 
la  forme  M+NV—1,   de  sorte  que  toutes  les  racines  imaginaires  ne  sau- 
roient  avoir  d'autre  forme  que  celle-cy.     C.  Q,  F.  D. 

8CH0LIE  1 

77.  Voilk  donc  une  nouvelle  dömonstration  du  th^oreme  general,  que 
je  me  suis  proposd  de  prouver  ici,  et  contre  laquelle  on  ne  sauroit  rien  ob- 
jecter,  si  ce  n'est,  que  nous  ne  savons  pas,  comment  les  racines  des  equa- 
tions  des  plus  bauts  degres  apres  le  4-^  sont  compliquees.  Or  cette  objection 
n'aura  aucune  force,  pourvu  qu'on  m'accorde  que  les  expressions  pour  les 
racines  ne  contiennent  point  d'autres  Operations  que  l'extraction  des  racines, 
outre  les  quatre  Operations  vulgaires,  et  l'on  ne  sauroit  soutenir  que  des 
Operations  transcendantes  s'y  mglassent.  Mais  si  la  conjecture,  que  j'ai  autre- 
fois^)  avancee  sur  la  forme  des  racines  des  dquations  d'un  ordre  quelconque, 
est  fondde,  la  demonstration  que  je  vieus  de  donner  ici,  aura  toute  la  force 

1)  C'est  a  dire  d'apr^s  la  conjecture  avancee  par  Eulee  dans  le  memoire  30  de  ce  vo- 
lume.  F.  B. 

2)  Voir  le  memoire  30  de  ce  Tolume.  F.  R. 
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qu'on  peut  souhaiter,  Car  ayant  une  equation  qiielconque  du  degre  %  je  dis 
qu'il  y  aura  toujours  une  equation  du  degre  n  —  1,  dont  les  racines  etant 
a,  ß,  y,  d,  s  etc.  au  nombre  de  n  —  1,  une  racine  quelconque  de  Tautre  equa- 
tion du  degrö  n  sera 

=  a  +  fa  +  fß  +  fy  +  fS  +  etc., 

oü  a  est  une  quantitö  reelle.  Donc,  si  les  racines  de  Tequation  du  degre 
n  —  1  sont,  ou  reelles  ou  de  la  forme  M-\-  NV—1,  les  racines  de  T^quation 
du  degrö  n  auront  aussi  cette  forme.  Par  consöquent,  puisque  les  racines  des 
equations  du  second  degre  sont,  ou  reelles  ou  de  la  forme  M-i-  NV~1,  les 
racines  des  equations  du  troisifeme  degrö  se  reduiront  aussi  a  la  meme  forme, 
et  partant  aussi  les  racines  des  Equations  du  4"^",  5""',  6^^  etc.  ä  Tinfini. 

SCHOLIE  2 

78.  De  Ik  on  tirera  encore  cette  importante  consequence,  que  toute 
quantite  imaginaire,  quelque  compliquöe  qu'elle  soit,  est  toujours  reductible 
ä  cette  formule  M -^  NV — 1;  de  sorte  que  toute  quantitö  imaginaire  est 
toujours  compos^e  de  deux  membres,  dont  Tun  est  une  quantit(5  reelle  indi- 
quee  par  M^  et  Tautre  est  le  produit  d'une  quantite  aussi  reelle  comme  N, 
multipliöe  par  V—1;  de  maniere  que  V—1  est  la  seule  source  de  toutes  les 
expressions  imaginaires.  Car  si  nous  regardons  Torigine  des  quantitös  imagi- 
naires,  qui  est  Vextraction  des  racines  ou  la  rösolution  des  equations,  il  est 
d^montrö,  que  toutes  les  quantites  imaginaires  qui  en  d^coulent,  sont  toujours 
comprises  dans  cette  forme  M-^-NV — 1,  et  de  plus  j'ai  fait  voir,  que  de 
quelque  manifere  qu'on  traite  une  ou  plusieurs  quantites  imaginaires  de  cette 
forme  par  les  Operations  de  Tanalyse,  Taddition,  la  soustraction,  la  multipli- 
cation,  la  division  et  Textraction  des  racines,  toutes  les  expressions  qui  en 
r^sultent,  se  r^duisent  toujours  k  la  möme  forme  M-\-  NV — 1.  On  sera  donc 
Obligo  d'accorder  cette  v6rite,  en  tant  que  ce  ne  sont  que  les  Operations  al- 
g^briques,  par  lesquelles  les  formules  imaginaires  sont  compliquees;  mais  on 
doutera  peut-6tre,  si  les  quantites  imaginaires  qui  dörivent  des  Operations 
transcendantes,  comme  sont  Celles  qui  impliquent  la  nature  des  logarithmes 
ou  des  angles,  sont  encore  reductibles  ä.  la  möme  forme.  Or  pour  lever  ce 
doute,  je  ferai  voir  que  toutes  les  Operations  transcendantes  qui  sont  connues, 
n'ecartent  point  les   quantites   imaginaires  qu'elles  produisent,   de  la  forme 

Lbokhaudi  EuLfiKi  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  16 
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marquee  et  quoiqu'il  soit  impossible  d'appHquer  le  möme  raisonnement  k  toutes 
les  Operations  transcendantes,  les  propositions  suivantes  öteront  tout  suiet  de 
douter  dayantage  de  la  y^rite  de  cette  propri^te  generale  de  toutes  les 
quantites  imagmaires,   de  quelque  source  qu'elles  puissent  tirer  leur  origine 


PEOBLEME  1 

79.    Une  gmntite  imagimire  etant  elevee  ä  um  puissance  dmt  Vexposant  est 
um  qmntUe  reelle  quelconque,  determmer  la  forme  imaginaire  qui  en  resulte. 

SOLUTION 

Soit  a  +  ftl/-l  la  quantite  imaginaire,  et  m  Texposant  reel  de  la  puis- 
sance, de  Sorte  qu'il  s'agit  de  d^terminer  M  et  N  pour  qull  soit 

rosons 

y(aa  +  hb)  =  c 

et  c  sera  toujours  une  quantite  reelle  et  positive,  car  nous  ne  regardons  pas 
xci  lambigulte  du  signe  V-  Ensuite  cherchons  Fangle  9)  tel  que  son  sinus 
soit  =  -  et  le  Cosinus  =  -J,  ayant  ici  egard  a  la  natura  des  quantites  a  et  h, 
si  elles  sont  afiirmatiyes  ou  negatives;  et  il  est  certain,  qu'on  pourra  tou- 
joiars  assigner  cet  angle  9,  queUes  que  soient  les  quantites  a,  h,  poui-vu 
qu  elles  soient  reelles,  comme  nous  le  supposons.  Cr  ayant  trouve  cet  angle  cp 
qui  sera  toujours  reel,  on  aura  en  meme  tems  tous  les  autres  angles  dont 
le  Sinus  -  et  le  cosinus  ^  sont  les  memes;  car  posant  n  pour  l'angle  de  180", 
tous  ces  angles  seront 

(f,    271  + (p,   In  +  if,    QTi-]-cp,   %n  +  (p   etc., 
auxquels  on  peut  ajouter  ceux-cy 

—  271  +  9),    —^n  +  (p,—Qn-\-cp,    -%ji  +  (p    etc. 
Cela  pose  il  sera 

a  +  J  1/-  1  =  c  (cos  (p  +  Y-i.  sin  y), 
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et  la  puissance  proposee 

(a  +  &  y—  1)'"  =  d^  (cos  9?  +  ]/—  1 .  sin  cpY, 

oü  d^  aura  toujours  une  valeur  reelle  positive,  qu'il  faut  lui  donner  prefe- 
rablement  a  toutes  les  autres  valeurs,  qu'il  ponrroit  avoir.  Ensuite  il  est 
demontre  que 

(cos  (f  +  ]/—  1  •  sin  (py^'  =  cos  mcp  +  ]/—  1  -  sin  my ; 

oü  il  faut  remarquer,  que  puisque  m  est  une  quantite  reelle,  Tangle  mtp  sera 
aussi  reel,  et  partant  aussi  son  sinus  et  son  cosinus.     Donc  nous  aurons 

{a  +  lY—  ly  =  e  (cos  mcp-^V—l'  sin  mxp), 

ou  bien  la  puissance  (a  +  J  l/— 1)"^  est  contenue  dans  la  forme  M+  NV—I, 
en  prenant 

ilf  =  d"  cos  mcp     et     JV==  c"'  sin  mcp, 
oü  il  y  a 

c  ==  Viaa  -^Ih)     et     cos  (p  =         et     sin  9?  =  —  • 

G.  Q.  F.  T. 

COEOLLAIRB  1 

80.  De  meme  maniere  qu'il  est 

(cos  (f  +  ]/—  1  •  sin  (py  =  cos  7n(p  +  (/—  1  -  sin  m(p , 
il  sera  aussi 

(cos  cp  —  V—  1  •  sin  y)^  =  cos  mcp  —  )/—  1  •  sin  mcp, 
et  partant  on  aura 

(a  —  b  Y—  ly  =  d''  (cos  w^  —  y~  1  •  sin  my), 
oü  (p  marque  le  meme  angle  que  dans  le  cas  precedent. 

COEOLLAIRB  2 

81.  Si  Texposant  m  est  nögatif,  puisque 

Bin  — m(p  =  —  sin  mcp     et     cos  —  mcp  =  cos  mcp, 

16* 


il  sera  donc 

(«  +  &]/_  !)-«>  =  ^-.(,0,  m9>  +  1/- 1 .  sin  mg^). 
COEOLLÄIEE  3 

tous  les  angles  y,  ±  2.  +  ^,  +  4.  +  ^,  ±  6.  +  <p  etc.,  on  trouvera  touL! 
pour  sm  m(^  et  cos  m<p  les  mömes  valeurs.  ^ 

COBOLLAIEE  4 
83   Mais  si  l'exposantm  est  un  nombre  rompu  -J,  l'expression  (a  +  hV-lY 
aura  autant  de  valeurs  differentes,  qu'il  j  a  d'unites  en  .;  car  en  substituant 
pour  ^  les  angles  «.arques,  ou  obtiendra  autant  de  vaW  differente    pour 
sm  mg>  et  cos  m^,  que  le  nombre  r  contient  d'unites.  ^ 

COEOLLÄIEE  5 

..r.hlP  J^V^  -f'  'v    '^''''  .^"'/'  "'  ?*  ^'^  ^"^^"^  irrationnel  ou  incommen- 
dStt  f'  'T'''^'"  («  +  &l/-ir  aura  aussi  mxe  infinite  de  valeurs 

nron      e%'"  f  ""'"  ^'  ±  ^^  +  ^,  ±4.  +  ^,  ±6.  + ^  etc.  foux- 

mront  de  diverses  valeurs  pour  sin  m,p  et  cos  mcp. 

SCHOLIE  1 
85.   Le  fondement  de  la  Solution  de  ce  probleme  est,  que 

(cos  9,  +  l/_  1 .  sin  9,)™  =  cos  »^^  +  y- 1 .  sin  «^, 
dont  la  v^ritö  se  prouve  par  les  tbeoremes  connus  sur  la  multiplication  des 
angles.     Car  ayant  deux  angles  quelconques  <p  et  6,  il  sera 

(cos^  +  >/-l.sin9,)(cosö  +  /_l.sinö)  =  cos(^  +  ö)  +  |/_l.si3,(^  +  ^)^ 
ce  qui  est  clair  par  la  multiplication  actuelle,  qui  donne 

cos9,cosö-sin9PsinÖ  +  (cos9sinÖ  +  sin9>cosÖ)T/-L 
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Or  on  sait  qu'il  y  a 

cos  cp  cos  d  —  sin  9  sin  6  =  cos  (cp  +  6) 
et 

cos  9  sin  ö  +  sin  9  cos  ö  =  sin  (y  +  d), 
D'on  Ton  tire  aisement  la  consequence,  qu'il  est 

(cos  (p  +  y —  1  •  sin  (py  =  cos  mcp  +  Y —  1 .  sin  mcp, 

lorsqne  Texposant  m  est  nn  nombre  entier.  Mais  que  la  möme  formule  a 
lieu  anssi,  quand  m  est  nn  nombre  quelconque,  la  differentiation  aprfes  avoir 
pris  les  logarithmes  le  mettra  hors  de  donte.  Car,  prenant  les  logarithmes, 
on  aura 

ml  (cos  c/3  +  Y—  1  •  sin  9)  =  Z  (cos  mcp  +  Y —  1  •  sin  mcp). 

Maintenant,  traitant  Tangle  cp  comme  nne  quantit^  variable,  on  aura 

-—md(p  sin  tp  +  md(p  ]/—  1  •  cos  cp —mdcp  sin  mcp  +  mdcp  ]/—  1  •  cos  mg? 

cos  9?  +  ]/—  1  •  sin  gp  cos  mcp  +  ]/—  1  •  sin  mg? 

et  mnltipliant  les  numerateurs  par  —  ]/— 1,  on  obtiendra 

mc?y  (cos  cp  +  ]/—  1  '  sin  cp)  mdcp  (cos  mcp  +  ]/—  1  •  sin  mcp)  , 

cos  (p  +  y —  1  •  sin  9  cos  mcp  +  Y—  1  •  sin  mcp 

ce  qui  est  une  equation  identique. 

SCHOLIE  2 

86.  Mais  on  demandera,  comment  on  auroit  pu  parvenir  k  la  transfor- 
mation  de  la  formule  (a  +  ft]/— 1)'^  a  la  forme  M  +  NY—1,  si  Ton  n'avoit 
pas  SQU  la  propriete  mentionnöe  des  angles  multiples,  qui  paroit  d'abord  tout 
h  fait  etrangfere  k  ce  dessein.  Pour  cet  effet  je  joindrai  ici  une  autre  Solution 
du  problfeme,  saus  employer  cette  propriete;  et  la  methode  dont  je  me  ser- 
viral,  conduira  aussi  k  la  Solution  des  problemes  suivans.  Comme  11  s'agit 
donc  de  convertir  la  forme  (a  +  &l/— 1)'''  en  celle-cy  x  +  yY—l^  je  pose 

(a  ^bY—iy  ==^  X  -[-  yY—  1 
et,  prenant  les  logarithmes,  on  aura 

ml{a  +  lY—l)==-l{(x)  +  yV—l); 
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maintenant,  regardant  a,  l,  cc,  y  comme  variables,  je  prend  las  difförentiels  ^ 

mda  +  mdhV-i  ^  dx  +  dyY-i 

qui  se  reduisent  k  cette  equation 

aa-+-oo  " — — ' r -^ — -, 

xx  +  yy 

InJJr^  "^^^  !T   T""^"''   "^'^'   '*  imaginaires   soient  separäment  ögaux 

Zt    VT""        ?  '"'^^''^''^  ''^^^^^  ^^«  ^^^^'^  r^«ll«  ^  une  imagi- 
nana.     De  lä  nous  tirerons  deux  equations 

mada  +  mldh  _^  xdx  +  ydy 
et  aa  +  6&  a;a;  +  yy 

w(ad&  — 5(?a)^  xdv  —  vdx 
aa  +  bb       ~    xx  +  yy 

L'iategrale  de  la  premiere  est 

mlV(aa-\-ih)==iy{xx-\-pj)-\.W. 
Soit  donc  y(aa  +  hb)  =  c,  et  il  sera 

c™=C'l/(a;a;  +  2/2/). 

Ponr  determiner  cetta  constante  C,  on  n'a  qn'a  remarquar,  qua  si  &  =  0  et 
a  =  ,  il  faut  quil  y  ait  ^  =  0  et  ^  =  l/d'oü  nous  yoyons,  qu'il  doit  6tre 
C  =  1.     Donc  posant  y(aa  +  bh)  =  c,  nous  aurons 

y(a;a;  +  yy)  =  c'". 
Ensuite  rintegrala  da  l'autra  equation  est 

m  A  tang  -  =  A  tang  ^  +  (7; 

— — a  ^  X  ' 

1)  n  est  surprenant  qu'  Eüler  ne  cite  pas  ici  le  memoire  de  d'A.e^ibekt  Beflexions  sur  la 
cause  generale  des  vents.    Pri.  de  Berlin  pour  l'annee  1746  (Paris  1747),  art.  79,  p  1^  En    ff  t 

^magma> es  Gehet   Em  Be^t,■ag  ,nr  GescMcMe  der  FunUimenmeorie.  Biblioth.  Mathem.  1„  1900 
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oü  Ton  voit  que  la  constante  C  doit  6tre  =  0,  puisque,  si  &  =  0,  il  faut  qu'il 
soit  aussi  «/  =  0.     Par  consequent  nous  aurons 

m  A  tang  —  =  A  tang  ^-  ■ 

Soit  (f  l'angle  dont  la  tangente  =|-,  ou  bien  soit  sin  ^  =  --  et  co&  cp  =  ~, 
et  ayant  m^)  =  Atacg-^,  il  sera 


|-  =  tangm93, 


ou 


_£ — ^  =  sin  mcp     et     ~~^ ^-  =  cos  ma. 

Donc  puisque  ^{xx -\-yy)  =^e",  nous  aurons  pour  la  Solution  du  problfeme 

x  =  (f'  cos  mcp     et    y  =  c'"  sin  mcp, 

prenant  c  =  y{aa  +  U),  et  l'angle  cp  ötant  tel  qu'il  soit  sin  y  =  A  et 
cos<^  =  -"-;  d'oü  l'on  voit  que  l'angle  cp  a  une  infinite  de  valeurs,  comme 
j'ai  dejk  remarquö,  qui  sont  cp,  ±2n-{-cp,  ±  An  -\-cp,  ±Jn  +  cp  etc. 


PROBLEME  2 

87.    Une  quantüe  reelle  positive  etanf  elevee  ä  une  puissmce  dont  l'exposant 
est  une  quantife  imaginaire,  tromer  la  valeur  imaginaire  de  cette  puissance. 

SOLUTION 

Soit  a  la  quantite  reelle  positive  et  m-{-n  Y—  1  l'exposant  de  la  puis- 
sance, de  Sorte  qu'il  faut  chercher  la  valeur  imaginaire  de 

Soit  donc 

et  il  sera 

(in  +  nV~  l)la  =  l{x  +  yV-^  1), 
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dont  prenant  les  differentiels  en  posant  a,  x  et  y  variables,  nous  aurons 

mda   ,   nday—1  ^  dx  +  dyY—1  ^  xdx  +  ydy  ,   xdy  —  ydx y_  ^ 
a  a  x  +  yY—l  xx  +  yy  xx  +  yy 

Bgalant  donc  separement  ensemble  les  membres  röels  et  imaginaires,  nous 
auroBS  ces  deux  equations 

mda xdx  +  ydy        ,      nda xdy  —  ydx 

a  XX  +  yy  a  xx  +  yy 

dont  les  integrales  prises,  comme  il  faut,  seront 

V(xx  +  yy)  =  a'^'    et     Atsng  ^  =  nla     ou    -^  =  tang^^a, 

oü  la  marque   le  logaritlime  hyperbolique  de  la  quantite  reelle   positive   a, 

lequel  aura  par  conseqnent  aussi  une  valenr  reelle.     Prenant  donc  dans  nn 

cercle  dont  le  rayon   =1,  un  B.xo  =  nla,   a  cause  de  V(xx +- yy) -=  a"\  nons 

obtiendrons 

X  =  a"^  cos  nla     et     y  =  a'''  sin  nla^ 

et  ces  valeurs  etant  posees  pour  x  et  y,  on  aura 

C.  Q.  F.  T. 

COEOLLAIEE  1 

88.  La  quantite   imaginaire   a'""^'*^'"^   sera   donc   aussi  comprise   dans  la 
forme  gönörale  M  +  NV—  1,  puisque  nous  venons  de  trouver 

lorsque  a  est  une  quantite  reelle  positive;  car  si  a  etoit  une  quantite  nega- 
tive quoique  reelle,  son  logarithme  seroit  imaginaire,  et  partant  aussi  cos^ia 
et  sin  nla  imaginaires. 

COEOLLAIEE  2 

89.  Puisque  a'''^''^-' =  ä""  -  a""^'',  il  sera 

et  prenant  n  negatif,  il  sera  aussi 
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COROLLAIEE  3^) 

90.  De  Ik  il  s'ensuit  que  les  formales  suivantes  sont  reelles 

— _  cos  nla 

et 

; =  sm  nla. 

2  ■)/- 1 

Or  si  a  =  l,  il  sera  tant  l"»^-^  =  1,  que  l-«V-i  =  i^  ^  cause  de  ?1==0. 

COEOLLAIEE  4 

91.  Donc  si  l'on  met  w  ==  1  et  a  =  2,  il  sera 

==  COS  Z2 

2 

et 

2V-1-2-V-1        .    ,„ 

—  =  sm  ( 2. 

21/- 1 

Or  puisqu'il  y  a 

Z2  =  0,6931471805599, 

on  en  tirera 

cos  Z  2  ==  0,76923  89013  540  =)  ==  1^" '  ±11-^" ' . 
Mais  Tarc  meine  dont  le  Cosinus  =  Z 2,  se  trouve  39^  42^  51^^  52^^^  9^^.^) 


1)  Voir  pour  les  formules  des  corollaires  3  et  4  les  lettres  d'EuLER  a  Chr.  Goldbach  du 
9  dec.  1741,  6  mars  1742,  8  mai  1742,  30  juin  1742,  Oorrespondmice  matk  et  pJiys,  puUiee  par 
P.  K  Fuss,  St.-Petersbourg  1843,  t.  I,  p.  110,  114,  123,  130;  Leonhardi  Eüleri  Opera  omnia, 
series  III.  P.  R. 

2)  Yaleur  plns  exacte: 

cos  ?2  =  0,76923  89013  63972  126  .  .  . 
On  trouve  de  meme: 

smZ2==  0,638961276313634  801  .  .  ,, 

valeur  qui  permet  de  controler  le  calcul.  F.  R. 

3)  Valeur  plus  exacte:  39^  42'  51"  52"'  8'^  2^  9'^'  58^"  ...  F.  R. 

Leonhabdi  Euleri  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  17 
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SCHOLIE 

92.  Le  cas  oü  a  est  un  nombre  negatif,  qui  n'est  pas  compris  dans 
cette  Solution,  quoique  a  soit  une  quantit^  reelle,  se  resoudra  par  le  problfeme 
suivant,  oü  je  prendrai  pour  la  quantite  qui  doit  etre  elevee  k  un  exposant 
imaginaire,  une  quantite  imaginaire  quelconque  de  la  forme  a  +  b  V—  1,  qui 
comprend  sous  eile,  en  posant  6=^0,  toutes  les  quantites  reelles,  tant  n(5ga- 
tives  que  positives. 

PROBLEME  3 

93.  Une  quantite  imaginaire  etant  elevee  ä  une  puissance  dont  V exposant  est 
aussi  imaginaire^  trouver  la  valeur  imaginaire  de  cette  puissance. 

SOLUTION 

Soit  a  +  lV—l  la  quantitö  imaginaire  et  m  +  nV—l  Texposant  de  la 
puissance,  de  sorte  qu'il  faille  trouver  la  valeur  de  cette  formule 

Posons  donc  pour  cet  effet 

et,  prenant  les  logarithmes,  on  aura 

(ni  +  nV—  l)l(a  +  hy-l)  =  l{x  +  yV- 1). 
Fassons  aux  differentiels,  et  puisque,  comme  nous  avons  dejk  vu, 

^  -^  xx  +  yy  xx  +  yy 

nous  aurons 

m{ada  +  hdh)       n(ada  +  bdh)y~  1    .    ^ {adb  —  Ida) ]/—  1        n{adl  —  hda) 
aa  +  hh       ^  aa  +  hb  "^  aa  +  hb  a^  +  blT" 

xdx 4- ydy  _,    (xdy  —  ydx) ]/—  1 

"""     XX  +  yy     "^  ""^"^     xx  +  yy 
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Egalant  maintenant  separement  les  membres  reels  et  imaginaires,  nous  aurons 
ces  deux  egalit^s 

m{ada  +  hdV)       n(adh--hda) xdoG  +  yäy 

aa  +  hh  -       aa-^-hh  xx  +  yy    ' 

m^adh  —  idd)   ,    n(ada  +  hdh)  __  xdy-^-ydx 
aa  +  ih  aa  +  hh  xx  +  yy 

Pour  en  prendre  les  integrales  soit 

)/(aa  +  66)  =  c     et    Atang  — =  y     ou  bien     siny  =  —     et     0039)  =  —? 

d  C  C 

d'oü  Ton  peut  toujours  trouver  Tangle  ^;   or  je  suppose  ici,   que  c  est  une 
quantite«  positive  =  V(aa  +  bh),     Cela  remarque,  nos  integrales  seront 

mlc  —  n(p  =  iy(xX'i'yy)^ 

mcp  +  fi'lc  ===  A  tang  --  • 

De  Ik  il  s'ensuit,  qu'il  sera 

l/(a;i^  +  t/t/)  =  c'^e-'^^ 

mettant  e  pour  le  nombre  dont  le  logarithme  byperbolique  est  =  1.     Ainsi 
pour  trouver  les  valeurs  iu  et  y  de  cette  öquation 

ayant  pose    c  =  y(aa  +  6&)   et  pris   Tangle   cp  tel    qu'il   soit    cos  c/)  ==  y   et 
sin  y  =  — ,  on  aura 

i3j  =  c'^a""*^  cos  (my  +  >^k), 

y  =  d^'e"^'^  sin  [mcp  +  nie). 
C.  Q.  F.  T. 

COEOLLAIEE  1 

94.  Si  &  =  0  et  a  une  quantite  positive,  on  aura  c  =  a  et  Tangle  c/?  =  0 
ou  +271  ou  +471  ou  en  g^n^ral  (p=^2lTi,  prenant  X  pour  un  nombre  entier 
quelconque;  donc  il  sera 

^m^nV-^i  _  ^m^^unn  (^^g  (2Xm7i  +  nU)  +  l/—  1  •  slu  {2Xmn  +  nldj), 

qui  convient  avec  la  forme  prec^dente,   si  Jl  ==  0;   de  Sorte  que  cette  trans- 
formation  est  plus  generale. 

17* 
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COEOLLAIRE  2 

95.   Si  &  =  0  et  a  une  quantit^  negative  —  a,  il  sera  encore  c  ==  +  a  et, 

k  cause  de  cos^  =  ^  =  — 1,  l'angle  9)  sera  +71  ou  +37i  ou  ±_hn  etc.  ou 

en  general  (p  =  (2X  —  l)n,  prenant  pour  X  un  nombre  quelconque  entier,  ou 
positif  ou  negatif.     II  sera  donc 

(_  a)™+'"'-i= o'»e-(^^-i)-(cos  ((2A  -  l)m7i  +  nla)  +  ]/-!•  sin  ((2A  -  1)»17t  +  nla)). 


eOEOLLAIEE  3 

96.  En  general  donc,  quelques  quantites  que  soient  a  et  l,  donnant 
k  c  la  valeur  positive  de  "j/(aa  +  &6),  et  prenant  pour  (p  un  tel  angle  que 
wa.(p  =  —  et  cos  9)  =  -|-,  puisque  pour  (p  on  peut  ^galement  prendre  en  g&ieral 
l'angle  "IXn-^-ip,  oü  X  marque  un  nombre  entier  quelconque  affirmatif  ou 
negatif,  on  aura 

=  C^ß-^^""-«^  (cos(2Am7t  +  m^)  +  nie)  +  V-  1  •  sin  {2Xm7i  +  mtp  +  nie)), 

d'oti  Ton  trouvera  toutes  les  valeurs  possibles,  que  cette  formule 

(a  +  &  V—  i)'»+«V-i 

renferme,  en  donnant  b,  A  successivement  toutes  les  valeurs  0,  +1,  +2, 
+  3,  +4  etc.,  oü  il  sufät  de  prendre  pour  c'"  la  seule  valeur  reelle  et  posi- 
tive, qui  y  est  renfermee. 

OOEOLLAIRE  4 

97.  Si  a  =  0,  w  =  0  et  h  =  l,  il  sera  c  =  l  et  ^'  =  1-71,  d'oü  Ton  tirera 
cette  transformation 

ou  bien 

qui   est   d'autant   plus   remarqaable,   qu'elle   est  reelle,    et    qu'elle   renferme 
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meme  une  infinite  de  valeurs  reelles  differentes.  Gar  posant  A  =  0,  on  aura 
en  nombres 

()/_  l)>^-i  =  0,20787  95763  507.  ^) 

COEOLLAIRE  5 

98.  Si  Ton  pose  a  =  cos^  et  b^sin^y  prenant  c=^l,  de  sorte  que 
Ic^O^  on  aura  cette  transformation  remarquable 

(cos  9  +  y—  1 .  sin  (pY^^^y-^ 
=  e^^^'»^-^^^  (cos  m(2A7r  +  9))  +  ]/—  1  •  sin  m(2A7t  +  tp)) ; 

et  si  m  ==  0,  cette  formule  sera  reelle 

(cos  9?  + /— 1  •  sin  y)"^^"-^  =  e-'^"^""'^. 

SCHOLIE 

99.  Nous  voyons  donc  par  Ik,  que  toutes  les  quantites  imaginaires  qui 
tirent  leur  origine  non  seulement  des  Operations  algebriques^  mais  aussi  Celles 
qui  naissent  de  Televation  a  des  exposans  quelconques,  et  meme  imaginaires, 
sont  toujours  reductibles  a  la  forme  generale 

m+nV—i. 

Et  on  comprend  de  Ik  aussi,  que  si  les  exposans  t^toient  eux-memes  de 
telles  puissances  a  exposans  imaginaires,  la  valeur  de  toute  la  formule  seroit 
neantmoins  comprise  dans  la  forme  M  +  NV —  1.  Car  il  est  clair,  si  a,  /?,  y 
marquent  des  quantites  imaginaires  de  la  forme  M-^NV — 1,  la  quantite 
derivee  a^^  j  seroit  aussi  toujours  comprise,  puisque  Texposant  ß^  est  reduc- 
tible  k  cette  forme. 


1)  Valeur  plus  exacte: 

0,20787  95763  008. 
En  effet,  on  trouve: 

(y-  1/"^  -  f^^  -  0,20787  95763  50761  90854  69555  .  .  . 

De  meme  (pour  controler): 

(]/-  l)"~^"^  -  e^  «=  4,81047  73809  65351  65547  30345  ...      F.  E. 
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PKOBLEME  4 

100.    Tln  nombre  imaginaire  quelconque  etant  propose,  trouver  son  logarithme 
hyperlolique. 

SOLUTION 

Soit  a  +  hV—l  la  quantite   imaginaire   dont   il  faut  chercher  le  loga- 
rithme, qui  Boit  ^x  +  yV—l,  de  sorte  qu'il  j  ait 

l(a  +  by-l)^x  +  yy-i: 
Prenant  les  diflferentiels,  ön  aura 

Soit  encore  V(aa  +  ib)  =  c,  et  l'angle  g>  tel  qu'il  soit  cos  9)  =  --  et  sin  y  =  --; 
et  par  Tintegration  on  trouvera 

ic  ==  lV{aa  -\-bb)'=lc    et    2/  =  A  taug  -  ==  y. 
Donc  nous  aurons 


l{a +  hV-l)^iy(aa-i-hb)-\-y-l'k  cos— -^ 

y(aa  +  IV) 

Ott  r  ^  y 


,  sm 


l{a  +  öV-  1  =  l-y{aa  +  &&)  +  y_  1 .  A  _ 
C.  Q.  F.  T.  YK      -r     ) 

COEOLLAIßE  1 

101.  Puisqu'il  y  a  une  infinite  d'angles  auxqnels  repond  le  meme  sinus 
y^aa-\-m  ®*  ^°^^^^^  \/(aa-x-hi)'  ^^^^"®  nombre,  tant  reel  qu'imaginaire,  a  une 
infinite  des  logarithmes,  dont  tous  sont  imaginaires  a  Texception  d'un  seul, 
lorsque  &  =  0  et  0  un  nombre  positif. 

COEOLLAmE  2 

102.  Si  nous  posons  ]/(aa  +  &fe)  =  c,  et  l'angle  trouve  =?',  ä  cause  de 
a  =  ccoB(p  et  &  =  c sin (p,  il  sera 

^c  (cos  93  +  V— 1 .  sin  9?)  =^  Zc  4- 9  ]/— 1; 
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oü  au  lieu  de  tp  il  est  permis  de  mettre  +27i  +  (f,  +4:71-^  cp,  +  67t  +  9?  etc., 
le  charact^re  n  marquant  la  somme  de  deux  angles  droits.     On  aura  donc 

l(cos  (p  +  V—  1 '  sin q))  =  (pV—  1^ 

PKOBLEME  5 

103.    Un  logarithme  imagimire  äant  donne,  trouver  le  nombre  qui  lui  con- 
vient 

SOLUTION 

Soit   a  +  bV—  1    le  logarithme  imaginaire   propose,    et  o;  +  t^ V—  1    le 
nombre  qui  lui  convient,  de  sorte  que 

Comparant  cette  equation  avec  Celle,   que  nous  venons   de  deduire  dans  l'ar- 
ticle  precedent 

Ic  (cos  (p  +  V—  1 '  sin  (p)  =^Ig  +  (p  V—  1, 

nous   aurons    (p  =  b   et  lc  =  a,    donc   c  =  e%    supposant    ?e  =  1.     D'oü  nous 

tirerons 

x^e""  cos  b     et     y  =  e""  sin  &. 

Par  consequent  le  nombre  qui  repond  au  logarithme  a  +  bV—1,  sera 

=  e'^(cos  &  +  V—  1  •  sin  6). 
C.  Q.  F.  T. 

COROLLAIEE  1 

104.  Toutes  les  fois  donc  que  b  est  ou  zero  ou  egale  a  4:7t,  +2n, 
±  37t  etc.  ou  bien  en  general  &  =  +  Att,  le  nombre  qui  repond  au  logarithme 
aJ^b  V—  1,  sera  reel  et  ==  +  e^.  II  sera  positif,  si  A  est  un  nombre  pair,  et 
negatif,  si  X  est  impair. 

COEOLLAIKE  2 

105.  On  voit  aussi,  qu'il  n>  a  quMn  seul  nombre  qui  convienne  a  un 
logarithme  propose;   et  que  toutes  les  fois  que  le  logarithme  est  reel,  le 
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nombre  sera  aussi  reel.  Mais  qu'il  y  a  aussi  des  cas,  oü  quoique  le  logarithme 
soit  ima^aire  le  nombre  est  pourtant  reel.  Mais  ayant  döjk  suffisamment 
expose  cette  maübre  ailleurs^,  je  passe  aux  quantites  imaginaires,  qui  renfer- 
ment  des  angles,  ou  leurs  sinus,  cosinus  et  tangentes. 


PROBLEME  6 

106.    Un  angle  ou  arc  de  cercle  imaginaire  quelconque  etant  propose,  trouver 
son  Sinus  et  costnus  et  tangente. 

SOLUTION 

Seit  a  +  ftTZ-l  i'angle  proposö,  qui  etant  compose  de  deiix  parties 
lune  reele  a,  et  IW  imaginaire  ./-l,  nous  n'avons  qu'.  chercher  le 
Znenl         '°''''''  '''   imaginaire.      Or  les   series   connues^   nous 

cos  bV-  1  =  1  +  ü  +  __&_L_  4_  „.,  _e^  +  e-» 

^1-2.3    ^1.2-3-  4.5    +  ^^^-  ==  —J—  y—  1. 

et  de  Ih  nous  tirerons 

sin  (a  +  S  V-  1)  -  i  (e'  +  e-.)  sin  «  +  i:=i  (,•_  ,-.)  „„,  „_ 
.(«  +  6 )/- 1)  » 1  («>  +  ,-.)  cos  a  -  %i  (..  _  e-.)  sin  a;         ■ 


cosf 


ernn  loj  (l/4yj,  1751,  p.  139;  Leonsardi  Euleri  Opera  oimia,  series  I,  vol.  17,  p.  195. 

m.,n.  O^eraor^^a,  series  I,  vol.  8.    Voir  aussi  le  ..en^oire  61  (sui  ant  lix  d'Wrl  V 

m,ua  eaeäe.  su^^aüones  e.  fönte  .na.^  c^verso  äer^a^,  Miscellanea  Ber^      iS' 
p.  172;  LEomARDx  Euleri  Opera  omnia,  series  I,  vol.  14.  p.  ß.  ' 
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donc  la  tangente  sera 

tang  (a  +  &  y- 1)  =  (A+JJ^-ß  -  +  (^ -^')Vpl 
^^  ^       (e»+e-»)-(e*-c-')tanga-y-l 

ou  bien 

C.  Q.  F.  T. 

COEOLLAIEE  1 

107.  Pnisque  dans  Texpression  de  la  tangente,  tant  le  numerateur  que 
le  denominateur  sont  imaginaires,  si  Ton  en  delivre  le  denominateur,  on  aura 

COEOLLAIEE  2 

108.  Le  sinus  de  T  angle  a-i-bV — 1  devient  reel  non  seiüement  dans  le 
cas  6  =  0,  oii  Tangle  meme  est  reel,  mais  aussi  dans  les  cas,  oü  cosa  =  0, 
ce  qui  arrive,  lorsque,  posant  q  ponr  la  marque  d\in  angle  droit,  il  est 
(x  =  (2A  — 1)9,  oü  A  signifie  un  nombre  entier  [positif]  ou  negatif.  Gar  alors 
il  sera 

sin  ((2  A  -  1)  9  +  &  1/-  1)  =  ±  I  {e'  +  e"  ^) , 

oü  le  signe  +  a  lieu,  si  A  est  un  nombre  impair,   et  le  signe  — ,   si  A  est 
un  nombre  pair. 

COEOLLAIEE  3 

109.  De  meme  le  cosinus  de  Tangle  a  +  &  V—  1  sera  reel  non  seulement 
lorsque  &  =  0,  mais  aussi  lorsque  sin  a  =  0,  ce  qui  arrive,  si  a^2Xg,  et  alors 
on  aura 

cos  {2Xq  +  &y-  1)  =  +  1  (e^  4.  e-'), 

oü  le  signe  superieur  +  a  lieu,   si  A  est  un  nombre  pair,   et  Tinferieur  — , 
si  A  est  un  nombre  impair. 

COEOLLAIEE  4 

110.  Pour  la  tangente  de  Tangle  a  +  bV — 1,  eile  ne  sauroit  jamais 
devenir  reelle,  k  moins  qu'il  ne  füt  b  =  0,  ou  Tangle  meme  r^el 

Leonhahdi  Euleei  Opera  omnia  le  CommentationeB  algebraicae  18 
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COKOLLAIEE  5 

111.  Les  formules  trouvees  foumissent  encore,  ea  donnant  k  V—l  ses 
deux  signes  +  et  —,  qui  lui  conviennent  egalement,  les  formules  suivautes, 
qu'il  sera  k,  propos  de  remarquer: 

sin  (a  +  J  y— 1)  +  sin  (a  -  &  y- 1)  =  (e^  +  e-*)  sin  a, 

sin  (a-i-hV-1)-  sin  (a  -  h  V-  1)  =  (e*  -  e'')  V-  1 .  cos  a, 

cos  (a  +  &  ]/-  1)  +  cos  (a  _  6  ]/_  i)  =  (e*  +  e"»)  cos  a, 

cos(a  +  h  V—  1)  —  cos(a  —  &  V-  1)  =  _  (e^  _  ß-')  Y—  1 .  sin  a. 


PKOBLEMB  7 

112.  Xe  sinm  d'un  angle  etant  reel,  mais  plus  grand  que  le  sinus  total,  de 
Sorte  que  l'angle  seit  imagimire,  tromer  la  valeur  de  cet  angle. 

SOLUTION 

II  y  a  ici  deux  cas,  selon  que  ce  sinus  donne  est  positif  ou  negatif. 

I.  Soit  donc  premiferement  le  sinus  positif  =p  et  p>l,  prenant  tou- 
jours  l'unite  pour  le  sinus  total,  et  soit  l'angle  imaginaire  qui  repond  ä  ce 
sinus,  ==a  +  &l/— 1,  et  pour  que  le  sinus  soit  reel,  il  faut  qu'il  soit  a  =  (2A— 1)^, 
prenant  q  pour  la  marque  d'un  angle  droit,  et  puisque  selon  le  §  108 

sm(i2X~l)^  +  hV-l)  =  ±^(e'  +  e-')=p, 
il  faut  qu'il  soit  A  un  nombre  impair.    Soit  donc  A  =  2^t  -f  1,  et  nous  aurons 

sin  ((4^  +  1)  ^  +  &  ]/_  1)  =  I  (e^  4.  e-')=^p; 
cette  equation  etant  toujours  possible,  on  en  tirera 

^'—P±y(pp-1)     et     b  =  l{p±y(pp-i)). 
Donc  l'angle  cherche,  qui  repond  au  sinus  p,  sera 

(V + 1)  ? + y- 1  •  Ki> + ^Ci'i' - 1)). 
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IL    Soit  le  sinus  propose  negatif  = — jp  et  p>l,  et  ü  faut  que  A  soit 
un  nombre  pair.     Soit  donc  A  =  2^a,  et  il  sera 

D'oü  Ton  tire  comme  dans  le  cas  precedent 

e'=p±y{pp-l)     et    i  =  l{p±V(pp  —  l))^ 
Donc  Tangle  qui  repond  au  sinus  negatif  — p^  sera 


C.  Q.  F.  T. 


PEOBLEME  8 


113.  Le  Cosinus  d'un  angle  etant  reel,  mais  plus  grand  que  le  sinus  total 
==  1^  trouver  Vangle  imaginaire  qui  repond  ä  ce  Cosinus. 

SOLUTION 

Soit  p  >  1 ,  et  que  le  cosinus  propose  soit  ==  +  JP-  L'angle  repondant 
soit  =a  +  6l/— 1,  et  par  §109  il  est  clair  qu'il  doit  etre  a==2A^,  pour 
qu'il  soit 

cos{2?^Q  +  hV-l)  =  ±^{e'  +  e'')=p; 

donc  il  faut  qu'il  soit  A  un  nombre  pair.    Soit  donc  A  ===  2/^,  et  nous  aurons 

cos  (4^^  +  6  ]/_  1)  =  1  (e^  +  e-')  ^p, 
d'oü  Ton  tire 

6^=j9  +  l/(i)jp-l)     et     T)  =  l{p±y{pp-l)), 

et  partant  au  cosinus  positif  p  repond  Tangle 

4  ^  ^  +  ]/_  1 .  ?  (^  +  y^pp  _  1 )) . 

Si  le  cosinus  donne  est  negatif  =— i?,  de  sorte  que  p>l^  il  faut 
prendre  pour  A  un  nombre  impair;  soit  donc  A  =  2^  +  l?  ^^  Tangle  ou  Tarc 
qui  repond  au  cosinus  negatif  —p,  sera 

(4^ + 2)9  +  y- 1 .  i(i)  +  Vipp  - 1)). 

C.  Q.  F.  T. 

18* 
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COEOLLAIBE 
114.    n  est  indifferent  de  prendre  p  +  V(pp  _  i)  on  p-  y(pp  _  n  r„^ 
et  lautre  etant  une  quantite  positive.     On  n'a  qu'^  remarquer  que 

Hp  +  y(i>P~i))==~i(p-.y(pp^^^ 

de  Sorte  que  cette  ambigulte  rejaillit  sur  celle  qui  est  essentielle  a  V-  1. 

PEOBLEME  9 

114W0.    Le  Sinus  d'un  mgU  etant  imaginaire,  trouver  la  valeur  de  Vanale 
ou  larc  tmagtmire  qui  lui  repond.  ^ 

SOLUTION 

-  a  I1!v  '\  ^l~  ^  !^  ''"?•?  r^^^^^'  P^-°P°«^'  «*  ^«e  rangle  cherche  soit 
~a-\-by~l,  de  Sorte  qu'il  doit  etre 

sin  (a  +  &  ]/— 1)  =_2?  +  ^  ]/— 1. 

Maintenant  comparons  cette  forme  p  +  aV-i  aver  ^pHa  n..^   .    '^'  i 
dans  le  probleme  6,  et  on  aura  '  ^''^  ^  '*'  ^''''''' 

P-i(e'  +  e-')sma     et    2  = -^  (e^  -  e"  ^)  cos  a, 
et  de  lä,  on  tirera 

i?  cos  o  +  g'  sin  ö  =  e»  sin  a  cos  a 


ou  bien 


.'=-^_^     2 


gl.  sma       cosö! 

sin  a       cos  a 


Or  puisque  e*e-*=,l,  nous  obtiendr 


ons 


o^  ^.^^  i'i'  cos  «=  -  qq  sin  «^  =  sin  a'  cos  a= 


i>i>  —  (pp  +  qq)  sin  a'  =  sin  a-  -  sin  a\ 


1)  Dans  l'edition  originale,  le  numero  114  a  6t6  rep^te  par  en-eur.  F.  E. 
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d'oii  nous  tirons 

siü  a'=  4  (1  +^i'  +  2^)  ±  ^(t  ('^■^P^  +  mY  —  PP) 
et») 

sin  a  =  ^-/(l  +  2p-{-pp-\-qq)±^  Y(l  —  2p+jap  +  qq) 

et 

cos  a*  =  Y  (1  —jap  —  qq)  +  "/(x  (1  +  i'i'  +  Mf—pp)  ■ 

Mais  puisque  cos  2a  =  2  cos  a^— 1,  il  sera 

cos  2a  =  T-pp  —  qq-\-  V(l  —  2pp  +  2qq  +  (jpp -}-  qqf); 

cette  expression  etant  toujours  reelle  et  moindre  qua  Tunite,  l'angle  2a  et 
partant  aussi  a  sera  röel,  et  on  en  trouvera 


T  /l  —  cos  2  a        ,  1  /l 

a=  y  — et    cos  a=  y  — 


sm„       .        2 


Or  ces  quantit^s  etant  trouvees  avec  l'angle  a,  on  aura 

\sm  a       cos  aj 
et  Tangle  qui  repond  au  sinus  p  +  q  V —  1 ,  sera 

a  +  i  y_  1. 

C.  Q.  F.  T, 

COßOLLAIRE 

115.  Si  le  sinus  propose  est  simplement  imaginaire  ou  =2^—1,  de 
Sorte  que  ^  =  0,  il  est  clair  qu'il  doit  etre  sina  =  0,  et  partant  a  =  2>l^,  oü 
^  marque  Tangle  droit  et  A  un  nombre  entier  quelconque;  donc  il  sera 

Selon  que  A  est  un  nonibre  pair  ou  impair.     II  sera  donc 

et  partant  on  pourra  toujours  rendre  cette  quantite  positive,  d'oii  Ton  aura 

h-l{V(M-\-l)±q), 

1)  Voir  le  memoire  precedent,  §  3  et  4.  F.  E. 
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oü  le  signe  +  a  lieu,   si  l  est  un  nombre  pair,   et  le  —,  si  l  est  impair. 
Ainsi  l'arc  qui  repond  au  sinus  ^V— 1,  sera  ou 


ou 


(4^  +  2) 9  +  -K-  1 .  ?  (l/(^j  +  1)  _  j). 


PEOBLEME  10 

416.    Le  Cosinus  d'wn  angle  etant  imaginaire,  tromer  la  valeur .  imaginaire 
de  l'arc  ou  l'angle  qui  lui  repond. 

SOLUTION 

Soit  p-^qY-^i    le    cosinus    imaginaire    propose,    et   a-^-hV—l    l'arc 
cherch4  qui  lui  repond,  de  sorte  que 

cos  (a  +  &  ]/—  1)  =p  -f  q  Y—  1. 

Or  si  nous  rapportons  cette  egalite  avec  l'article  106,  nous  aureus 

P  =  i(^  +  e-')  cos a     et     q  =  -l.(e^-. e-*)  sin a, 

d'oü  nous  obtiendrons 


e'  =  -^         2 


cos  a       sin  a 
et 

e-"  =  — -^  -L.  -JL. 
cos  a  "^  sin  a 
et 

cos  a'  =  ^(l-^pp  +  qq)  +  ]/(!  {1 -{■  pp  Jr  qqf  ~  pp), 
donc 

cos  2a  ==pp  +  qq-  1/(1  -  2pp  +  2^^  +  {PP  +  qqf), 
qui  est  aussi  toujours  reelle  et  moindre  que  le  sinus  total;  de  Ik  on  aura 
sin  a  =  ]/ii:|^«     et     cos  a  =-■ -)/i+£5Ü^, 
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et  ayant  determine  l'angle  a  mSme,  h,  cause  de 

\cos  a       sm  «/ 
l'angle  ou  l'arc  qui  r^pond  au  cosinus  imaginaire  p -{- qV — 1,  sera 

a-^hV-1. 
C.  Q.  F.  T. 

COROLLÄIRE 

117.  Si  i?  ==  0,  de  sorte  que  le  cosinus  propos(5  est  -=  q  V—  1,  on  aura 
cosa  =  0,  et  partant  a  =  (2A  — 1)(»,  d'oü  Ton  tire 

q  =  -^{e'-e-")-±l, 

oü  le  signe  superieur  vaut,  si  A  est  un  nombre  impair,  et  Tinferieur,  si  pair. 
On  aura  donc 

e"_ +  26^2  +  1,     et     e'^  +  q  +  Viqq-i-l), 
et 

fe  =  Z(y(gg  +  l)  +  g), 

et  Tarc  qui  repond  au  cosinus    q  V —  1,  sera  ou 

OU 

(4^  +  3)  ^  +  y-  1  •  ^  (]/(l  +  gq)  +  q). 

SCHOLIE 

118.  Ayant  trouvö  la  valeur  de  cos  2a,  si  Ton  en  clierche  les  valeurs 

sm  a  ==  y  ~™-~- et     cos  a  =  y  — — r , 

on  les  peut  prendre,  ou  affirmatives  ou  negatives.  Pour  faire  le  choix,  il 
faut  regarder  aux  quantites  p  et  q,  si  elles  sont  positives  ou  negatives,  et 
donner  ensuite  aux  sin  a  et  cos  a  les  signes  qui  rendent  les  valeurs  de  e^  et 
de  e""^  positives,  tant  dans  ce  problfeme  que  dans  le  precedent;  or  dans 
chaque  cas  ce  clioix  est  ais6  ä.  faire,  de  sorte  qu'on  est  toujours  le  maitre 
de  trouver  des  valeurs  reelles  pour  les  lettres  a  et  &. 
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PEOBLBME  11 

119.    JJne  tangente  imaginaire  etant  donnee,  trouver  la  valeur  imaginaire  de 
Vangle  ou  de  Varc  qui  lui  repond. 

SOLUTION 

Soit  p  +  qV — 1   la  tangente   imaginaire   donnöe,   et  a^hV—l   Tarc 
qui  convient  h  cette  tangente,  de  sorte  que 

tang  (a  +  &  ]/— 1)  =jp  +  ^  ]/— 1. 

Or  nous  avons  trouv^  cy-dessus  §  107 

tansf  (a  +  0  y —  1 )  = t^ ^ ^^ — : 

donc  il  faut  qu'il  soit 

2e^^sin2a  . e^^—1 

^~  e^^  +  2e^^cos2a  +  l      ^       ^  ~  e^^  +  2e^'  cos 2'äTl ' 

de  Ik  nous  tirons   ces  deux  equations 

e^^i?  +  26^*  (^  cos  2a  —  sin  2a) +i)  =- 0, 
e^\{q  —  1)  +  2e"^'q  cos  2a  +  g  +  1  =  0 
et  par  Elimination 

2j —p  —jocos  2a  +  (9'  +  l)sm2a 

p  cos  2a  +  {q  —  i)  sin 2 a  p 

Donc  nous  aurons 

0  =pp  (1  —  cos  2a')  +  2p  sin  2a  cos  2a  +  (qq  —  1)  sin  2 
ou  bien 

0  =^pp  sin  2a  +  2p  cos  2a  +  (qq  —  1)  sin  2  a. 


a' 


Par  consequent  on  aura 


tanof  2a  =  -  — " 


o  """         1  —pp  —  qq 

et  partant 


sm  2a  =  --— ■ ~~ — ^ et     cos  2a  = ^^^ — ^~ ; 

]/(4jöjp  +  (1  -pp-  qqf)  Vi^PP  +  (1  -PP  -  qi?) 


287]  EECHERCHES  SÜR  LES  EACINES  IMAGINAIRES  DES  EQUATIONS  145 


p_  PP  +  jl  +  q? 


(Jone 
et 

h=-YHpp  +  a  +  if)  -  {K^fv  +  (1  -:pp  -  Mn 

Ayant   donc    trouve   par    ces   formules   tant   la  valeur   de   h    qua   celle 

de  Tangle  2a   ou  a^   Fangle  ou   Farc    qui  r<^pond  k  la  tangente   imaginaire 

p-i-qV—lf  sera 

a  +  hV'-^-l, 
C.  Q.  F.  T. 

COEOLLAIEE  1    • 

120.  Puisque 

4,pp  .4_  (1  ^pp  _  qgy  _  (^pp  +  (j  +  1)^)  (pp  +  (q  _  1)2), 
il  sera 

^ib^pp+M+iy 

pp  +  (q  -  1)- 
et  partant 

ft-^  1  iPP  +  (Q+^y 
4:    i:>p  +  (g  — 1)^ 

Or  Tangle  a  se  determine  le  plus  commodement  de  la  formnle  de  la  tangente 

taiiff  2(1-===-  — — ^ — , 

^-pp-qq 
lVou  Ton  voit  que  les  valeurs  de  a  et  h  seront  toujours  reelles. 

COROLLAIEE  2 

121.  Si    p  =  0,    ou    qu'on    veuille    cherclier    Tangle    dont    la    tangente 
^qV' Ij  ü  sera  tang2a  =  0,  donc 

2a  =  2A^     et     a  =  A(j; 
et 
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Par  cons^quent  h.  la  tangente  qV —  1  repondent  les  arcs 

oi\  A^  marque  un  multiple  quelconqne  de  PaBgle  droit. 

COEOLLAIRE  3 

122.  Ici  les  cas,  oü.  2^  +  1  =  0  ou  g  — 1==0,  exigent  una  reduction 
particulifere,  qu'il  faut  faire,  avant  que  de  poser  p  ==  0.  Seit  donc  qq  —  1  =  0, 
ou  la  tangente  proposee  =p  +  y — 1,  et  on  aura 


et 

tang  2  a  =  — -", 

c'est  h  dire 

pour  le 

signe 

superieur 

et  pour  rinförieur 

PP 

PP  +   4: 

Maintenant 

si  ^  =  0 

,  il  sera 

2a  =  (2A  +  l)^ 

k  cause  de 

tang  2a  - 

=  Oü, 

et 

Donc  li  la  ' 

Tangente 

±y- 

-  1  repond  Tangle 

COEOLLAIßE  4 
123.    Lorsque  ^ j;  =  1  —  qq  ou  ^  =  ]/(l  —  qq)^  il  sera 

tang2a  =  c5o     et     2a  =  (2A  +  l)^     ou     a^^A  +  y)^,. 
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Ensuite  il  sera 


&  =  iz.^  +  ^ 


4     1-q 
De  Sorte  qu'  a  la  tangente  V(l  —  qq)  +  q  V—  1  r^pond  Tarc 


(,+l),+y^,i±i. 


SCHOLIE 

124.  Puisque  donc  toutes  ces  quantites  imaginaires,  qui  sont  formees 
par  des  Operations  transcendantes,  sont  aussi  comprises  dans  la  forme  gene- 
rale If-f  iV"l/— 1,  nous  pourrons  soutenir  sans  balancer,  que  generalement 
toutes  les  quantites  imaginaires,  quelques  compliquees  qu'elles  puissent  etre, 
sont  toujours  r^ductibles  k  la  forme 

ou  qu'elles  sont  toujours  composees  de  deux  membres,  dont  Tun  est  reel,  et 
Tautre  une  quantite  reelle  multipliöe  par  Y—  1. 
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DEMONSTRATIO  NOVA  THEOEEMATIS 

OMNEM  FÜNCTIONEM  ALGEBRAICAM 

RATIONALEM  INTEGRAM  UNIUS  VARIABILIS 

IN  EACTORES  REALES 

PRIMI  VEL  SECUNDI  GRADUS 

RESOLVI  POSSEN 

Carl  Friedrich  Gauss  Werke,  dritter  Baad,  p.  1—30 
Herausgegeben  von  der  Königlichen  Gesellscliaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  1866 

1, 

Quaelibet  aeqtiatio  algebraica  deteirminata  reduci  potest  ad  formam 

^m  +  j.i^^H-1  -f  Bx'"-'  +  etc.  +  ilf  =  0, 

ita  ut  m  Sit  luimerus  integer  positivus.  Si  partem  primam  huins  aequationis 
per  X  denotamus  aequationique  X  ==  0  per  plures  valores  inaequales  ipsius  x 
satisfieri  supponimiis,  pata  ponendo  ^  =  a,  x  =  ß,  x  =  y  etc.,  functio  X  per 
productum  e  factoribus  x  —  a,  x  ~  ß,  x  —  y  etc.  divisibilis  erit.  Vice  versa, 
si  productnm  e  plixribus  factoribus  simplicibus  x^  a,  x  —  ß,  x  —  y  etc. 
functionem  X  metitur:  aequationi  X=0  satisfiet,  aequando  ipsam  i;c  cuicunque 
quantitatum  a,  ß,  y  etc.  Denique  si  X  producto  ex  m  factoribus  talibus 
simplicibus  aequalis  est  (sive  omnes  diversi  sint,  sive  quidain  ex  ipsis  iden- 
tici):  alii  factores  simplices  praeter  lios  functioiiem  X  metiri  non  poterunt. 
Quamobrem  aequatio  w*'  gradus  plures  quam  m  radices  habere  uequit;  simul 
vero  patet,  aequationem  m*'  gradus  pauciores  radices  habere  posse,  etsi  X  in 


l)  Vide  commentationem  praecedentem.  F.  E. 
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m  factores  sünplices  resolubilis  sit:   si  enim  inter  hos   factores  aliqui  sunt 
identici,    multitudo  modorum  diversorum  aequationi   satisfaciendi  necessario 
minor  ent  quam  m.    Attamen  concinnitatis  caussa  geometrae  dicere  maluerunt 
aequaWm  m  hoc  quoque  casu  m  radices  habere,  et  tantummodo  quasdam 
ex  xpsxs  aequales  mter  se  eyadere:  quod  utique  sibi  permittere  potuerunt. 

2. 

Quae  hucusque  sunt  enarrata,  in  Hbris  algebraicis  sufflcienter  demon- 
strantur  neque  ngorem  geometricum  uspiam  offendunt.  Sed  nimis  praepro- 
pere  et  sme  praevia  demonstratione  sohda  adoptavisse  videntur  analystae 
theorema,  cui  tota  fere  doctrina  aequationum  . uperstructa  es  :  " 
f^cüonen  taem  ut  X  sen^per  in  «^  factores  sin.,lices  resoM  posse,  siveToc 
quod  cum  illo  prorsus  conspirat,  s^mvis  ae^uationem  m-  gradus  revera  Mbere 
.^raä^ces.  Quum  xam  in  aequationibus  secundi  gradus  saepissime  ad  ta  e 
ca^s  pervematur    qm  theoremati  huic  repugnant:   algebraistae,  ut  hos  ül 

quadratum  sit  -1,  et  tum  agnoverunt,  si  quantitates  formae  a-UbV-l 
pennde  concedantur  ut  reales,  theorema  non  modo  pro  aequationibuT  secundi 
gradus  verum  esse,  sed  etiam  pro  cuMcis  et  biquadraticis.  hL  vero  neutiquam 
mfe..e  hcuxt  admxssxs  quantitatibus  formae  a-^lV-i  euivis  aequatio" 
quxntx  superxorxsve  gradus  satisfieri  posse,  aut  uti  plerumque  exprimitm- 
(quamquam  phrasxn  lubricam  minus  probarem)  radices  cuiusvis  aequationi 
adformam  a  +  SK-1  reduci  posse.  Hoc  theorema  ab  eo,  quod  ^n  tu'o 
buxus  scnptx  enunciatum  est,  nihil  differ^si  ad  rem  ipsam  spectas,  huiusque 
^wltr"  """  "'""""  *^"'"^'  ''''''^'^'  P-positum  praesenti! 
Ceterum  ex  eo  tempore,   quo    analystae  comperti  sunt,   infinite  multas 

ZfeTLT'iT-r"r   °™'    '^'"'"    '^'^^■^"*'    ^^^^   'i-^ti^^-tes 
tormae  a  +  6y-l  admxttantur,  tales  quantitates  fictitiae  tamquam  peculiare 

quantxtatum  genus,  quas  imaginarias  dixerunt,  ut  a  realibus  distinguerentur 
consideratae  et  in  totam  analysin  introductae  sunt;  quonam  iure?  hoc  loco' 
non  dxsputo.  —  Demonstrationem  meam  absque  omni  quantitatum  imagina- 
rxarum  subsxdio  absolvam,  etsi  eadem  libertate,  qua  omnes  recentiores  ana- 
lystae USX  sunt,  etiam  mihi  uti  hceret. 
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Quamvis  ea,  quae  in  plerisque  libris  elementaribus  tarnquam  demon- 
stratio theorematis  nostri  aflferuntur,  tarn  levia  sint,  tantumque  a  rigore  geo- 
metnco  abhorreant,  ut  yk  mentione  sint  digna:  tarnen,  ne  quid  deesse  vi- 
deatur,  paucis  iUa  attingam.     „Ut  demonstrent,  quamvis  aequationem 

a;»  +  ^a;™-  ^  +  Bx^- '  +  etc.  +  Jf  =  0 

sive  X=0,  revera  habere  m  radices,  suscipiunt  probare,  X  in  m  factores 
simphces  resolYi  posse.  Ad  hunc  finem  assumunt  m  factores  simplices 
x-a,  x-ß,  x-Y  etc.  nbi  «,  ß,  y  etc.  adhnc  sunt  incognitae,  pro- 
ductumque  ex  illis  aequale  ponunt  functioni  X.  Tum  ex  comparatione 
coetficientmm  deducunt  m  aequationes,  ex  quibus  incognitas  a  ß  y  etc 
determmari  posse  aiunt,  quippe  quarum  multitudo  etiam  sit  m.  Scilicet 
m-1  mcogmtas  eliminari  posse,  unde  emergere  aequationem,  quae,  quam 
placuerit,  mcognitam  solam  contineat."  Ut  de  reliquis,  quae  in  tali  ar-u- 
mentatione  reprehendi  possent,  taceam,  quaeram  tantummodo,  unde  certi  esse 
possimus,  ultmiam  aequationem  revera  uUam  radicem  habere?  Quidni  fieri 
posset,  ut  neque  huic  ultimae  aequationi  neque  propositae,  ulla  magnitudo 
in  toto  quantitatum  realium  atque  imaginariarum  ambitu  satisfaciat?  - 
Oeterum  periti  facile  perspicient,  hanc  ultimam  aequationem  necessario  cum 
proposita  omnim  identicam  fore,  siquidem  calculus  rite  fuerit  institutus;  sci- 
hcet  ehminatis  incognitis  ß,  y  etc.  aequationem 

a™  +  Äa'"-'  +  Ba"'-'-i-  etc.  +  Jf  =  0 

prodire  debere.     Plura  de  isto  ratiocinio  exponere  necesse  non  est. 

Quidam  auctores,  qui  debilitatem  huius  methodi  percepisse  videntur, 
tamquam  axiorna  assumunt,  quamvis  aequationem  revera  habere  radices,  si 
non  possibiles,  impossibiles.  Quid  sub  quantitatibus  possibilibus  et  impossi- 
bihbus  mtelligi  velint,  haud  satis  distincte  exposuisse  videntur.  Si  quantitates 
possibiles  idem  denotk-e  debent  ut  reales,  impossibiles  idem  ut  imaginariae: 
axioma  illud  neutiquam  admitti  potest,  sed  necessario  demonstratione  opus 
habet.  Attamen  in  iUo  sensu  expressiones  accipiendae  non  videntur,  sed 
axiomatis  mens  haec  potius  videtur  esse:  „Quamquam  nondum  sumus  certi, 
necessario  dari  m  quantitates  reales  vel  imaginarias,  quae  alicui  aequationi 
datae  m''  gradus  satisfaciant,  tamen  aliquantisper  hoc  supponemus;  nam  si 
forte  contingeret,  ut  tot  quantitates  reales  et  imaginariae  inveniri  nequeant, 
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certe  effugium  patebit,  ut  dicamus  reliqnas  esse  impossibiles/^  Si  quis  hac 
phrasi  uti  mavult  quam  simpliciter  dicere,  aequationem  in  hoc  casu  tot  ra- 
dices  non  habituram,  a  me  Bihil  obstat:  at  si  tum  Ms  radicibus  impossibilibus 
ita  utitur  tamqiiam  aliquid  veri  sint,  et  e.  g.  dicit,  summam  omnium  radicum 
aequationis  a?'"+ J.ii5'^""^+ etc.  =  0  esse  =  —  A,  etiamsi  impossibiles  inter  illas 
sint  (quae  expressio  proprie  significat,  etiamsi  aliquäe  deficiant):  hoc  neutiquam 
probare  possum.  Nam  radices  impossibiles,  in  tali  sensu  acceptae,  tamen 
sunt  radices,  et  tum  axioma  illud  nullo  modo  sine  demonstratione  admitti 
potest,  neque  inepte  dubitares,  annon  aequationes  'exstare  possint,  quae  ne 
impossibiles  quidem  radices  habeant?*) 

4. 

Antequam  aliorum  geometrarum  demonstrationes  tbeorematis  nostri  re- 
censeam,  et  quae  in  singulis  reprehendenda  mihi  videantur,  exponam:  observo 

*)  Sub  quantitate  imaginaria  Mc  semper  intelligo  quantitatem  in  forma  a  +  h  ]/—  1  con- 
tentam,  quamdiu  h  non  est  =0.  In  koc  sensu  expressio  illa  semper  ab  omnibus  geometris  primae 
notae  accepta  est,  neque  andiendos  censeo,  qni  quantitatem  a  +  Z?]/-— 1  in  eo  solo  casu  imaginariam 
vocare  voluerunt  ubi  a  =  0,  impossibilem  vero  quando  non  sit  et  =  0,  quum  baec  distinctio  neque 
necessaria  sit  neque  uUius  utilitatis.  —  Si  quantitates  imaginariae  omnino  in  analysi  retineri  debent 
(quod  pluribus  rationibus  consultius  yidetur,  quam  ipsas  abolere,  modo  satis  solide  stabiliantur) : 
necessario  tamquam  aeque  possibiles  ac  reales  spectandae  sunt;  quamobrem  reales  et  imaginarias 
sub  denominatione  communi  quanUtatum  possibiUum  complecti  mallem:  contra,  impossibilem  dicerem 
quantitatem,  quae  conditionibus  satisfacei-e  debeat,  quibus  ne  imaginariis  quidem  concessis  satisfieri 
potest,  attamen  ita,  ut  pJtrasis  baec  idem  signiiicet  ac  si  dicas,  talem  quantitatem  in  toto  niagni- 
tudinum  ambitu  non  dari.  Hinc  vero  genus  peculiare  quantitatum  formare,  neutiquam  concederem. 
Quodsi  quis  dicat,  triangulum  rectilineum  aequilaterum  rectangulum  impossibile  esse,  nemo  erit  qui 
neget.  At  si  tale  triangulum  impossibile  tamquam  novum  triangulorum  genus  contemplari,  aliasque 
triangulorum  proprietates  ad  illud  applicare  voluerit,  ecquis  risum  teneat?  Hoc  esset  verbis  ludere 
seu  potius  abuti.  —  Quamvis  vero  etiam  summi  matbematici  saepius  veritates,  quae  quantitatum 
ad  quas  spectant  possibilitatem  manifesto  supponunt,  ad  tales  quoque  applicaverint,  quarum  possi- 
bilitas  adbuc  dubia  erat;  neque  abnuerim,  buiusmodi  licentias  plerumque  ad  solam  formam  et  quasi 
velamen  ratiociniorum  pertinere,  quod  veri  geometrae  acies  mos  penetrare  possit:  tamen  consultius, 
scientiaeque,  quae  tamquam  perfectissimum  claritatis  et  certitudinis  exemplar  merito  celebratur, 
sublimitate  magis  dignum  videtur,  tales  libertates  aut  omnino  proscribere,  aut  saltem  parcius  neque 
alias  ipsis  uti,  nisi  ubi  etiam  minus  esereitati  perspicere  valeant,  rem  etiam  absque  illarum  sub- 
sidio  etsi  forsan  minus  breviter  tamen  aeque  rigorose  absolvi  potuisse.  —  Ceterum  band  negaverim, 
ea  quae  bic  contra  impossibilium  abusum  dixi,  quo  dam  respectu  etiam  contra  imaginarias  obiici 
posse:  sed  harum  vindicationem  nee  non  totius  buius  rei  expositionem  uberiorem  ad  aliam  occa- 
sionem  mibi  reservo. 
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sufficere,  si  tantummodo  ostendatur,  omni  aequationi  quantivis  gradus 

a;"  +  Ax'"-'  +  Bar~^  +  etc.  -|-  Jf  =  0 

sive  X=0  (ubi  coefficientes  Ä,  B  etc.  reales  esse  supponuntur)  ad  minimum 
imo  modo  satisfieri  posse  per  valorem  ipsius  x  sub  forma  a  +  hV—l  con- 
tentum.  Oonstat  enim,  X  tunc  divisibilem  fore  per  factorem  realem  secundi 
gradus  xx  —  2ax  +  aa  +  U,  si  h  non  fuerit  =  0,  et  per  factorem  realem  sim- 
plicem  x  —  a,ül  =  0.  In  utroque  casu  quotiens  erit  realis,  et  inferioris 
gradus  quam  X;  et  quum  hie  eadem  ratione  factorem  realem  primi  secundive 
gradus  habere  debeat,  patet,  per  continuationem  huius  operationis  functionem 
X  tandem  in  factores  reales  simplices  vel  duplices  resolutum  iri,  aut,  si  pro 
singulis  factoribus  realibus  duplicibus  binos  imaginarios  simplices  adhibere 
mavis,  in  m  factores  simplices. 

5. 

Prima  theorematis  demonstratio  illustri  geometrae  d'Alembeet  debetur, 
BecJiercJies  sur  le  calcul  integral,  Histoire  de  l'Acad.  de  Berlin,  Annee  1746, 
p.  182  sqq.  Eadem  extat  in  BouaAiNViLLE'),  Traue  du  calcul  integral,  a  Paris 
1754,  p.  47  sqq.     Methodi  huius  praecipua  momenta  haec  sunt. 

Primo  ostendit,  si  functio  quaecunque  X  quantitatis  variabilis  a;  fiat  =  0 
aut  pro  x  =  0  aut  pro  x  =  (x,  atque  valorem  infinite  parvum  realem  posi- 
tivum  nancisci  possit  tribuendo  ipsi  x  valorem  realem:  hanc  functionem  etiam 
valorem  infinite  parvum  realem  negativum  obtinere  posse  per  valorem  ipsius 
X  vel  realem  vel  sub  forma  imaginaria  p+qY—i  contentum.  Scilicet  de- 
signante  i2  valorem  infinite  parvum  ipsius  Z,  et  cd  valorem  respondentem 
ipsius  X,  asserit  w  per  seriem  valde  convergentem  aü,"  -\-  hü'"  -{-  cü'  etc.  ex- 
primi  posse,  ubi  exponentes  a,  ß,  y  etc.  sint  quantitates  rationales  continuo 
crescentes,  et  quae  adeo  ad  minimum  in  distantia  certa  ab  initio  positivae 
evadant,  terminosque,  in  quibus  adsint,  infinite  parvos  reddant.  lam  si  inter 
omnes  hos  exponentes  nuUus  occurrat,  qui  sit  fractio  denominatoris  paris, 
omnes  terminos  seriei  reales  fieri  tum  pro  positive  tum  pro  negative  valore 
ipsius  £1;  si  vero  quaedam  fractiones  denominatoris  paris  inter  illos  expo- 
nentes reperiantur,  constare,  pro  valore  negative  ipsius  £1  terminos  respon- 
dentes  in  forma  j9 -f  g]/— 1  contentos  esse.  Sed  propter  infinitam  seriei 
convergentiam  in   casu   priori   sufficere,   si  terminus   primus    (i.  e.  maximus) 

1)   L.  A.  DB  BOUGAINVILLE  (1729—1811).  F.  R. 
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solus  retineatur,   in  posteriori  ultra  eum  terimnum,   qui  partem  imaginariam 
pnmus  producat,  progredi  opus  non  esse. 

Per  similia  ratiocinia  ostendi  posse,  si  X  valorem  negativum  infinite 
paxvum  ex  valore  reali  ipsius  x  assequi  possit:  functionem  illam  valorem 
realem  positivum  infinite  parvum  ex  valore  reali  ipsius  x  vel  ex  imaginario 
sub  forma  iJ  +  g-l/— 1  contento  adipisci  posse. 

Hinc  secundo  concludit,  etiam  valorem  aliquem  realem  finitum  ipsius  X 
dan,  m  casu  priori  negativum,  in  posteriori  positivum,  qui  ex  valore  imagi- 
nano  ipsius  x  sub  forma  p-^-qY—i  contento  produci  possit. 

Hinc  sequitur,  si  X  sit  talis  functio  ipsius  x,  quae  valorem  realem  F 
ex  valore  ipsius  x  reali  v  obtineat,  atque  etiam  valorem  realem  quantitate 
infinite  parva  vel  maiorem  vel  minorem  ex  valore  reali  ipsius  x  assequatur 
eandem  etiam  valorem  realem  quantitate  infinite  parva  atque  adeo  finita  vel 
minorem  vel  maiorem  quam  F  (resp.)  recipere  posse,  tribuendo  ipsi  x  valorem 
sub  forma  p  +  qV-^l  contentum.  Hoc  nullo  negotio  ex  praecc.  derivatur  si 
pro  X  substitui  concipitur  F+  J,  et  pro  x,  v-j-y. 

Tandem  affirmat  iU.  d'Alembert,  si  X  totum  intervallum  aliquod  inter 
duos  valores  reales  B,  8  percurrere  posse  supponatur  (i.  e.  tum  ipsi  B    tum 
ipsi  8,  tum  Omnibus  valoribus  reaHbus  intermediis  aequalis  fieri),   tribuendo 
ipsi  o;  valores  semper  in  forma  i^  +  ffV-l  contentos;  functionem  X  quavis 
quantitate  finita  reaü  adhuc  augeri  vel  diminui  posse  (prout  8>BYel8<B) 
manente  x  semper  sub  forma  p  +  g^V-  i.    Si  enim  quantitas  realis  ü  dareti^ 
(mter  quam  et  B  supponitur  8  iacere),   cui  X  per  talem  valorem  ipsius  x 
aequalis  fien  non  posset,  necessario  valorem  maxmum  ipsius  X  dari  (scilicet 
quando  8>B',  minimum  vero,  quando  8<B),  puta  T,  quem  ex  valore  ipsius 
x,P  +  iy-l,   consequeretur,   ita   ut  ipsi  x   nuUus   valor   sub   simili   forma 
contentus  tnbui  posset,  qui  functionem  X  vel  minimo  excessu  propius  versus 
£/ promoveret.    lam  si  in  aequatione  inter  X  et  x  pro  x  ubique  substituatur 
P  +  qV~l,  atque  tum  pars  realis,  tum  pars,  quae  factorem  V~l  implicet 
hoc  omisso,  cifrae  aequentur:  ex  duabus  aequationibus  hinc  prodeuntibus  (in 
qmbus  i,,  q  et  X  cum  constantibus  permixtae  occurrent)  per  eliminationem 
duas  alias  ehci  posse,  in  quarum  altera  p,  X  et  constantes  reperiantur,  altera 
a  p  hbera  solas  q,  X  et  constantes  mvolvat.     Quamobrem  quum  X  per  va- 
lores  reales  ipsarum  p,  q  omnes  valores  ab  B  usque  ad  T  percurrerit    per 
praecc.  X  versus  valorem  U  adhuc  propius  accedere  posse  tribuendo  ipsius  p  q 
valores  tales  a  +  yV-X  ß+dV-l  resp.  Hinc  vero  fieri  .;  =  a-cy+(j,+/j)l/Jl 
1.  e.  adhuc  sub  forma  p  +  qY—i  esse  contra  hyp. 
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lam  si  X  functionem  talem  ut  x""'  +  Äx"'-^  +  Bx^"^  +  etc.  +  M  denotare 
supponitur,  nullo  negotio  perspicitur,  ipsi  x  tales  valores  reales  tribui  j>osse, 
ixt  X  totum  aliquod  intervallum  üiter  duos  valores  reales  percurrat.  Quare 
X  valorem  aliquem  sub  forma  p  +  qV—l  contentmn  talem  etlam  naiicisci 
poterit,  unde  X  fiat  =0.     Q.  E.  D.*) 

6. 

Quae  contra  demonstrationem  D'ÄLEMBERTianam  obiici  posse  videntur,  ad 
haec  fere  redeunt. 

1.  111.  n'A.  nullmii  dubinm.  movet  de  existentia  valorum.  ipsius  oj,  quibus 
valores  dati  ipsins  X  respondeant,  sed  illam  supponit,  solamque  formam  isto- 
rum  valorum  investigat. 

Quamvis  vero  Jiaec  obiectio  per  se  gravissima  sit,  tarnen  hie  ad  solam 
dictionis  formam  pertinet,  quae  /acile  ita  corrigi  potest,  ut  illa  penitus 
destruatur. 

2.  Assertio,  o)  per  talem  seriem  qualem  ponit  semper  exprimi  posse, 
certo  est  falsa,  si  X  etiam  functionem  quamlibet  transscendentem  designare 
debet  (uti  d'A.  pluribus  locis  innuit).  Hoc  e.  g.  manifestum  est,  si  ponitur 
X  =  e^,  sive  x-=j^^.  Attamen  si  demonstrationem  ad  eum  casum  restrin- 
gimus,  ubi  X  est  functio  algebraica  ipsius  x  (quod  in  praesenti  negotio  suf- 
ficit),  propositio  utique  est  vera.  —  Ceterum  d'A.  nihil  pro  confirmatione 
suppositionis  suae  attulit;  cel.  Bougainville  supponit,  X  esse  functionem 
algebraicam  ipsius  x,  et  ad  inventionem  seriei  parallelogrammum  NEWTONianum. 
commendat. 

3.  Quantitatibus  infinite  parvis  liberius  utitur,  quam  cum  geometrico 
rigore  consistere  potest  aut  saltem  nostra  aetate  (ubi  illae  merito  male 
audiunt)    ab  analysta  scrupuloso   concederetur,   neque  etiam  saltum  a  valore 


'^)  Observare  convenit,  ill.  d'Alembbrt  in  sua  luiixis  demonstratioixis  expositione  considera- 
tloiies  geometricas  adhibuisse,  atque  X  tamquam  abscissam,  x  tamquam  ordinatam  curvae  specta- 
visse  (secundum  morem  omnium  geometrarum  primae  huius  saeculi  partis,  apud  quos  notio  func- 
tionum  minus  usitata  erat).  Qiiia  vero  omnia  ipsius  ratiocinia,  si  ad  ipsorum  essentiam  solam 
respicis,  nullis  principiis  geometricis,  sed  pure  analyticis  imiituntur,  et  curva  imaginaria,  ordina- 
taeque  imaginariae  expressiones  duriores  esse  lectoremque  laodiernum  facilius  offendere  posse  viden- 
tur,  Ibrmam  repraesentationis  mere  analyticam  hie  adliibere  malui;  lianc  annotationem  ideo  adieci, 
ne  quis  demonstrationem  D'ALEMBERTianam  ipsam  cum  liac  succincta  expositione  comparans  aliquid 
essentiale  immutatum  esso  suspieetm-. 
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infinite  parvo  ipsius  i2  ad  finitum  satis  luculenter  esplicayit.    Propositionem 
suam    n  etiam  yalorem  aliquem  finitum  conseqni  posse,   non  tarn  ex  possi- 
bihtate  va  oris  infinite  parvi  ipsius  12  concludere  videtur  quam  inde  potius 
quod  denotante  i2  quantitatem  valde  parvam,  propter  magnam  seriei  conver- 
gentiam,  quo  plures  termini  seriei  accipiantur,  eo  propias  ad  valorem  verum 
ipsms  CO  accedatur,    aut,  quo  plurium  partium  summa  pro  co   accipiatur    eo 
exactius  aequationi,   quae  relationem  inter  co  et  £2  sive  x  et  X  exMbeat 
satisfactum  m.    Praeterea  quod  tota  haec  argumentatio  nimis  vaga  videtur 
quam  ut  Ulla  conclusio  rigorosa  inde  coUigi  possit:  observo,  utique  dari  series' 
quae  quantumvxs  parvus  valor  quantitati,  secundum  cuius  potestates  progre- 
diuntur,  tnbuatur,  nibüominus  semper  divergant,  ita  ut  si  modo  satis  longe 
contmuentur,  ad  terminos  quavis  quantitate  data  maiores  pervenire  possis  *) 
Hoc  evemt    quando  coöfficientes  seriei  progressionem  hypergeometricam  con- 
stituunt.     Quamobrem  necessario  demonstrari  debuisset,  talem  seriem  hyper- 
geometricam m  casu  praesenti  proveüire  non  posse 

Ceterum  mihi  videtur,  iU.  b'A.  Mo  non  recte  ad  series  infinitas  confu- 
gisse,  hasque  ad  stabiliendum  theorema  hoc  fundamentale  doctrinae  aequa- 
tionum  haud  idoneas  esse. 

4.  Ex  suppositione,  X  obtinere  posse  valorem  S  neque  vero  valorem  U 
nondum  sequitur,  inter  S  et  U  necessario  valorem  T  iacere,  quem  X  attin- 
gere  sed  non^  superare  possit.  Superest  adhuc  aüus  casus:  scilicet  fieri  posset, 
ut  mter  Ä  et  ^7  hmes  situs  sit,  ad  quem  accedere  quidem  quam  prope  velis 
possit  X  ipsum  vero  nihilominus  numquam  attingere.  Ex  argumentis  ab  iU 
DA.  alatis  tantummodo  sequitur,  X  omnem  valorem,  quem  attigerit,  adhuc 
quantitate  finita  superare  posse.  puta  quando  evaserit  =^,  adhuc  quanti- 
tate ahqua  finita  12  augeri  posse;  quo  facto,  novum  incrementum  i2' 
accedere^nc  iterum  augmentum  S2"  etc.,  ita  ut  quotcunque  incrementa  iam 

_   *)  Hacce  occasione  obiter  adnoto,  ex  harum  serierum  numero  plurimas  esse,  quae  primo  aspectu 

"rrr  vi.f  r^^  '■  '■:'  -^^^^  ^--^^  -'  ^^^^  ">■  ^-i  in  parte ;::; 

InstCalcmC^V-yV)  adsummam  aUanm  serierum  quamproxime  assignandam  utiturp  441-474 

cusque  observatam  est.  Quocxrea  magnopere  optandum  esset,  ut  dilucide  et  rigorose  ostenderetur 
cur  huxusmodx  senes,  quae  primo  citissime,  dein  pauUatim  lentius  lentiusque  co.vergunt,  tandemque' 
majsx.ag.que  dxvergunt,  nihUoMuus  sununaru  proxime  .eran.  suppedite.t,  si  Ld  non  uTI 
multi  termmi  capiantur,  et  quousque  talis  summa  pro  exacta  tuto  baberi  possit? 

1)  i£0iVff4Bö/ ^'ra^ft/ Ojf)em  o»M2ia,  series  I,  vol.  10,  p.  337— 367.  p.  E 
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adiecta  sint,  nulluni  pro  ultimo  haberi  debeat,  sed  semper  aliquod  novum 
accedere  possit.  At  quamvis  multUudo  incrementorum  possibilium  nuUis  limiti- 
bus  Sit  circumscripta:  tamen  utique  fieri  posset,  ut  si  incrementa  12,  S2\  i2"  etc. 
continuo  decrescerent,  nihilominus  summa  /S"  +  i2  +  i2' +  i2"  etc.  limitem  ali- 
quem  numquam  attingeret,  quotcunque  termini  considerentur. 

Quamquam  hie  casus  occurrere  non  potest,  quando  X  designat  functionem 
algebraicam  integram  ipsius  x:  tamen  sine  demonstratione,  hoc  fieri  non  posse, 
methodus  necessario  pro  incompleta  habenda  est.  Quando  vero  X  est  functio 
transscendens,  sive  etiam  algebraica  fracta,  casus  ille  utique  locum  habere 
potest,  e.  g,  semper  quando  valori  cuidam  ipsius  X  valor  infinite  magnus 
ipsius  X  respondet.  Tum  methodus  D'ÄLEMBEETiana  non  sine  multis  ambagi- 
bus,  et  in  quibusdam  casibus  nuUo  forsan  modo,  ad  principia  indubitata 
reduci  posse  videtur. 

Propter  has  rationes  demonstrationem  D'ALEMBEKxianam  pro  satisfaciente 
habere  nequeo.  Attamen  hoc  non  obstante  verus  demonstrationis  nervus  pro- 
bandi per  omnes  obiectiones  neutiquam  infringi  mihi  videtur,  credoque  eidem 
fundamento  (quamvis  longo  diversa  ratione,  et  saltem  maiori  circumspicientia) 
non  solum  demonstrationem  rigorosam  theorematis  nostri  superstrui,  sed 
ibinde  omnia  peti  posse,  quae  circa  aequationum  transscendentium  tbeoriam 
desiderari  queant.  De  qua  re  gravissima  alia  occasione  fusius  agam;  conf.  In- 
terim infra  art.  24. 

7. 

Post  b'Alembertum  ill.  Euleü  disquisitiones  suas  de  eodem  argumento 
promulgavit,  Becher ches  sur  les  racines  imaginaires  des  dq'uations^  Hist.  de 
TAcad.  de  Berlin  A.  1749,  p.  222  sqq.  Methodum  dupliceni  hie  tradidit: 
prioris  summa  continetur  in  sequentibus. 

Primo  ill.  B.  suscipit  demonstrare,  si  ni  denotet  quamcunque  dignitatem 
numeri  2,  functionem  x'''+  Bx'''^' +  Cx'''"'' +  etc.  +  Jf  =  X  (in  qua  co6fficiens 
termini  secundi  est  =  0)  semper  in  duos  factores  reales  resolvi  posse,  in 
quibus  X  usque  ad  m  dimensiones  ascendat.  Ad  hunc  finem  duos  factores 
assumit 

et 

x''+  ux^'-'-i-  ?iX'^-''{'/ax'''-^+etG. 

ubi  coefficientes  u,  a,  ß  etc.  2,  ^  etc.  adhuc  incogniti  sunt,  horumque  pro- 
ductum  aequale  ponit  functioni  X    Tum  coefficientium  comparatio  suppeditat 
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2m  —  1  aequationes,  manifestoque  demonstrari  tantummodo  debet,  incognitis 
u,  a,  ß  etc.    l,  /j,  etc.   (quarum  multitudo   etiam  est  2  m  —  1)  tales   valores 
reales  tribui  posse,   qui  aequationibus  illis  satisfaciant.    Tarn  E.  affirmat,  si 
primo  u  tamquam  cognita  consideretur,  ita  ut  multitudo  incognitarum  uni- 
tate  minor   sit   quam  multitudo  aequationum,  bis  secundum  methodos  alge- 
braicas   notas  rite  combinatis  omnes   «,  ß  etc.  A,  fi  etc.   rationaliter  et  sine 
Ulla  radicum  extractione  per  u  et  cogfficientes  JB,  G  etc.  determinari  posse, 
aaeoque  valores  reales  nancisci,   simulac  u  reaHs  fiat.    Praeterea  vero  omnes 
a,  ß  etc.  A,  7*  etc.  eliminari  poterunt,  ita  ut  prodeat  aequatio   U=Ö,  ubi   U 
erit  functio  integra  solius  u  et  coöfficientium  cognitorum.   Hanc  aequationem 
ipsam  per  methodum  eliminationis  vulgarem  evolvere,  opus  immensum  foret, 
quando  aequatio   proposita   Z  =  0  est  gradus  aüquantum  alti;   et  pro  gradu 
indeterminato,  plane  impossibile  (iudice  ipso  E.  p.  239^)).    Attamen  Mc  sufficit, 
unam  ilUus  aequationis  proprietatem  novisse,  scilicet  quod  terminus  ultimus 
in  U  (qui  incognitam  u  non  implicat)    necessario  est  negativus,   unde  sequi 
constat,  aequationem  ad  minimum  unam  radicem  realem  habere,   sive  u  et 
proin  etiam  a,  ß  etc.   A,  fi  etc.   ad  minimum  uno  modo  realiter  determinari 
posse:    iUam  vero    proprietatem   per   sequentes   reflexiones    confirmare  licet 
Quum  a="'-«^a="'-^+«a;™-^+etc.  supponatur  esse  factor  functionis  X:  neces- 
sario u  erit  summa  m  radicum  aequationis  Z  =  0,  adeoque  totidem  valores 
habere  debebit,  quot  modis  diversis  ex  2m  radicibus  m  excerpi  possunt,  sive 
per   principia    calculi    combinationum    ^^^-^^^-i^g^^-a-.-m-f  i^  valores.'   Hie 
numerus   semper   erit   impariter   par  (demonstrationem  haud   difficilem   sup- 
primo):  si  itaque  ponitur  =21,  ipsius  semissis  l  impar  erit;  aequatio   Cr=0 
vero  erit  gradus  2&«.     lam  quoniam  in  aequatione  X=0  terminus  secundus 
deest:   summa  omnium  2m  radicum  erit  0;   unde  patet,   si  summa  quarum- 
cunque  m  radicum  fuerit  +p,  reliquarum  summam  fore  —f,  i.  e.  si  -\- ^  est 
inter  valores  ipsius  M,  etiam  —p  inter  eosdem  erit.   Hinc  E.  concludit,   ?7esse 
productum  ex  h  factoribus  duplicibus  talibus  uu—pp,  uu  —  qq,  uu-rr  etc., 
denotantibus  +j9,  —p,  -\- q,  —  q  etc.   omnes  2k  radices  aequationis  U=0, 
unde,  propter  multitudinem  imparem  herum  factorum,  terminus  ultimus  in  Ü 
erit  quadratum  producti  pqr  etc.  signo  negativo  affectum.    Productum  autem 
pqr  etc.  semper  ex  coefficientibus  B,  C  etc.  rationaliter  determinari  potest, 
adeoque  necessario  erit  quantitas  realis.    Huius  itaque  quadratum  signo  nega- 
tive affectum  certo  erit  quantitas  negativa.     Q.  E.  D. 

1)  Vide  p.  97  huius  voluminis.  F.  R, 


1^-13] RATIONALEM  INTEGRAM  IN  FACTORES  RESOLVI  POSSE  161 

Quum  lu  duo  factores  reales  ipsius  X  sint  gradus  w«  atque  m  potestas 
numeri  2:  eadem  ratione  uterque  rursus  in  duos  factores  reales  ~m  dimen- 
sionum  resolvi  poterit.  Qaoniam  vero  per  repetitam  dimidiationem  numeri  m 
necessario  tandem  ad  binarium  pervenitur,  manifestum  est,  per  continuationem 
operationis  functionem  X  tandem  in  factores  reales  secundi  gradus  resolutam 
haberi. 

Quodsi  vero  functio  talis  proponitur,  in  qua  terminus  secundus  non  deest 
puta  a;^™  +  Äx'"'-'  +  Bx"^-'  +  etc.  +  M,  designante  etiamnum  2m  potestatem 
binariam,  haec  per  substitutionem  x  =  y~-^~  transibit  in  similem  functionem 
termino  secundo  carentem.  Unde  facile  concluditur,  etiam  illam  functionem 
in  factores  reales  secundi  gradus  resolubilem  esse. 

Denique  proposita  functione  gradus  n'\  designante  n  numerum,  qui  non 
est  potestas  binaria:  ponatur  potestas  binaria  proxime  maior  quam  w,  =  2m, 
multipliceturque  functio  proposita  per  2m -n  factores  simplices  reales  quos- 
cunque.  Ex  resolubilitate  producti  in  factores  reales  secundi  gradus,  nullo 
negotio  derivatur,  etiam  functionem  propositam  in  factores  reales  secundi  vel 
primi  gradus  resolubilem  esse  debere. 

8. 

Contra  baue  demoustrationem  obiici  potest 

1.  Eegulam,  secundum  quam  E.  concludit,  ex  2m— 1  aequationibus 
2m  — 2  incognitas  a,  ß  etc.  A,  fi  etc.  omnes  rationaliter  determinari  posse, 
neutiquam  esse  generalem,  sed  saepissime  exceptionem  pati.  Si  quis  e.  g.  in 
art.  3.  aliqua  incognitarum  tamquam  cognita  spectata,  reliquas  per  hanc  et 
coöfficientes  datos  rationaliter  exprimere  tentat,  facile  inveniet,  hoc  esse  im- 
possibile,  nuUamque  quantitatum  incognitarum  aliter  quam  per  aequationem 
m  —  1"  gradus  determinari  posse.  Quamquam  vero  hie  statim  a  priori  per- 
spici  potest,  illud  necessario  ita  evenire  debuisse:  tarnen  merito  dubitari  pos- 
set,  annon  etiam  in  casu  praesenti  pro  quibusdam  valoribus  m  res  eodem 
modo  se  habeat,  ut  incognitae  a,  ß  etc.  X,  fi  etc.  ex  u,  B,  C  etc.  aliter 
quam  per  aequationem  gradus  forsan  maioris  quam  2  m  determinari  nequeant. 
Pro  eo  casu,  ubi  aequatio  Z=0  est  quarti  gradus,  E.  valores  rationales 
coefflcientium  per  u  et  coöfficientes  datos  eruit;  idem  vero  etiam  in  omnibus 
aequationibus  altioribus  fieri  posse,  utique  explicatione  ampliori  egebat.  ~ 
Ceterum  operae  pretiuni  esse  videtur,  in  formulas  illas,  quae  a,  ß  etc.  ratio- 

Lkonhabdi  Euleei  Opera  omuia  le  Commentationes  algebraieae  21 
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naliter  per  u,  B,  C  etc.  exprimant,  profundius  et  generalissime  inquirere;  de 
qua  re  aliisque  ad  eliminationis  theoriam  (argumentum  haudquaquam  ex- 
haustum)  pertinentibus  alia  occasione  fusius  agere  suscipiam. 

2.  Etiamsi  autem  demonstratum  fuerit,  cuiusvis  gradus  sit  aequatio 
X  =  0,  semper  formulas  inveniri  posse,  quae  ipsas  a,  ß  etc.  X,  /n  etc.  ratio- 
naliter  per  u,  B^  C  etc.  exMbeant:  tamen  certum  est,  pro  valoribus  quibus- 
dam  determinatis  coefficientium  B,  C  etc.  formulas  HIb^b  indeterminatas  evadere 
posse,  ita  ut  non  solum  impossibile  sit,  incognitas  illas  rationaliter  ex 
u^  B,  C  etc.  dejSlnire,  sed  adeo  revera  quibusdam  in  casibus  valori  alicui  reali 
ipsius  u  nuUi  valores  reales  ipsarum  a,  ß  etc.  X,  fi  etc.  respondeant.  Ad  con- 
firmationem  huius  rei  brevitatis  gratia  ablego  lectorem  ad  diss.  ipsam  E.,  ubi 
p.  236^)  aequatio  quarti  gradus  fusius  explicata  est.  Statim  quisque  videbit, 
formulas  pro  coefflcientibus  a,  ß  indeterminatas  fieri,  si  (7=0  et  pro  u  assu- 
matur  valor  0,  illorumque  valores  non  solum  sine  extractione  radicum  as- 
signari  non  posse,  sed  adeo  ne  reales  quidem  esse,  si  fuerit  BB  —  4.I)  quan- 
titas  negativa.  Quamquam  vero  in  hoc  disu  %(,  adbuc  alios  valores  reales 
habere,  quibus  valores  reales  ipsarum  a,  ß  respondeant,  facile  perspici  potest: 
tamen  vereri  aliquis  posset,  ne  huius  difficultatis  enodatio  (quam  E.  omnino 
non  attigit)  in  aequationibus  altioribus  multo  maiorem  operam  facessat.  Gerte 
haec  res  in  demonstratione  exacta  neutiquam  silentio  praeteriri  debet. 

3.  111.  E.  supponit  tacite,  aequationem  X==0  habere  2m  radices,  harumque 
summam  statuit  =  0,  ideo  quod  terminus  secundus  in  X  abest.  Quomodo 
de  hac  licentia  (qua  omnes  auctores  de  hoc  argumento  utuntur)  sentiam,  iam 
supra  art.  3  declaravi.  Propositio,  summam  omnium  radicum  aequationis 
alicuius  coefficienti  primo,  mutato  signo,  aequalem  esse,  ad  alias  aequationes 
applicanda  non  videtur,  nisi  quae  radices  habent:  iam  quum  per  hanc  ipsam 
demonstrationem  evinci  debeat,  aequationem  Z  =  0  revera  radices  habere, 
haud  permissum  videtur,  harum  existentiam  supponere.  Sine  dubio  ii,  qui 
huius  paralogismi  fallaciam  nondum  penetraverunt,  respondebunt,  l%ic  non 
demonstrari  aeqmtioni  X==0  satisfieri  posse  (nam  hoc  dicere  vult  expressio, 
eam  habere  radices),  sed  tantummodo,  ipsi  per  valores  ipsius  x  sub  forma 
a  +  i  Y—  1  confentos  satisfieri  posse;  illud  vero  tamquam  axioma  supponi.  At 
quum  aliae  quantitatum  formae,  praeter  realem  et  imaginariam  a +  &]/—! 
concipi  nequeant,  non  satis  luculentum  videtur,  quomodo  id,  quod  demon- 
strari  debet,  ab  eo,  quod  tamquam  axioma  supponitur,  differat;  quin  adeo  si 

1)  Vide  p.  93—94  huius  voluminis.  F.  R. 
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possibile  esset  adhuc  alias  formas  quantitatum  excogitare,  puta  formam 
jp^  -F',  V  etc.:  tarnen  sine  demonstratione  admitti  non  deberet,  cnivis  aequa- 
tioni  per  aliquem  valorem  ipsius  x  ant  realem,  ant  sub  forma  a  +  bV—l, 
aut  sub  forma  F,  aut  snb  F'  etc.  contentum  satisfieri  posse.  Quamobrem 
axioma  illud  alium  sensum  habere  nequit  quam  hunc:  Cuivis  aequationi  satis- 
fieri potest  aut  per  valorem  realem  incognitae,  aut  per  valorem  imaginarium 
sub  forma  a-^hV—l  contentum,  aut  forsan  per  valorem  sub  forma  alia 
hucusque  ignota  contentum,  aut  per  valorem,  qui  sub  nuUa  omnino  forma 
continetur.  Sed  quomodo  buiusmodi  quantitates,  de  quibus  ne  ideam  quidem 
fingere  potes  —  vera  umbrae  umbra  —  summari  aut  multiplicari  possint,  hoc 
ea  perspicuitate,  quae  in  mathesi  semper  postulatur,  certo  non  intelligitur.  *) 
Ceterum  conclusiones,  quas  E.  ex  suppositione  sua  elicuit,  per  has  ob- 
iectiones  haudquaquam  suspectas  reddere  volo;  quin  potius  certus  sum,  illas 
per  methodum  neque  difficilem  neque  ab  EuLERiana  multum  diversam  ita 
comprobari  posse,  ut  nemini  vel  minimus  scrupulus  superesse  debeat.  Solam 
formam  reprehendo,  quae  quamvis  in  inveniendis  novis  veritatibus  magnae 
utilitatis  esse  possit,  tamen  in  demonstrando,  coram  publice,  minime  probanda 
videtur. 

4.  Pro  demonstratione  assertionis,  productum  pqr  etc.  ex  coefficientibus 
in  X  rationaliter  determinari  posse,  ill.  E.  nihil  omnino  attulit.  Omnia,  quae 
hac  de  re  in  aequationibus  quarti  gradus  explicat,  haec^)  sunt  (ubi  a,  B,  c,  b 
sunt  radices  aequationis  propositae  x^-i-  Boox  +  C^r  +  D  ==  0): 

„On  m'objectera  sans  doute,  que  j'ai  suppose  ici,  que  la  quantitö  jp^r 
etoit  une  quantite  reelle,  et  que  son  quarre  ppqqrr  etoit  affirmatif;  ce  qui 
etoit  encore  douteux,  vu  que  les  racines  a,  B,  c,  b  etant  imaginaires,  il  pourroit 
bien  arriver,  que  le  quarr6  de  la  quantite  pqr  qui  en  est  composee,  füt 
negatif  Or  je  reponds  h  cela,  que  ce  cas  ne  sauroit  Jamals  avoir  lieu;  car 
quelques  imaginaires  que  soient  les  racines  a,  b,  c,  b,  on  sait  pourtant,  qull 
doify  avoir 

'^')  Tota  liaec  res  multum  illustrabitur  per  aliam  disquisitionem  sub  prelo  iam  sudantem,  ubi 
in  argumento  longa  quidem  diverso,  nihüominus  tarnen  analogo,  licentiam  similem  prorsus  eodem 
iure  usurpare  potuissem,  ut  hie  in  aequationibus  ab  omnibus  analystis  factum  est.  Quamquam  yero 
plurium  veritatnm  demonstrationes  adiumento  talium  fictionnm  paucis  yerbis  absolvere  licuisset, 
quae  absque  bis  perquam  difficiles  evadunt  et  subtilissima  artificia  requirunt,  tamen  illis  omnino 
abstinere  malui,  speroque,  paucis  me  satisfacturum  fuisse^  si  analystarum  methodum  imitatus  essem. 

l)  Vide  p.  98  huius  voluminis.  F.  E. 
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a  +  B  +  c  +  b  =  0;    a&  +  ac  + ab  +  6c  + Bb  +  cb -=  5; 
aBc  +  abb  +  acb  +  6cb=- C^);    aBcb  =  D, 

ces  quantitös  B,  C,  I)  etant  reelles.  Mais  puisque  j}  =  a  +  B,  2  =  a  +  c, 
r  =  a  +  b,  leur  produit  pgr  ^{a'{-l){oi  +  c)  (a  +  b)  est  determinable,  comme 
on  sait,  par  les  quantites  B,  C,  D,  et  sera  par  consequent  reel;  tout  comme 
nous  avons  vu,  qn'il  est  effectivement  pqr  =  ~C  et  ppqqrr=  CC,  On  re- 
connoitra  aisement  de  meme,  que  dans  les  plus  hautes  equations  cette  mßme 
circonstance  doit  avoir  lieu,  et  qu'on  ne  sauroit  me  faire  des  objections  de 
ce  cöte." 

Conditionem,  prodnctum  pqr  etc.  rationalüer  per  B,  C  etc.  deter- 
minari  posse,  E.  nuUibi  adiecit,  attamen  semper  subintellexisse  videtur,  qiimn 
absque  illa  demonstratio  niiUam  vim  habere  possit.  lam  verum  quidem  est 
in  aequationibus  quarti  gradus,  si  prodnctum  (a  +  B)  (a  +  c)  (a  +  b)  evolvatur, 
obtineri  aa(a  +  B  +  c  +  b)  +  aBc+ aBb  +  acb  +  Beb  =  —  Q  attamen  non  satis 
perspicunm  videtur,  quomodo  in  omnibus  aequationibus  superioribus  prodnc- 
tum rationaliter  per  coefficientes  determinari  possit.  Clar.  de  Foncenex^),  qui 
primus  lioc  observavit  (Miscell.  phil.  math.  soc.  Taurin.  T.  I.  p.  117),  recte 
contendit,  sine  demonstratione  rigorosa  buius  propositionis  methodum  omnem 
vim  perdere,  illam  vero  satis  difficilem  sibi  videri  confitetur,  et  quam  viam 
frustra  tentaverit,  enarrat.^**)  Attamen  baec  res  band  difficulter  per  methodum 
sequentem  (cuius  summam  addigitare  tantummodo  hie  possum)  absolvitur: 
Quamquam  in  aequationibus  quarti  gradus  non  satis  darum  est,  prodnctum 
(a  +  B)(a  +  c)(a  +  b)  per  coefficientes  B,  G,  I>  determinabile  esse,  tarnen  facile 
perspici  potest,  idem  productum  etiam  esse  =  (b  +  a){h  +  c)(B  +  b),  nee  non 
=  (c  +  a)  (c  +  B)  (c  +  b),  denique  etiam  =  (b  +  a)  (b  +  B)  (b  +  c),  Quare  pro- 
ductum pqr  erit  quadrans  summae 

(a  +  B)(a  +  c)(a  +  b)  +  (B  +  a)(B  +  c)(B  +  b)  +  (c  +  a)(c  +  B)(c  +  b) 

+  (b  +  a)(b  +  B)(b  +  c), 


'^)  E-  Pei*  errorem  habet  G,  Tinde  etiam  postea  perperam  statuit  pq^^-  ==  C. 
^  *'»•)  In  hanc  expositionem  error  irrepsisse  videtur,  scilicet  p.  118.  1.  6.  löco  cliaracteris  i^  (on 
choisissait  seulement  Celles  ou  entrait  p  etc.),  necessario  legere  oportet,  une  mime  racme  gtiekonque 
de  Vegiiation  projoosde,  mt  siinile  quid,  quurn  illud  nullum  sensum  habeat, 

1)  F.  Daviet  de  Fongenex  (1734—1799).  F.  E, 
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quam,  si  evolvatur,  fore  functionem  rationalem  integram  radicum  a,  6,  c,  b 
talem,  in  quam  omnes  eadem  ratione  ingrediantur,  nuUo  negotio  a  priori 
praevideri  potest.  Tales  vero  functiones  semper  rationaliter  per  coefficientes 
aequationis,  cuius  radices  sun!  a,  b,  c,  h,  exprimi  possunt.  —  Idem  etiam 
manifestum  est,  si  productum  j?g'r  sub  hanc  formam  redigatur 

|(a  +  b-c-b)x4(a  +  c-B-b)><|(a  +  b-6-e) 

quod  productum  evolutum  omnes  a,  6,  c,  b  eodem  modo  implicaturum  esse 
facile  praevideri  potest.  Simul  periti  facile  hinc  coUigent,  quomodo  hoc  ad 
altiores  aequationes  applicari  debeat.  —  Completam  demonstrationis  expo- 
sitionem,  quam  hie  apponere  brevitas  non  permittit,  una  cum  uberiori  dis- 
quisitione  .de  functionibus  plures  variabiles  eodem  modo  involventibus  ad 
aliam  occasionem  mihi  reservo. 

Ceterum  observo,  praeter  has  quatuor  obiectiones,  adhuc  quaedam  alia 
in  demonstratione  E.  reprehendi  posse,  quae  tarnen  silentio  praetereo,  ne  forte 
censor  nimis  severus  esse  videar,  praesertim  quum  praecedentia  satis  osten- 
dere  videantur,  demonstrationem  in  ea  quidem  forma,  in  qua  ab  E.  proposita 
est,  pro  completa  neutiquam  haberi  posse. 

Post  hanc  demonstrationem,  E.  adhuc  aliam  viam  theorema  pro  aequa- 
tionibus,  quarum  gradus  non  est  potestas  binaria,  ad  talium  aequationum 
resolutionem  reducendi  ostendit:  attamen  quum  methodus  haec  pro  aequa- 
tionibus  quarum  gradus  est  potestas  binaria,  nihil  doceat,  insuperque  omnibus 
obiectionibus  praecc.  (praeter  quartam)  aeqne  obnoxia  sit  ut  demonstratio 
prima  generalis:  haud  necesse  est  illam  hie  fusius  explicare. 

9, 

In  eadem  comraentatione  ill.  E.  theorema  nostrum  adhuc  alia  via  confir- 
mare  annixus  est  p.  263^),  cuius  summa  coiitinetur  in  his:  Proposita  aequatione 
x""  +  -A.ixf'^'^  +  B'X'''^^  etc.  ==  0,  hucusque  quidem  expressio  analytica,  quae  ipsius 
radices  exprimat,  inveniri  non  potuit,  si  exponens  n  >  4;  attamen  certum  esse 
videtur  (uti  asserit  E.),  illam  nihil  aliud  continere  posse,  quam  operationes 
arithmeticas  et  extractiones  radicum  eo  magis  complicatas,  quo  maior  sit  n, 
Si  hoc  conceditur,  E.  optime  ostendit,  quantumvis  inter  se  complicata  sint 
Signa  radicalia,  tarnen  formulae  valorem  semper  per  formam  M-^  NV—1 
repraesentabilem  fore,  ita  ut  M,  N  sint  quantitates  reales. 

1)  Tide  p.  119—120  huius  yoluminis.  K  ß. 
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a  +  b  +  c  +  b  =  0;    aß  +  ac  + ab -fBc  + 6b  +  cb  =  J?; 
a6c  +  abb  +  acb  +  6cb  =  C*);     aBcb  =  D, 

ces  quantites  B,  C,  2)^tant  reelles.  Mais  puisque  ^==a-j-6,  ^==a  +  c, 
r  =  a  -f  b,  leur  produit  pqr  =  (a  +  B)  (a  +  c)  (a  +  b)  est  determinable,  cowwe 
on  sait,  par  les  quantites  B,  C,  B,  et  sera  par  consequent  röel;  tout  comme 
nous  avons  vu,  qu'il  est  effectivement  ^qr==  —  G  et  jppqqrr=  CG.  On  re- 
connoitra  aisement  de  mßme,  que  dans  les  plus  hautes  equations  cette  m6me 
eirconstance  doit  avoir  Heu,  et  qu'on  ne  sauroit  me  faire  des  objections  de 
ce  cöte." 

Conditionem,  productum  ^pqr  etc.  ratiomliter  per  B,  C  etc.  deter- 
nünari  pesse,  E.  nuUibi  adiecit,  attamen  semper  subintellexisse  videtur,  quum 
absque  illa  demonstratio  nullam  vim  habere  possit.  lam  verum  quidem  est 
in  aequationibus  quarti  gi-adus,  si  productum  (a  +  6)  (a  +  c)  (a  +  b)  evolvatur, 
obtineri  aa(a  +  b  +  c+  b)  +  abc  +  abb  +  acb  +  Beb  =  -  0,  attamen  non  satis 
perspicuum  videtur,  quomodo  in  omnibus  aequationibus  superioribus  produc- 
tum rafcionaliter  per  coSfficientes  determinari  possit.  Clar.  de  Foncenex^),  qui 
primus  hoc  observavit  (Miscell.  phil.  math.  soc.  Taurin.  T.  I.  p.  117),  recte 
contendit,  sine  demonstratione  rigorosa  huius  propositionis  methodum  omnem 
vim  perdere,  illam  vero  satis  difficilem  sibi  videri  confltetur,  et  quam  viam 
frustra  tentaverit,  enarrat.**)  Attamen  haec  res  haud  difficulter  per  methodum 
sequentem  (caius  summam  addigitare  tantummodo  hie  possum)  absolvitur: 
Quamquam  in  aequationibus  quarti  gradus  non  satis  darum  est,  productum 
(a  +  b)(a  +  c)(a  +  b)  per  coefficientes  B,  C,  D  determinabile  esse,  tarnen  facile 
perspici  potest,  idem  productum  etiam  esse  =  (b  -f.  a)  (B  +  c)  (B  +  b),  nee  non 
=  (c  +  a)  (c  +  B)  (c  +  b),  denique  etiam  =  (b  +  a)  (b  +  B)  (b  +  c).  Quare  pro- 
ductum pqr  erit  quadrans  summae 

(a  +  6)(a  +  c)(a  +  b)  -f  (B  -f-  a)(6  -f  c)(6  +  b)  -f  (c  -f-  a)(c  +  B)(c  +  b) 

+  (b  +  a)(b  +  b)(b  +  c), 


*)  E.  per  eiTorem  habet  C,  unde  etiam  postea  perperam  statuit  ^qr  =  C. 
**)  In  hanc  expositionem  error  irrepsisse  videtur,  scilieet  p.  118.  1.  5.  löco  eharacteris  i^  (on 
choisissait  seulement  Celles  oü  entrait  p  etc.),  necessario  legere  oportet,  une  mäme  racme  gueJconq'ue 
de  l'e'quation  proposde,  aut  simile  quid,  quum  illud  nullum  sensum  lialjeat. 

1)  F.  Datiet  de  Poncenex  (1734—1799).  F.  E. 
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quam,  si  evolvatur,  fore  functionem  rationalem  integram  radicum  a,  B,  c,  b 
talem,  in  quam  omnes  eadem  ratione  ingrediantur,  nuUo  negotio  a  priori 
praevideri  potest.  Tales  vero  functiones  semper  rationaliter  per  coefficientes 
aequationis,  cuius  radices  sun^  a,  b,  c,  b,  exprimi  possunt.  —  Idem  etiam 
manifestum  est,  si  productum  j?gr  sub  hanc  formam  redigatur 

I  (a  -f  fi  _  c  -  b)  X I  (a  +  c  -  6  -  b)  X  4  (a  +  b  -  b  -  c) 

quod  productum  evolutum  omnes  a,  h,  c,  b  eodem  modo  implicaturum  esse 
facile  praevideri  potest.  Simul  periti  facile  hinc  coUigent,  quomodo  hoc  ad 
altiores  aequationes  applicari  debeat.  —  Completam  demonstrationis  expo- 
sitionem,  quam  Mc  apponere  brevitas  non  permittit,  una  cum  uberiori  dis- 
quisitione  .de  functionibus  plures  variabiles  eodem  modo  involventibus  ad 
aliam  occasionem.  mihi  reservo. 

Ceterum  observo,  praeter  has  quatuor  obiectiones,  adhuc  quaedam  alia 
in  demonstratione  E.  reprehendi  posse,  quae  tarnen  silentio  praetereo,  ne  forte 
censor  nimis  severus  esse  videar,  praesertim  quum  praecedentia  satis  osten- 
dere  videantur,  demonstrationem  in  ea  quidem  forma,  in  qua  ab  E.  proposita 
est,  pro  completa  neutiquam  haberi  posse. 

Post  hanc  demonstrationem,  E.  adhuc  aliam  viam  theorema  pro  aequa- 
tionibus,  quarum  gradus  non  est  potestas  binaria,  ad  talium  aequationum 
resolutionem  reducendi  ostendit:  attamen  quum  methodus  haec  pro  aequa- 
tionibus  quarum  gradus  est  potestas  binaria,  nihil  doceat,  insuperque  omnibus 
obiectionibus  praecc.  (praeter  quartam)  aeque  obnoxia  sit  ut  demonstratio 
prima  generalis:  haud  necesse  est  illam  hie  fusius  expHcare. 

9. 

In  eadem  commentatione  ill.  E.  theorema  nostrum  adhuc  alia  via  confir- 
mare  annixus  est  p.  263^),  cuius  summa  continetur  in  his:  Proposita  aequatione 
ctf'-^Ax"'"^-i'Bx"'~^etC;-=0,  hucusque  quidem  expressio  analytica,  quae  ipsius 
radices  exprimat,  inveniri  non  potuit,  si  exponens  n  >  4;  attamen  certum  esse 
videtur  (uti  asserit  E.),  illam  mhil  aliud  continere  posse,  quam  operationes 
arithmeticas  et  extractiones  radicum  eo  magis  complicatas,  quo  maior  sit  n, 
Si  hoc  conceditur,  E.  optime  ostendit,  quantumvis  inter  se  complicata  sint 
Signa  radicalia,  tamen  formulae  valorem  semper  per  formam  J/f+iVT/— 1 
repraesentabilem  fore,  ita  ut  ilf,  N  sint  quantitates  reales. 

1)  Yide  p.  119—120  huius  voluminis.  E.  R. 
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Contra   hoc  ratiocinium   obiici  potest,   post  tot  tantorum  geometrarum 
labores  perexiguam  spem  superesse,  ad  resolutionem  generalem  aequationum 
algebraicarum  umquam   perveniendi,   ita  ut  magis  magisque  verisimile  fiat, 
talem   resolutionem   omnino   esse   impossibilem  et  contradictoriam.     Hoc  eo 
minus  paradoxum  videri  debet,  quwm  id,  qmd  vulgo  resolutio  aeqmtionis  dici- 
tm,  proprie   nihil  aliud  sit   quam   ipsius  reduäio   ad  aequationes  puras.     Nam 
aequationum  purarum  solutio  Mnc  non  docetur  sed  supponitur,  et  si  radicem 
aequationis  ä)"«- IT  per  fjT  exprimis,   iUam  neutiquam  soMsti,   neque  plus 
fecisti,    quam  si   ad   denotandam   radicem   aequationis    ic^  +  ^o;"-^  +  etc.  =  0 
Signum  aliquod  excogitares,  radicemque  bnic  aequalem  poneres.     Verum  est, 
aequationes  puras  propter  facilitatem  ipsarum  radices  per  approximationem' 
mveniendi,  et  propter  nexum  elegantem,  quem  omnes  radices  inter  se  babent, 
prae-  omnibus  multum  praestare,  adeoque  neutiquam  vituperandum  esse,  quod 
analystae  barum  radices  per  signum  peculiare  denotaverunt:   attamen  ex  eo, 
quod  boc  Signum  perinde  ut  signa  aritbmetica  additionis,  subtractionis,  mul- 
tiphcatioms,   divisionis  et  evectionis  ad  dignitatem  sub  nomine   expressiomm 
analyticamm  complexi  sunt,  minime  sequitur  cuiusvis  aequationis  radicem  per 
illas  exbiberi  posse.     Seu,  missis  verbis,  sine  ratione  sufficienti   supponitur 
CUIUSVIS  aequationis  solutionem  ad  solutionem  aequationum  purarum  reduci 
posse.     Forsan  non  ita  difficile  foret,  impossibiütatem  iam  pro  quinto  gradu 
omm  rigore  demonstrare,  de  qua  re  alio  loco  disquisitiones  meas  fusius  pi:o- 
ponam.    Hic   sufficit,   resolubilitatem  generalem  aequationum,   in  iUo  sensu 
acceptam,  adbuc  valde  dubiam  esse,  adeoque  demonstrationem,  cuius  tota  vis 
ab  lila  suppositione  pendet,  in  praesenti  rei  statu  nihil  ponderis  habere. 

10. 

Postea  etiam  dar.  de  Foncenex,  quum  in  demonstratione  prima  Euleei 
defectum  ammadvertisset  (supra  art.  8  obiect.  4),  quem  tollere  non  poterat, 
adhuc  aliam  viam  tentavit  et  in  comment.  laudata  p.  120  in  medium  protu- 
lit.  )     Quae  consistit  in  sequentibus. 

Proposita  Sit  aequatio  Z=0,  designante  Z  functionem  m*'  gradus  in- 
cogmtae  ,.  Si  m  est  numerus  impar,  iam  constat,  aequationem  hanc  habere 
radicem  realem;  si  vero  m  est  par,  dar.  F.  sequenti  modo  probare  conatur, 

*)  In  tomo  secundo  eorundem  Miscellaneorum  p.  337  dilucidationes  ad  hanc  commen- 
taWm  continentur:  attamen  hae  ad  disquisitionem  praesentem  non  pertinent,  sed  ad  logarithmos 
quantitatnm  negaüvarum,  de  qaihxxs  in  eadem  comm.  sermo  fuerat. 
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aequationem  ad  minimum  unam  radicem  formae  j9  +  g' ]/ — 1  habere.  Sit 
m  =  2*"^,  designante  i  nnmerum  imparem,  supponaturque  ^0  +  U0  -{-  M  esse 
divisor  functionis  Z,  Tunc  singuli  valores  ipsius  u  erunt  summae  binarum 
radicum  aequationis  Z==0  (mutato  signo),  quamobrem  «^  habebit  ^^^-^^^~=^m' 
valores,  et  si  u  per  aequationem  Z7=0  determinari  supponitur  (designante  ü 
functionem  integram  ipsius  ic  et  coöfflcientium  cognitorum  in  Z),  haec  erit 
gradus  m'*\  Facile  vero  perspicitur,  m'  fore  numerum  formae  2''''H\  desig- 
nante i'  numerum  imparem.  lam  nisi  m'  est  impar,  supponatur  iterum, 
uu  +  ^'^  +  ^'  össe  divisorem  ipsius  Ü7,  patetque  per  similia  ratiocinia,  u 
determinari  per  aequationem  Z7'=  0,  ubi  U'  sit  functio  ^^'^^^  '  gradus 
ipsius  u\  Posito  vero  5,i|?Lz:_„  =  ^;/'^  erit  ni'  numerus  formae  2^"^^',  desig- 
nante V'  numerum  imparem.  lam  nisi  m''  est  impar,  statuatur  u' u'  -i- u'' u -}- M'' 
esse  divisorem  functionis  U\  determinabiturque  u''  per  aequationem  Ü7"  =  0, 
quae  si  supponitur  esse  gradus  m'''^\  mf''  erit  numerus  formae  2*""^^'^  Mani- 
festum est,  in  Serie  aequationum  ?7=0,  ?7'=0,  ?7"=0  etc.  n^^"^  fore  gradus 
imparis  adeoque  radicem  realem  habere.  Statuemus  brevitatis  gratia  n  =  3, 
ita  ut  aequatio  ?7"==  0  radicem  realem  u''  habeat,  nuUo  enim  negotio  per- 
spicitur,  pro  quovis  alio  valore  ipsius  n  idem.  ratiocinium  valere.  Tunc 
coefficientem  M''  per  u''  et  coefficientes  in  U'  (quos  fore  functiones  integras 
coefficientium  in  Z  facile  intelligitur) ,  sive  per  tif'  et  coefficientes  in  Z 
rationaliter  determinabilem  fore  asserit  dar.  de  F.,  et  proin  realem.  Hinc 
sequitur,  radices  aequationis  u^u'-^-u^'u' -\-  M''=0  sub  forma  jp  +  gV—l  con- 
tentas  fore;  eaedem  vero  manifesto  aequationi  Z7'  =  0  satisfacient:  quare  da- 
bitur  valor  aliquis  ipsius  ic'  sub  forma  p-^qV—l  contentus.  lam  coefficiens 
M'  (eodem  modo  ut  ante)  rationaliter  per  u'  et  coefficientes  in  Z  determinari 
potest,  adeoque  etiam  sub  forma  p  +  qV~  1  contentus  erit;  quare  aequationis 
^U'^u'U'i'  M'  radices  sub  eadem  forma  contentae  erunt,  simul  vero  aequa- 
tioni t/"=0  satisfacient,  i.  e.  aequatio  haec  habebit  radicem  sub  forma 
p^qY^l  contentam.  Denique  hinc  simili  ratione  sequitur,  etiam  If  sub 
eadem  forma  contineri,  nee  non  radicem  aequationis  00  -^U0  +  M=0,  quae 
manifesto  etiam  aequationi  propositae  Z=0  satisfaciet.  Quamobrem  quaevis 
aequatio  ad  minimum  unam  radicem  toimdb  p  +  qV—1  habebit. 

iL 

Obiectiones  1,  2,  3,   quas   contra  Euleri  demonstrationem  primam   feci 
(art.  8),  eandem  vim  contra  hanc  methodum  habent,  ea  tamen  differentia,  ut 
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obiectio  secunda,  cui  Euleri  demonstratio  tantummodo  in  quibusdam  casibns 
specialibus   obnoxia   erat,  praesentem   in   omnibus   casibus    attingere  debeat 
Scüicet  a  pnon  demonstrari  potest,  etiamsi  formula  detur,  quae  coefficientem 
ilf   rationahter  per  u'  et  coefficientes  in  Z  exprimat,  banc  pro  pluribus  va- 
loribns  ipsius  u'  necessario  injjeterminatam  fieri  debere;  similiterque  formulam 
quae  coefficientem  M"  per  u"  exbibeat,  indeterminatam  fieri  pro  quibusdam 
valoribus  ipsius  u"  etc.    Hoc  luculentissime  perspicietur,  si  aequationem  quarti 
gradus  pro  exemplo  assumimus.    Ponamus  itaque  m^i,  sintque  radices  aequa- 
tionis  Z=0,  hae  c,  ß,  y,  d.    Tum  patet,  aequationem  TI=  0  fore  sexti  gradus 
ipsxusque    radices    -{a  +  ß),    _(«  +  ,,),    _(,  +  ^),    -(ß  +  y),    ^  (} ^  s), 
-  (r  +  cT).  _  Aequatio    U'^  0    autem    erit    decimi   quinti   gradus,    et   valores 
ipsius  u  hl 

^a+ß  +  y,  2a-\-ßJ^d,  2a+y+S, 

2ß-jra+y,  2ß  +  a-\-ä,  2ß  +  y-^S, 

2y-i.a+ß,  2y-{-a  +  6,  2y  +  ß+S, 

2S  +  a+ß,  2S  +  a+y,  2S  +  ß-\-y, 

a^ß-{-y^S,      a  +  ß+y-{.S,       a  +  ß-j-y^S. 

lam  in  bac  aequatione,   quippe   cuius  gi-adus  est  impar,   subsistendum  erit, 
babebitqne  ea  revera  radicem  realem  a  +  ß  +  y  +  S  (quae  primo  coefficienti 
m  Z  mutato   signo  aequalis  adeoque  non  modo  realis  sed  etiam  rationalis 
erit,  si  coefficientes  in  Z  sunt  rationales).     Sed  nuUo  negotio  perspici  potest, 
si  formula  detur,  quae  valorem  ipsius  M'  per  valorem  respondentem  ipsius  u' 
rationaliter  exbibeat,  banc  necessario  pro  e*' =«  + /94- r  +  c?  indeterminatam 
fieri.    Hic  enim  valor  ter  erit  radix  aequationis   U'^0,  respondebuntque  ipsi 
tres  valores  ipsius  M',  puta  (a  +  ß)(r  +  <?),  («  +  y) (ß  +  ^)  et  («  +  S)(ß  +  y) 
qui    omnes    irrationales   esse  possunt.     Manifesto    autem    formula    rationalis 
neque  valorem  irrationalem  ipsius  M'  in  boc   casu  producere   posset,   neque 
tres  valores  diverses.     Ex  hoc  specimine  satis  coUigi  potest,  metbodum  clar 
DE  loNCENExii  neutiquam  esse  satisfacientem,  sed  si  ab  omni  parte  completa 
reddi  debeat,  multo  profundius  in  tbeoriam  eliminationis  inquiri  oportere. 

12. 
Denique   ill.  La  Orange   de  theoremate  nostro  egit  in   comm.     Sur  la 
forme  des  raanes  miagincdres  des  eqmtions,  Nouv.  Mem.  de  l'Acad.  de  Berlin 
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1772,  p.  222  sqq/)  Magnus  Mc  geometra  imprimis  operam  dedit,  defectus  in 
EuLEKi  demonstratione  prima  snpplere  et  revera  praesertim  ea,  quae  snpra 
(art.  8)  obiectionem  secundam  et  quartana  constitunnt,  tarn  profunde  perscru- 
tatus  est,  ut  nihil  amplius  desiderandum  restet,  nisi  forsan  in  disquisitione 
anteriori  super  theoria  eliminationis  (cui  investigatio  haec  tota  innititur) 
quaedam  dubia  superesse  videantur.  —  Attamen  obiectionem  tertiam  omnino 
non  attigit,  quin  etiam  tota  disquisitio  superstructa  est  suppositioni,  quamvis 
aequationem  m*'  gradus  revera  m  radices  habere, 

Probe  itaque  iis,  quae  hucusque  exposita  sunt,  perpensis,  demonstratio nem 
novam  theorematis  gravissimi  ex  principiis  omnino  diversis  petitam  peritis 
haud  ingratam  fore  spero,  quam  exponere  statim  aggredior. 


1)  Oeuores  dö  Lagrange,  publiees  par  leö  soins  de  M.  J.-A.  Sekret,  t,  lil,  Paris  1869,  p.  479. 

l\  II. 
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DE  EESOLUTIONE  AEQUATIONÜM 
CUIÜSVIS  GRADUS 

Commentatio  282  indicis  Enestroemiani 
Novi  commeutarii  academiae  scientiarum  Petropolitanae  0  (1762/3),  1764,  p.  70—98 

Summarium  ibidem  p.  13--16 


SUMMARIÜM 

Quaestio  Mc  versatur  circa  aeqiiationes  algebraicas,  qiiarum  gradus  aestimatur  ex 
potestate  summa  qnantitatis  incognitae,  cuius  valorem  inde  determinari  oportet;  ita  post- 
quam  hniusmodi  aeqiiationes  ad  debitam  formam  fnerint  perdiictae,  secundum  gradus  ita  in 
genere  repraesentari  possunt: 


gradus 
I. 
IL 
III 

IV. 

V. 
VI. 


aequationes 
;:«?  -f  J.=- 0 

x^  -{-  Ax  +  JS  =  0 
x^+  Ax^+Bx  +0  =  0 
x^'\'Ax^  +Bx'^+Cx  +  D  =  0 
x'^  +  Ax^+Bx^+Cx^+Bx  +jE:  =  0 
x^'\-Ax^+  Bx^  +  Cx^  +  Bx^  +  Ex  +  F- 
etc. 


0 


lam  notum  est  liarum  aequationum  resolutionem  in  genere  non  ultra  quartum  gradum 
adbuc  esse  investigatam,  quod  eo  magis  mirandum  videtur,  quod,  cum  secundus  gradus  iam 
ab  antiquissimis  Geometris  Graecis  et  Arabibus,  tertius  vero  et  quartus  iam  pridem  a 
SciPiONE  Fekreo^)  et  Bombello^)  in  ipsa  quasi  Analyseos  infantia  sint  expediti,  ab  illo 

1)  Tide  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematih,  2.  Bd.,  2.  Aufl.,  Leipzig  1900, 
p.  482  et  seq.  F.  R. 

2)  Vide  notam  p.  2  F.  R. 
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tempore,  postquam  Analysis  summo  studio  est  exculta,  nondum  ultra  hos  limites  progredi 
licuerit.  Cum  autem  constet  resolutionein^  cuiusque  gradus  ab  omnibus  gradibus  inferioribus 
pendere  et  quantitatem  incognitam  tot  valores  recipere,  quoti  gradus  fuerit  aequatio, 
Cel.  Auetor  buius  dissertationis  iam  olim^)  coniecturam  proposuit,  quod  pro  quovis  gradu, 
veluti  quinto 

detur  aequatio  uno  gradu  inferior,  uti 

y^+ai/+  ßf+yy  +  S^O, 

quam  vocat  illius  resolyentem,  ita  ut,  si  buius  radices  fuerint 

P>     üy    r,    s, 
illius  radix  ita  se  sit  habitura 

x--f+Vp  +  h  +  fr  +  Vs, 

ubi  quidem  perspicuum  est  fore  /^==:  — ^^-J.5  quae  coniectura  eo  minus  ratione  destituta 
videtur,  quod  non  soltim  cum  resolutione  cognita  aequationum  secundi,  tertii  et  quarti 
gradus  egregie  conseixtiat,  sed  etiam  casus  illos  resolubiles  particulares  altiorum  graduum  a 
MoiVEEo'^)  olim  detectos  in  se  complectatur. 

Nunc   autem    Gel.  Auetor   animadvertit   istius   coniecturae   formam,    qua  verbi  gratia 
aequationis  quinti  gradus  radix  ita  exprimitur 

x^f  +  Vp  +  fq+yr  +  Vs, 

nondum  satis  esse  limitatam.  Cum  enim  singulae  bae  formulae  radicales  quinos  dirersos 
valores  natura  sua  involvant,  facile  intelligitur  non  omnes  combinationes  eorum  locum 
habere  posse,  quia  alioquin  numerus  diversorum  valorum  ipsius  x  in  immensum  excresceret, 
quem  tamen  quinarium  superare  non  posse  certum  est.  Formam  igitur  illam  nimis  vagam 
nunc  ita  restringit,  ut  statuat  aequationis  quinti  gradus  radicem  ita  in  genere  exprimi 

X  ==  /'+  stf/p  +  ^fp'^+  ^)/p^+  %yp^ 

similique  modo  de  reliquis  gradibus;  ubi  iam  perspicuum  est  plures  quam  quinque  diversos 
valores  pro  x  locum  habere  non  posse.  Statim  enim  ac  significatus  partis  Yp  definitur, 
quod  quinque  modis  fieri  potest,  simul  etiam  reliquae  partes  determinantur.  Deinde  etiam 
patet  expressionem  pro  casu  allato  non  plures  quam  quinque  partes  complecti  posse,  quo- 
niam  formulae  ulteriores  Yp^j  Yp^  etc.  sponte  ad  praeeedentes  redirent  neque  novam  irratio- 
nalitatem  implicarent. 


1)  Vide  Commentationem  30  huius  voluminis.  F.  R. 

2)  Vide  notam  p.  8.  F.  R. 

22* 
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Hanc  igitur  novam  coniecturam  quam  pulcre  cum  resoiutiombus  iam  cognitis  con- 
sentiat,  ostendit,  et  quamvis  ex  hoc  fönte  minime  adhuc  aequationum  quartum  gradum 
superantium  resolutionem  in  genere  perficere  Hceat,  tarnen  Hnc  pro  superioribus  gradibus 
alios  insuper  casus  resolubiles  praeter  Moiveeanos  deducit,  unde  non  parum  luminis  in 
hanc  maxime  absconditam  Analyseos  partem  redundare  videtur. 

1.  Quae  in  Algebra  adhuc  de  resolutione  aequationum  sunt  tradita,  ea, 
si  ad  regulas  generales  spectemus,  tantum  ad  aequationes,  quae  quartum 
gradum  non  superant,  patent  neque  etiamnum  regulae  sunt  inventae,  quarum 
ope  aequationes  quinti  altiorisve  cuiuspiam  gradus  resolvi  queant,  ita  ut  uni- 
versa  Algebra  ad  aequationes  quatuor  primorum  ordinum  restringatur.  Hoc 
autem  de  reguHs  generaHbus  est  tenendum,  quae  ad  omnes  aequationes  eius- 
dem  gradus  sint  accommodatae;  nam  in  quovis  gradu  dantur  infinitae  aequa- 
tiones, quae  per  divisionem  in  duas  pluresve  aequationes  graduum  inferiorum 
resolvi  possunt,  quarum  idcirco  radices  iunctim  sumtae  praebent  omnes  radices 
illarum  aequationum  altiorum  graduum.  Tum  vero  a  Gel.  Moiveeo^)  obser- 
vatae  sunt  in  quovis  gradu  quaedam  aequationes  speciales;  quae  etsi  per 
divisionem  in  factores  resolvi  nequeunt,  tarnen  earum  radices  assignare  liceat. 

2.  Ex  cognita  autem  resolutione  generali  aequationum  primi,  secundi, 
tertii^  et  quarti  gradus  constat  quidem  aequationes  primi  gradus  sine  ulla 
radicis  extractione  resolvi  posse;  at  aequationum  secundi  gradus  resolutio 
iam  extractionem  radicis  quadratae  postulat.  Eesolutio  autem  aequationum 
tertii  gradus  tarn  extractionem  radicis  quadratae  quam  cubicae  implicat  et 
quarti  gradus  resolutio  insuper  extractionem  radicis  biquadratae  exigit.  Ex 
Ms  autem  tuto  concludere  Hcet  resolutionem  aequationis  quinti  gradus  gene- 
ralem  extractionem  radicis  surdesolidae  praeter  omnes  radices  inferiores 
postulare;  atque  in  genere  radix  aequationis  cuiusvis  gradus  n  exprimetur  per 
formam,  quae  ex  omnibus  signis  radicalibus  tarn  gradus  n  quam  graduum 
inferiorum  erit  composita. 

3.  Haec  perpendens  olim^)  in  Comment.  Acad.  Imper.  Petrop.  Tomo  VI 
coniecturam  ausus  sum  proferre  circa  formas  radicum  cuiuscumque  aequationis. 

1)  Vide  notam  p.  8.  F.  R. 

2)  Vide  CoHunentationem  30  huius  voluminis.  F.  R. 
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Proposita  namque  aequatione  gradus  cuinsvis 

in  qua  secunclum  terminnin  deesse  assumsi,  quod  quidem  semper  ponere  licet, 
suspicatus  suHi  semper  dari  aequationem  uno  gradu  inferiorem,  veluti 

r"~'  +  ^ly""-'  +  93r  ~'  +  (^r;'  +  etc.  =  o, 

quam  illius  resolventem  appellavi,  ita  ut,  si  huius  constent  omnes  radices, 
quae  sint 

a,     ßy     y,     d,     6     etc., 

quarum  nnnierus  est  n~l,  ex  iis  radix  illius  aequationis  ita  exprimatiir, 
ut  sit 

o^^fa  +  fß  +  fr  +  n+etc. 

Quam  coniecturam  confirmavi  ostendens  resolutionem  aequationum  inferiorum 
revera  ex  hac  forma  generali  deduci;  neque  etiamnunc  dubito,  quin  haec 
coniectura  veritati  sit  consentanea. 

4.  Praeterquam  autem.  quod  inventio  aequationis  resolventis,  si  proposita 
quartum  gradum  transcendit,  fit  difficillima  atque  adeo  in  genere  vires  nostras 
aeque  superare  videtur  atque  ipsa  propositae  aequationis  resolutio,  ita  ut 
praeter  fbrmas  speciales  casibus  Moivreanis  similes  nobis  nihil  admodum 
suppeditet,  alia  insuper  incommoda  in  illa  forma  observavi,  quae  me  eo  in- 
duxerunt,  ut  arbiträrer  aliam  forte  dari  formam  illi  non  admodum  dissimilem, 
qiuie  istis  incommodis  non  esset  subiecta  ideoque  maiorem  spem  nobis  fäceret 
in  hoc  arduo  Algebrae  opere  tandem  ulterius  penetrandi.  Non  parum.  autem 
in  hoc  negotio  proderit  veram  formam  radicum  cuiusque  aequationis  accu- 
ratius  perspexisse. 

5.  In  forma  autem  per  superiorem  coniecturam  eruta  hoc  imprimis  desi- 
dero,  quod  omnes  aequationis  propositae  ra3.ices  non  satis  distincte  expri« 
mantur.  Etsi  enim  quodvis  Signum  radicale  ya  tot  valores  diversos  com- 
plectitur,  quot  numerus  n  continet  unitates,  ita  ut,  si 

a,    6,     c,     b,     e    etc. 
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omnes  valores  formulae  fl  denotent,  pro  fa  scribere  liceat  quamlibet  harum 
formularum 

a  Ycc,     h  fa,     c  fa,     b  fa     etc., 

tarnen  manifestum  [est]  hanc  variationem  in  singulis  terminis  fa,  fß,  fy,  f&  etc. 
non  pro  lubitu  constitui  posse.  Si  enim  combüiatio  horum  terminorum  cum 
litteris  a,  6,  c,  b,  e  etc.  arbitrio  nostro  relinqueretur,  tum  multo  plures  com- 
binationes  resultarent,  quam  aequatio  continet  radices,  quarum  numerus  est  =:?*. 

6.  Quo  igitur  forma  radicis  x  supra  exhibita  omnes  aequationis  radices 
simul  complectatur,  neeesse  est,  ut  combinationes  terminorum  fa,  fß,  fy, 
yS  etc.  cum  litteris  a,  b,  c,  b  etc.  certo  quodam  modo  circumscribantur  atque 
combinationes,  quae  ad  aequationis  radices  repraesentandas  sunt  ineptae,  ex- 
cludantur.  Ex  resolutione  quidem  aequationum  tertii  et  quarti  gradus  vidi- 
mus  inter  radices  unitatis  eiusdem  nominis  a,  B,  c,  b  etc.  certum  quendam 
ordinem  constitui  debere,  secundum  quem  etiam  combinationes  sint  perficiendae. 
Hunc  in  finem  autem  similis  ordo  in  ipsis  radicis  membris  fa,  fß,  fy,  fd  etc. 
erit  tenendus,  quo  combinatio  dirigatur.  Verum  quia  non  constat,  quemad- 
modum  in  radicibus  superiorum  graduum  talis  ordo  sit  constituendus,  hoc 
sine  dubio,  insigne  est  incommodum,  quo  forma  coniecturae  meae  innixa 
laborat,  quod  igitur  removere  in  hac  dissertatione  mihi  est  propositum. 

7.  Primum  autem  conveniet  ordinem  certum  in  radicibus  cuiusvis  pote- 
statis  ex  unitate  constituere,  quo  summa  plerumque  varietas  combinationum 
restringatur.  ^Quem  in  flnem  observo,  si  praeter  unitatem  alius  quicumque 
valor  ipsius  fl  sit  =  a,  tum  etiam  a',  a*,  a*  etc.  idoneos  valores  ipsius  fl 
exhibere;  nam  si  sit  a"  =  1,  erit  quoque  (a^"  =  1,  (a')"  =  1,  (a*)"  =  1  etc.  Hinc 
si  reliquae  radices  ponantur  b,  c,  b  etc.,  quoniam  in  iis  reperiuntur  a',  a^  a*  etc., 
iam  certus  quidam  ordo  perspicitur,  quo  hae  litterae  inter  se  disponi  debent'. 
Ita  si  post  unitatem,  quae  semper  primum  locum  teuere  censenda  est,  a  lit- 
tera  a  incipiamus,  valores  formulae  fl  erunt 


M-l 


1,    a,   'a^     <x\     a*,   .  .  .    a 

quorum  numerus  est  n;  plures  enim  occurrere  nequeunt,  cum  sit  a"  =  1, 
a''+'  =  a,  a''+'  =  a'  etc.;  simiHque  modo  res  se  habebit,  si  post  unitatem  a 
quavis  alia  littera  b  vel  c  vel  b  etc.  incipiamus. 
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8.  Hinc  ergo  merito  suspicor  talem  quoque  ordinem  in  ipsis  terminis 
radicem  aequationis  %  exprimentibns  inesse  seu  singula  membra  radicalia  ita 
esse  comparata,  ut  respectu  uniuscuiusque  reliquae  sint  eins  potestates;  sin- 
gnlis  antem  membris  nnnc  necesse  erit  coefficientes  indefinitos  tribnere.  Qnare 
si  aeqnatio  termino  secnndo  destitnta  fnerit 

x""  +  Ax""""-  +  Bx""^^  +  G^"'''  +  Doj^^^  +  etc.  =  0, 

maxime  probabile  videtur^)  radicem  quamlibet  hnins  aeqnationis  ita  exprimi, 

nt  Sit 

nbi  31,  95,  S,  %  etc.  sint  quantitates  vel  rationales  vel  saltem  non  signnm 
radicale  7  involvant,  quippe  qnod  tantnm  qnantitatem  v  einsqne  potestates 
afficiat;  mnlto  minns  ipsa  qnantitas  v  tale  signnm  involvat. 

9.  Ex  liac  forma  primnm  patet  eam  non  plnra  membra,  qnam  qnornm 
nnmerns  sit  n  —  \,  continere  posse;  nam  etiamsi  seriem  illam  ex  sna  indole 
nlterins  continnemns,  termini  seqnentes  iam  in  praecedentibns  contenti  depre- 
hendentnr;    Erit  enim 

f^-+i=^f^^    fv-^'==vfv'    etc., 

*v 
ita  ut  irrationalitas  signnm  radicale  V  involvens  plnres  diversas  species  non 

admittat,   qnam  qnarnm  numerus   est   =  ^  —  1.     Etiamsi   ergo   illa  series  in 

inflnitum  continnetnr,  tamen  terminos  einsdem  speciei  ratione  irrationalitatis 

addendo  omnes  ad  terminos  nnmero  n  —  1  redigentnr.     Cum  igitnr  iam  ante 

viderimns  plnres  terminos  in  radicis  expressionem  non  ingredi,  Mnc  non  leve 

argumentum  habetur  hanc  novam  formam  veritati  plane   esse  consentaneam; 

eins  autem  veritas  per  sequentia  argumenta  mnlto  magis  confirmabitur. 

10.  Haec  expressio  quoque  sponte  se  extendit  ad  aeqnationes,  in  quibus 
secundus  terminus  non  deest,  dum  superior  r emotionem  secundi  termini 
exigebat,  ex  quo  ipso  haec  nova  magis  naturalis  est  aestimanda.  Continuatio 
enim   terminorum  irrationalium   fv,  1/v\  fv^  etc.    etiam  terminos   rationales 


l)  Quam  coniecturam  Eülerus  iam  in  epistola  d.  16.  Dec.  1752  ad  Chr.  Goldbach  missa 
exposuerat,  quae  nota  p.  19  laudata  est.  F.  ß. 
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fv",  fv""  involvit,  qui  ob  aequationis  terminum  secandum  adiici  debent.  Hinc 
generalius  prommciare  poterimus,  si  aequatio  completa  ordinis  cuiusque  n 
fuerit  proposita 

a?"  +  Aa;"-^4-  Ax"-'  +  Bx"''  +  (7a;"-*  +  etc.  =  0, 
eius  radicem  exprimi  huiusmodi  forma 

ubi  (o  partem  radicis  rationalem  exbibet,  quam  constat  esse  =  —  —  A.  ßeliqui 
autem  termini  continent  partes  irrationales  radicem  potestatis  n  involventes, 
quarum,  quatenus  sunt  diversae,  numerus  excedere  nequit  n~l,  omnino  uti 
per  formam  superiorem  intelligitur. 

11.  Hinc  porro  videmus,  si  v  fuerit  eiusmodi  quantitas,  ut  ex  ea  radix 
potestatis  n  actu  extraM  seu  fv  vel  rationaliter  vel  per  signa  radicalia  in- 
feriorum  potestatum  exprimi  queat,  tum  irrationalitatem  gradus  n  prorsus  ex 
forma  radicis  egredi.  Hoc  autem  necessario  usu  venire  debet,  quoties  aequatio 
proposita  in  factores  est  resolubilis;  tum  enim  nuUa  radix  signum  radicale 
V  continebit.  Quare  cum  natura  rei  postulet,  ut  bis  casibus  omnia  signa 
radicalia  f  evanescant  et  ad  signa  simpliciora  reducantur,  ex  forma  autem 
superiori  non  pateat,  quomodo  evanescente  uno  huiusmodi  signo  fa  reliqua 
Vß,  Yy  etc.  evanescant,  ista  expressio  ob  banc  rationem  multo  magis  ad 
aequationum  naturam  accommodata  est  censenda. 

12.  Praeterea  vero  haec  forma,  in  quo  cardo  totius  negotii  versatur, 
etiam  onmes  aequationis  radices  sine  ulla  ambiguitate  ostendit;  neque  enim 
amplius  baeremus,  quomodo  cum  omnibus  signis  radicalibus  f  totidem  valores 
radicis  fl  combinandi  sint.  Si  enim  omnes  radices  potestatis  n  ex  unitate 
sint  1,  a,  6,  c,  b  etc.  ac  fv  cum  earum  quacumque  o  combinaverimus,  prop- 
terea  quod  fv  utiqueest  afv,  tum  pro  fv\  fv\  fv'  etc.  scribere  oportebit 
o?Yv\a^fv\  a*fv*  etc.  Terminus  autem  constans  m,  quia  formam  lafv" 
repraesentat,  abibit  in  a^ft;"-!-«  ob  a»=l  ideoque  in  omnibus  radicibus 
nullam    mutationem    subit    quemadmodum  reliqua   membra. '    Quod   cum   ex 
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resolutione  omnium  aequationum  per  se  sit  manifestum,  Mnc  novum  ac  satis 
luculentum  habemus  criterium  veritatis  huius  novae  formae,  quae  omnium 
aequationum  radices  in  se  complecti  videtur. 

13.  Hinc  autem  porro  manifestum  est,  quomodo  una  cuiusque  aequationis 
radice  cognita  reliquae  radiees  omnes  exMberi  queant;  ad  hoc  tantum  nosse 
oportet  omnes  radices  eiusdem  potestatis  ex  unitate  seu  omnes  valores  ipsius 
yi,  quorum  numerus  ==  n.  Ac  si  istae  unitatis  radices  fuerint  1,  a,  B,  c,  b  etc. 
aequationisque  una  radix  inventa  sit 

radices  reliquae  erunt 

etc. 

sicque  semper  tot  obtinentur  radices,  quot  exponens  n^  qui  aequationis  gra- 
dum  designat,  continet  unitates. 

14.  His  igitur  argumentis  nova  haec  radicum  forma  iam  ad  summum 
probabilitatis  est  evecta;  atque  ad  plenam  certitudinem  ostendendam  nihil 
aliud  requiritur,  nisi  ut  regula  inveniatur,  cuius  ope  pro  quavis  aequatione 
proposita  ista  forma  definiri  et  coefficientes  %  93,  ®,  S)  etc.  cum  quantitate 
V  assignari  queant;  quod  si  praestare  possemus,  haberemus  sine  dubio  gene- 
ralem  omnium  aequationum  resolutionem  irrito  adhuc  omnium  Greometrarum 
labore  requisitam.  Neque  igitur  equidem  tantum  mihi  tribuo,  ut  hanc  regu- 
lam  me  invenire  posse  credam,  sed  contentus  ero  pleno  demonstrasse  omnium 
aequationum  radices  certo  in  hac  forma  esse  contentas.  Hoc  autem  sine  dubio 
plurimum  luminis  foenerabitur  ad  resolutionem  aequationum,  cum  cognita 
radicum  vera  forma  via  investigationis  non  mediocriter  facilior  reddatur,  quam 
ne  ingredi  quidem  licet,  quamdiu  forma  radicum  fuerit  incognita. 

Lkonhardi  Euleri  Opera  omnia  Ig  Commentationes  algebraicae  23 
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15.  Quamquam  autem  ex  ipsa  aequatione  proposita  nobis  adhuc  non 
licet  radicem  eius  seu  coefficientes  %  35,  d,  3)  etc.  cum  quantitate  v  assig- 
aare,  tamen  demonstratio  veritatis  aeque  succedet,  si  vicissim  ex  assumta 
radice  illam  aequationem,  cuius  est  radix,  eliciamus.  Haec  autem  aequatio 
libera  esse  debet  a  signis  radicalibus  V,  quoniam  aequationes,  quarum  radices 
investigantur,  ex  terminis  rationalibus  constare  assumi  solent.  Quaestio  ergo 
huc  reducitur,  ut  huiusmodi  aequatio 

ic  =  CO  +  Sty'«  +  95  fi;' +  ©f t)'+ •  • .  +  D  f««-^ 

ab  irrationalitate  seu  signis  radicalibus  f  liberetur  atque  aequatio  rationalis 
inde  deducatur,  de  qua  deinceps  certo  affirmare  poterimus  eius  radicem  esse 
ipsam  expressionem  assumtam;  simulque  inde  reliquas  radices,  quae  eidem 
aequationi  aeque  conveniunt,  assignare  valebimus.  Hoc  ergo  modo  saltem 
infinitas  aequationes  exhibere  poterimus,  quarum  radices  nobis  erunt  cognitae, 
atque  si  hae  aequationes  in  se  complectantur  omnium  graduum  aequationes 
generales,  etiam  harum  resolutio  in  nostra  erit  potestate. 

16.  Parum  quidem  a  nobis  praestitum  iri  videbitur,  si  tantum  plures 
aequationes,  quarum  radices  assignari  queant,  exhibuerimus,  cum  ex  primis 
elementis  constet,  quomodo  cuiusvis  gradus  aequatio  formari  debeat,  quae 
datas  habeat  radices.  Si  enim  quotcumque  huiusmodi  formulae  x  —  a,  x  —  h, 
x  —  c  etc.  ia  se  invicem  multiplicentur,  obtinebitur  utique  aequatio,  cuius 
radices  futurae  sunt  x  =  a,  x  =  b,  x^c  etc.;  sed  talis  aequationis  formatio 
parum  lucri  affert  ad  resolutionem  aequationum.  Primum  autem  observo  hoc 
modo  alias  aequationes  non  nasci,  nisi  quae  sint  habiturae  factores;  aequa- 
tionum autem,  quae  in  factores  resolvi  possunt,  resolutio  nuUa  laborat  diffi- 
cultate.  Haud  maioris  quoque  momenti  sunt  in  hoc  negotio  aequationes, 
quae  ex  multiplicatione  duarum  pluriumve  inferiorum  aequationum  produ- 
cuntur,  quarum  resolutio  nihil  plane  prodest  ad  resolutionem  generalem  per- 
ficiendam. 


17.    Quodsi  autem  ex  nostra  forma 

x^co  +  'äfv  +  ^fv'  +  etc. 
ad   aequationem   rationalem   perveniamus,    ea   certo   factores    rationales   non 
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habebit;  si  enim  haberet,  eius  radices,  quae  simul  essent  radices  aequationum 
mferiorum  graduuni,  Signum  radicale  y  non  implicarent.  Plurimum  is  prae- 
stare  censendus  est,  qui  aequationis  cuiuspiam  altioris  gradus,  quae  in  fac- 
tores  resolvi  nequeat,  radices  assignaverit.  Quamobrem  etiam  Gel.  Moivreo 
ingentes  debentur  gratiae,  quod  ex  singulis  aequationum  gradibus  unam  ex- 
hibuerit  in  factores  irresolubilem,  cuius  radices  assignari  possunt;  atque  si 
eius  formulae  latius  paterent,  multo  maiorem  sine  dubio  essent  habiturae 
utilitatem,  dum  contra  aequationibus  in  factores  resolubilibus  in  hoc  negotio 
nihil  plane  emolumenti  attribui  potest. 

18.  Verum  revertamur  ad  illam  formam  ab  irrationalitate  signi  y  libe- 
randam,  ac  si  consuetas  methodos  signa  radicalia  eliminandi  consulamus, 
aequatio  resultans  ad  plurimas  dimensiones  plerumque  ascendere  videatur. 
Si  enim  unicum  adesset  Signum  radicale,  puta 


X 


^co  +  %fv, 


aequatio  rationalis  ad  n  dimensiones  ipsius  ri;  ascenderet,  unde  ea  ad  multo 
plures  dimensiones  ascensura  videtur,  si  plura  eiusmodi  adsint  signa  radicalia; 
id  quod  sine  dubio  evenire  deberet,  si  illa  signa  radicalia  a  se  invicem  prorsus 
non  penderent.  Sed  quia  omnia  sunt  potestates  primi,  ostendam  perfectam 
rationalitatem  obtineri  posse  non  ultra  potestatem  exponentis  n  ascendendo. 
Ita  scilicet  docebo  formam 

ita  ab  irrationalitate  liberari  posse,  ut  aequatio  rationalis  inde  resultans 
potestatem  x''  non  superet.     Prodibit  ergo  aequatio  huius  formae 

x""  +  Ax""-'  +  Äx''~'  +  Bx""^'  +  etc.  =  0, 

cuius  radix  erit  illa  forma  assumta;  et  quia  radicum  huius  aequationis  numerus 
est  =  n,  ex  eadem  forma  omnes  huius  aequationis  radices  assignare  poterimus. 

19.  Cum  hoc  iam  sit  eximium  criterium  veritatis  huius  formae,  tum 
etiam  annotasse  iuvabit,  quoniäm  forma  radicis  n  —  1  quantitates  arbitrarias 
continet,  totidem  quoque  quantitates  arbitrarias  in  aequationem  rationalem 
ingredi,    unde    perspicuum    est    istas    quantitates    ita  determinari    posse,    ut 

23* 
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aequatio  rationaüs  inde  datos  coefficientes  A,  A,  B,  C  etc.  obtineat,  hoc  est, 
Tit  aequatio  generaHs  huius  gradus  obtineatur.  Quae  determinatio  si  actu 
iastitui  queat,  nanciscemur  inde  resolutionem  generalem  aequationum  cuius- 
cumque  gradus,  ex  quo  saltem  possibilitas  resolutionis  hoc  modo  perficiendae 
elucet.  Difficultates  quidem  insignes  in  hoc  negotio  occurrent,  quas  eo  cla- 
rius  agnoscemus,  si  nostram  formam  ad  quemvis  gradum  a  simplicissimis  in- 
cipiendo  accommodemus.  Simplicitati  autem  et  concinnitati  calculi  consulentes 
partem  radicis  rationalem  co  omittamus,  ut  in  quo  vis  gradu  ad  eiusmodi 
aequationes  rationales  pertingamus,  in  quibus  secundus  terminus  desit,  quo 
ipso  amplitudo  resolutionis  non  restringi  est  censenda. 

I  EESOLUTIO  AEQÜATIOWUM  SECUNDI  GEADÜS 

20.   Ut  igitur  ab  aequationibus  secundi  gradus  incipianius,   sit  » ==  2  et 
posito  w  =  0  forma  nostra  radicis  erit 

quae  rationalis  facta  dat 

Comparetur  haec  aequatio  cum  forma  generali  secundi  gradus 

XX  =  A 
deficiente  secundo  termino  sitque 

cui  ut  satisfiat,  statuatur  81  =  1  eritque 

V  ==  A. 

Unde  proposita  aequatione  six^A   si  sumatur  2r==l*et  v  =  A,   eins  radix 
una  erit 

x^UVv^Va, 
et  quia  Vi  duos  habet  valores  1  et  —  1,  altera  radix  erit 

x=-%yv  =  ~VA, 

quod  quidem  per  se  est  perspicuum. 
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IL  EESOLUTIO  AEQUATIONUM  TERTII  GEADUS 

21.  Posito  iam  n  =  3  forma  radicis  pro  hoc  casu  erit 

unde  ut  aeqüatio  rationalis  eruatur,  sumatur  primo  cubus 

x'  =  Wv  +  m^^vfv  +  3%^^vfv'  +  S8V. 
Fingatur  iam  haec  aeqüatio  cubica 

x'  ==:Ax  +  B, 
unde  pro  x  valorem  assumtum  substituendo  orietur  quoque 

x'===Änfv  +  Ä^fv'  +  B, 

quae  forma  illi  aequalis  est  reddenda  aequandis  inter  se  tarn  partibus  ratio- 
nalibus  quam  iiTationalibus  utriusque  speciei  tv  et  fvK 

22.  Comparatio  autem  terminorum  rationalium  praebet 

et  ex  collatione  irrationalium  fit 

-431  =  3312135^^    et    .4SB  =  3313333?;, 

quarum  utraque  dat 

^  =  32133^. 

Hinc,  si  ista  aeqüatio  cubica  fuerit  proposita 

;r^  =  33l33t;^  +  3l'^  +  33V, 
eius  radix  una  erit 

x  =  %fv  +  ^fv\ 
et  si  1,  a,  b  sint  tres  radices  cubicae  unitatis,  duae  reliquae  radices  erunt 


Est  autem 


a  =  6^=.-l±-l^^.    et    b==a^==-^-/-^ 
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23.    Possunt  autem  vicissim,  si  aequatio  cubica  proponatur 

ex  coefficientibus  Ä  et  B  quantitates  %  35  et  v  determinari,  ut  inde  omnes 
tres  huius  aequationis  radices  obtineantur.  Hunc  autem  in  finem,  quia  tan- 
tum  duae  aequationes  adimplendae  babentur,  una  litterarum  %  et  ^  pro  lu- 
bitu  assumi  potest.     Sit  igitur  31  =  1  et  aequatio 

praebet 

^      3t;' 
unde  fit 


5g3_ 


27^3' 

qui  valor  in  prima  aequatione 

B  =  v  +  Wv' 
substitutus  dat 

2i  =  v  +  -^    seu    vv==Bv-^Ä', 
unde  fit 

--Y^±V{iBB-^Ä^); 
perinde  autem  est,  uter  herum  duorum  valorum  assumatur. 


24  Invento  autem  valore  ipsius  v  =  ~B±  ]/(-  BB  —  -  Ä^)  erit  ^'=  — 
et  '>SW  =  jy-  hincque  tres  aequationis  propositae 

x'  =  Äx-\-B 
erunt  radices 


I.;  =  f^+  lLx==afv  +  ^,m.a>^bfv  + 


aA 


Cum  autem  sit 


i_j^V(i^^-i^') 


27^ 
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erit 

et 

hincque  nascuntur  formulae  vulgares  pro  resolutione  aequationum  cubicarum. 

III.   EESOLUTIO  AEQÜATIONUM  QUAETI  GRADÜS 
25.   Posito  w  =  4  consideremus  haue  radicis  formam 

et  quaeramus  aequationem  quarti  gradus,  cuius  haec  forma  sit  radix.  Atque 
hoc  quidem  casu  calculus  facile  instituitur,  quo  irrationalitates  toUuntur;  nam 
ob   Vv^^Vv  sumatur  haec  aequatio 

quae  quadrata  dat 

XX  - 2WxVv  +  ^^v  =  n%Yv-j-  2%(S.v  +  (lfS.vyv, 

quae  partibus  irrationalibus  ad  eandem  partem  translatis  fit 

XX  +  (9335  -  2Ste)  V  =  2^xVv  +  (mi  +  ^^v)Vv, 

et  sumtis  denuo  quadratis  prodibit  haec  aequatio  rationalis 

x/  +  2(5ÖS  -  2'ä^)vxx  +  (9393  -  2'ä^yvv 
=  4:^^vxx  +  4(2lSt  +  &^v)  ^vx  +  (%%  +  (S.^v)% 

quae  ordinata  abit  in  hanc  formam 

^4  =  2  (S93  +  22t(§;)  ««ic  +  4  (2tSt  +  ß;(Sv)  35vrc 
+  %'v  -  '^*vv  +  ^'v'  +  m^^flvv  -  22121  e;©^^;. 

26.   Huius  igitur  aequationis  biquadraticae  radix  una  est 
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ac  si  radices  biquadratae  unitatis  ponantur  1,  a,  b,  c,  ita  ut  sit 

a  =  +  V-l,     b  =  -l     et     c  =  -)/-l 
erit  ' 

6'  =  +  l.  h'  =  -l  =  h, 

unde  tres  reliquae  radices  eiusdem  aequationis  erunt 

27.  Hinc  autem  vicissim  aequatio  biquadrata  quaecumque  ad  iUam  formam 
reduci  emsque  radices  assignari  poterunt.     Sit  enim  proposita  haec  aequatio 

aj*  =  Äxx  -j-Bx-j-  C 

et  quaeri  oportet  yalores  coefficientium  ST,  SB,  (S   cum  quantitate  v,  quibus 
inventis  simul  huius  aequationis  radices  innotescent.    Erit  autem 

seu 

lUinc  autem  est 
et 

qui  valores  bic  substituti  daat 
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frima  autem  formula  praebet  i'ä<lv  =  A  —  2^1öv,   qui  valor  denuo  substi- 
tutus  dat 

ita  ut  iam  duae  litterae  31  et  ß  sint  eliminatae. 

28.  Quia  hie  adhuc  duae  incognitae  ^  ei  v  supersunt,  valor  ipsius  S3 
arbitrio  nostro  relinqnitur.  Sit  igitur  SB  =  1  et  quaBtitas  v  ex  sequenti 
aequatione  cnbica  determinari  debebit 


v'- 


^Äv^  +  \(O-i-^ÄÄ)v--l^BB  =  0. 


Inventa  autem  hinc  radice  v  ex  prioribus  aequationibus  quaeri  debent  litterae 
21  et  ^.    Cum  igitur  sit 

%%-{-(l(lv==-~     et     2%^Vv  =  ^~-p, 
erit  tam  addendo  quam  subtrahendo  et  radicem  quadratam  extrahendo 

21 + ©  1/^ = y(Ä + ^  4_  _  y^ 

^  ^4«        2)/«  / 

et 


unde  reperietur 


«t-^^-n^-^+v«). 


21  =    V y{^  +  2äVv-  4v Vv)  +  -^y- VfB  —  2ÄVv-i-  iv Vv) 
izyv  iyv 

et 

(^  =  J    Ym  +  2Ayv-4:vVv) -V  Vi^  —  2Äyv  +  4v  yv). 

4]/t)  iyv 


29.    Cum  Sit 

erunt  aequationis  propositae 

X*'  =  Äxx  -f-  Bx  +  0, 

LEOKHißDi  EüLBRi  Oßcra  omnia  U  Commentationes  algebraicae  24 
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postquam  valor  v  inventus  fuerit  ex  aequatione 

quatuor  radices 

I.    ic=      Vv  -{-  -^V(BVv  +  2ÄV  ~  Uv), 
2yv    ^  '' 

IL    a;=      Vv-^V(bVv  +  2Av-4:Vv), 

III.  x  =  -yv-i-~y{-Byv  +  2Av-Avv), 

IV.  X'==-yv-~-V{—Byv  +  2Äv~4.vv). 

Hocque  modo,  ut  constat,  resolutio  aequationis  biquadraticae  ad  resolutionem 
aequationis  cubicae  reducitur. 

lY.  EESOLUTIO  AEQUATIONÜM  QUINTI  GEADUS 

30.  Posito  n  =  5  erit  forma  nostra  radicis 

ac  primo  quaeri  debet  aequatio  quinti  gradus,  cuius  haec  futura  sit  radix, 
seu,  quod  eodem  redit,  ex  hac  forma  signa  radicalia  eliminari  oportet.  In 
hoc  autem  ipso  summa  occurrit  difficultas,  cum  operatio  haec  eliminationis 
ueutiquam  so  modo,  quo  in  aequationibus  quarti  gradus  sum  usus,  institui 
queat.  Manifestum  quidem  est,  quia  omnes  potestates  ipsius  x  eadem  signa 
radicalia  involvunt,  si  aequatio  quaesita  fingatur 

x'  =  Ax'  +  Bx^  -{■Cx  +  I), 

tum  substituendo  pro  x  valorem  assumtum  quatuor  obtineri  aequationes, 
quarum  ope  quaterna  signa  radicaHa  eliminari  liceat;  sed  tum  litterae  hae 
assumtae  A,  B,  C  et  I)  singulae  difficillime  determinabuntur. 

31.  His  difflcultatibus  perpensis  in  alium  incidi  modum  hanc  operationem 
mstituendi,  qui  ita  est  comparatus,  ut  ad  omnes  radicum  formas,  cuiuscumque 
smt  gradus,  aeque  pateat,  et  ex  quo  simul  perspicietur  aequationem  rationalem 
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numquani  ultra  gradum,  qui  exponente  n  indicatur,  esse  ascensuram.  Hie 
autem  modus  innititur  ipsi  naturae  aequationum,  qua  singulorum  terminorum 
coefficientes  ex  omnibus  radicibus  definiuntur.  Cum  igitur  omnes  quinque 
radices  aequationis,  quam  quaerimus,  constent,  ex  iis  quoque  coefficientes 
singulorum  terminorum  eins  forniari  possunt  per  regulas  cognitas.  Sint  igitur 
1,  a,  b,  c,  b  quinque  radices  surdesolidae  unitatis  seu  radices  huius  aequa- 
tionis  /  — 1  =  0  ac  ponendo  a,  /?,  ;^,  ä,  s  pro  radicibus  aequationis,  quam 
quaerimus,  erit 

ß  =  ^afv  +  ^a'fv'  +  (Ea'fv'  +  3)a'M 

32.   His  quinque  radicibus  expositis  si  aequatio  quinti  gradus  has  radices 
habens  statuatur 

x'  —  Ax'  +  Äx'  —  Bx^-i-Gx  —  D^O, 

hi  coefficientes  ex  radicibus  a,  ß,  y,  d^  s  ita  definiuntur,  ut  sit 

A  =  summae  radicum, 
Ä  =  summae  productorum  ex  binis, 
B  =  summae  productorum  ex  ternis, 
C^  =  summae  productorum  ex  quaternis, 
I)  =  producto  ex  omnibus  quinis. 

Quo  autem  hos  valores  facilius  coUigere  queamus,  eos  ex  summis  potestatum 
radicum  concludamus.     Sit  igitur 

p=c«  +/3  +^  \^S  +8, 

Q  =  a'  +  ß'  +  f  +  ^''^^^ 
M=^a'  +  ß'  +  r''j-S'  +  8\ 

S  =  a^  +  ß'-^/  +  d^  +  e\ 

T^a'  +  ß'  +  f  +  ä'  +  e'. 

24* 
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[90 


Eis  enim  valoribus  definitis  erit,  uti  novimus^), 

A  =  P, 

B  =  -^"P-^Q  +  R 

3  ' 

4  * 

p_GP-BQ  +  AB-AS+T 
5 

33.  lam  ad  valores  P,  $,  iJ,  ^,  T  investigandos  debemus  prius  radicum 
unitatis  1,  a,  h,  c,  b  omnes  potestates  in  unam  summam  redigere;  quae  cum 
sint  radices  aequationis  0^  — 1  =  0,  erit 

l-fa+6+c+b=0, 
l  +  a^  +  B^  +  c^  +  b^==0, 
l  +  a'+6^-f  c»  +  b''  =  0, 
l  +  a*+b*  +  c*  +  b*  =  0, 
l  +  a'  +  B'  +  c^  +  b'  =  5. 

Summae  potestatum  sextarum,  septimarum  etc.  usque  ad  decimas  iterum 
evanescunt,  at  decimarum  summa  iterum  fit  =5,  cum  sit  a^  =  l,  b^  =  l, 
c'  =  l  et  b=  =  l.  Brevitatis  gratia  in  hoc  calculo  poterimus  sigaa  radicalia 
plane  omittere,  dummodo  deinceps  recordemur  cum  litteris  %  ^,  ©,  2)  con- 
iungenda  esse  fv,  fv\  fv^,  fv\ 

34    Nunc  igitur  addendis  radicibus  a,  ß,  y,  d,  e  habebimus 
P=  31(1  +  a  +  b  +  c  +  b)  +  33(1  +  a^+  h'+  e+b')  +  etc.  =  0. 
Eeliquis  autem  potestatibus  sumendis  eliciemus  insuper 
1)  Vide  Commentatiouem  153  huius  voluminis.  F.  E. 
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ö  =  10(212) +  936), 

i2  =  15(r®  +  SIS5'+ Ö35H  6'®), 

S  =  20(^95  +  3r©»+  35'®  +  635")  +  30(^2)'+  ^'©0  +  120  8t  95  6;  2), 

T= 5  (r  +  93'  +  r + 2)0  +  100  (r  SS)  +  'ä^'^  +  93©'®  +  31932)^ 

+  150(3tS;^S)' +  r93r  +  93'S®' +  St'95'2)). 

Hie  alia  producta  non  occurrunt,  nisi  quae  adiungendis  signis  radicalibus 
potestatem  ipsius  v  rationalem  producunt;  seu  si  litterae  31  unam  dimen- 
sionem  tribuamus,  litterae  ^  duas,  litterae  S  tres  et  litterae  2)  quatuor,  in 
Omnibus  bis  productis  numerus  dimensionum  est  per  5  divisibilis,  coefficiens 
autem  cuiusvis  producti  est  quintuplum  eins  coefficientis,  qui  eidem  producto 
ex  lege  combinationum  competit. 

35.  Cum  igitur  sit  P  =  0,  erit  quoque  A  =  0  et  pro  reliquis  coefficienti- 
bus  habebimus 

Hinc  ergo  erit 

^  =  _5(SIS)  +  95(S;), 

B^h  (r  (5  +  S193'  +  932)^  +  r  35), 

C  =  -  5(^93  +  93'®  +  8ir  +  (S®')  +  5(3^®^  +  ^'^)  -  5S193S®, 

D  =  r  +  93''  +  S'^  +  S)^  -  5(r  (£2)  +  S193'(5  +  95r5D  +  3193®') 
+  b{%^'%'  +  3I'93(S'  +  93'^®'  +  8P95'®), 

cum  quibus  terminis  iam  debitae  potestates  ipsius  v  coniungi  debent,  ut  ob- 
tineantur  eorum  iusti  valores. 

36.  Quodsi  ergo  mutatis  signis  coefficientium  A  et  0  proponatur  baec 

aeqaatio 

T-='Ax^-\-B<io'+Gx+I), 
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cuius  coefficientes  hos  teneant  valores 

D  ==  Wv 4-  '$>H''+  e^t;«+  ®V-  b[^'il%  +  ^«g»^  +  '^{^^'^^  _|_  %^^^^)^^ 

erunt  eius  quinque  radices 

I.    aj  =  §j[  f^_j.35    f^v2+(s;    f^3_^^    f^*^ 
II.    x  =  ^afv  +  '>8efv'+{g(efv'+'^a'fv\ 

lY.    a;  =  3rcf^  +  $ßc^f«^+(S;c^ft,3+^c*M 

existentibus  a,  B,  c,  b  praeter  unitatem  reliquis  quatuor  radicibus  surdesolidis 
unitatis,  quarum  valores  imaginarii  constant. 

f'^^  T"!  ""''''''"^  ^^  ^^*^'  coefficientibus  A,  B,  G,  B  definiri  possent 
quantitates  n,  %  S,  S)  cum  littera  v,  haberetur  resolutio  generalis  omnium 
aequaüonum  quinti  gradus.  Verum  in  hoc  ipso  summa  difflcultas  consistit 
cum  nuUa  -via  pateat  litteras  %,  ^,  g,  ^,  quarum  quidem  unam  pro  lubitu 
assumere  licet,  successive  ita  eliminandi,  ut  aequatio  solum  incognitam  v 
cum  datis  A,  B,  C,  D  involvens  resultet,  quae  quidem  nuUas  radices  super- 
fluas  complectatur.  Satis  tuto  autem  suspicari  licet,  si  haec  eliminatio  rite 
admmistretur,  tandem  ad  aequationem  quarti  gradus  peryeniri  posse,  qua  valor 
ipsius  V  definiatur.  Si  enim  aequatio  altioris  gradus  prodiret,  tum  quoque 
valor  ipsms  v  signa  radicalia  eiusdem  gradus  implicaret,  quod  absurdum  vi- 
detur.  Quomam  autem  multitudo  terminorum  hunc  laborem  tarn  difficilem 
reddit,  ut  ne  tentari  quidem  cum  aliquo  successu  queat,  haud  abs  re  erit 
casus  quosdam  minus  generales  evolvere,  qui  non  ad  formulas  tantopere 
complicatas  deducant. 
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a         ^        , ,.._________,.______,____.. : 

38.  Ad  castus  ergo  particulares  descensuri  tribuamus  litteris  §1,  SB,  ®,  S) 
eiusmodi  valores,  quibns  calculus  in  compendium  reducatur;  ac  primo  quidem 
sint  35  =  0,  S  ==  0  et  2)  ==  0,  unde  Banciscemur 

Ä  =  0,    J?  =  0,     C=0    et     I>  =  §1^^. 
Hinc  igitur  fit 

Quare  si  liaec  proposita  fuerit  aequatio 

erunt  huius  aeqiiationis  quinque  radices 

L  x^-^fj),     IL  x=^afD,    IIL  x^hpB,    IV.  x^cfl),     V.  x=-\>fD; 

qui  casus  cum  per  se  sit  manifestus,   ab  eo  exordium  capere  visum  est,   ut 
pateat,  quomodo  nostra  methodus  casus  cognitos  in  se  complectatur. 

39.  Evanescant  iam  duae  litterarum  %  ^,  ©  et  3);  si  enim  tres  eva- 
nescentes  ponantur,  quaecumque  eae  sumantur,  seniper  ad  casum  praecedentem 
deducimur.  Sint  igitur  S  et  ®  nihilo  aequales  seu  aequatio  quaeratur,  cuius 
radix  sit  futura 

atque  obtinebimus 

unde  proposita  radix  conveniet  huic  aequationi 

x'  =  53133'^^^'  +  rM'^Svx  +  r'^'  +  ^^tr. 
Quae  aequatio  si  comparetur  cum  hac  forma 

x'=:^6Pxx  +  6Qx  +  B, 


erit 

unde  deducitur 


ita  ut  sit 


Wv^^ß-     et     35'^'r  =  |^ 
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40.   Hinc   ergo    deducimur  ad  resolutionem  huius   aequationis   specialis 
quinti  gradus 

x'  =  5Pxx-}-5Qx  +  9^  +  ^, 
.  cuius  ob  8lf«  =  ]^/M  et  ^fvv  =  f^  quinque  radices  erunt 

IL    .  =  aff +  aff, 
m.    ,^,fM^,f^, 

IV.     .  =  cT7-f  4-c^ff, 
Y.     .  =  bff+b^f|!. 

Aequatio  autem  haec  non  multum  absimilis  est  formulae  Moiveeanae,  et  quia 
se  in  factores  resoM  non  patitur,  eins  resolutio  Mc  tradita  eo  magis  notari 
meretur. 

41.   Hanc  aequationem  a  fractionibus  liberare  poterimus,  si  ponamus 

.      ,  P=MN    et     Q^M'N; 

tum  enim  habebitur 

a;'  =  5  MNxx  -i- 5  M' Nx -\- M' N  +  31  N\ 
cuius  radix  erit 

et  si  a  quamHbet  aUam  radicem  surdesolidam  unitatis  denotet,  erit  huius 
aequationis  quaelibet  alia  radix 

Ita  si  exempli  gi-atia  statuatur  Jf=l  et  N==2,  huius  aequationis 

x^  =  lOa^ic  +  10^  +  6 
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radix  quaecumque  est 

haecque  aequatio  ita  est  comparata,   ut  per  nullam  methodum  cognitam  re- 
solvi  posse  videatur. 

42.  Si  S5  et  ®  sint  nihilo  aequales,  ad  eundem  casum  revolvimur.    Fiet 

enim 

^  =  0,     J5  =  5r©^,     C^6%^'vv    et     D  =  r^  +  r^'; 

unde  si  statuatur  haec  aequatio 

ut  Sit 

P^^%v     et     Q  =  %(S.'vv, 
erit 

.%?  =  (^V     et     ^  =  Wv 
hincque  fit  ut  ante 

atque  etiam  eaedem  reperiuntur  radices.  Eadem  porro  etiam  aequatio  repe- 
ritur,  sive  ponatur  9t  =  0  et  S5  =  0  sive  St  =  0  et  ^  =  0.  Sin  autem  vel 
St  et  ®  vel  ^  et  (S;  evanescere  assumantur,  utrimque  quidem  eadem  prodit 
aequatio,  sed  diversa  a  praecedentibus  casibus,  quam  ideo  evolvere  conveniet, 

43.  Sit  igitur  et  93  =  0  et  K  =  0  atque  hinc  consequemur  sequentes  valores 
Ä=^m'S)v,    5  =  0,     C=-59t^®V    et    D  =  Sf'«;  +  ®=?A 

TJude  si  statuamus  9t®w  =  P,  erit 

A  =  5P    et     G=-6PP; 
tum  vero  erit 

JDD-4:P'  ^iWv  —  '^'vj     et    Wv  -  X'v'  ^V{I>D-  AP') 

ideoqup 

5ls^;  =  Aj5  +  i-i/(DD_4P^)     et     ^'v' =  ^D~^V{DD  ~AP'). 
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Hinc  si  proposita  sit  haec  aequatio 

quaelibet  eius  radicum  est 

atque  haec  est  ipsa  iUa  aequatio,  cuius  resolutionem  Cel.  Moivbeus^)  doeuit. 

44.  Possunt  autem  ex  forma  generali  innumerabiles  deduci  aequationes 
quinti  ordinis,  quarum  radices  assignare  licet,  etiamsi  ipsae  iUae  aequatioues 
m  factores  resolvi  nequeant.     Proposita  enim  aequatione  quinti  gradus 

^  =  Äx^-^Bx'+Gx -{■,!), 
cuius  coefflcientes  habeant  sequentes  valores^) 

1)  MoiVREi  aequatio  by^  20y^  +  161/5  =  4  (vide  dissertationem  nota  p.  8  laudatam)  nascitur 
exEuLBHi  aequatione a;^=  bPx^-6P^x+B  pouendo  P \,  i)  =  l.    Tum  vero  iuTeuitur  radix 

S'  =  |f(4  +  l/l7)  +  |f(4-l/l7)  =  i-f0/l7  +  4)-i-^-JL_-, 

T/(1/17  +  4) 

quae  est  ipsa  resolutio  Moivkeana.  P.  R. 

2)  In  editione  principe  coefficientes  sequentes  i?  et  D  ita  se  habent: 

^  ^  ~^2i;^i^ir  (^"'  +  ^^ ^'^'■'^' - »'^^^ - (m~n)rr), 


B  = 


99 


2mng]crr  ~    2mng~f^'~ ' 


Correxit  F.  E. 
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rnnggTihrr  V^  ^    "^  ^      \    ^ 

D  = ^J-^  iim'g'-  n'm -  (m'g'  -  n'h')  {m'g'  +  2n'k') rr  -  n'h'r') 


^  5  (m  -  n)  ig' -  ¥)  (^'/^^')  _  5(m  +  ^)(g^-?b^)r  ^ 
"^  mnglr  mngh 

eius  radices  semper  assignari  possunt. 
45.    Ponatur  enim.  brevitatis  gratia 

sitque  ^) 

P|       r^^^y^  -n^F?  •-(m^(y^->^Vc')(mV+  2^Vc^)rr-)^^7cV^+  {{m^g^-n^h^?-  nVrr)yT  ^ 
j  =        — ^  -^  2  7>^  w^f^r  ^ 

^  I  ™~-  2mn^r 

ubi  Signa  superiora  pro  valoribus  P  et  JS,  inferiora  pro  Q  et  S  valent;  ac 
quaelibet  radix  aequationis  erit 

46.  Ut  rem  exemplis  illustremus,  ex  Ms  formis  sequentia  formari  possunt: 

I.  Aequationis 

x^  =  40x^  +  lOxx  —  50a;  —  98 

radix  est 

^^=|/(_31  +  3y-7)  +  f(-18  +  10y-7)  +  f(-18-10y-7) 

+  f(_31_3l/-7). 


1)  Editio  princeps: 

q\  ~  2mnnr 


Correxit  F.  R. 
25* 
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n.   Aequationis  ^} 

0)'  =  2625a;  +  61500 
radix  est  . 

a;  =  f75(5  +  4]/l0)  +  f225(35  +  ll]/l0)+fe5(35~ll>/l0)H-]?^7ö(5-4l/l0), 

quae  eo  magis  sunt  notatu   digna,    quod  hae  aequationes   nuUo   aHo   modo 
resolvi  possunt. 

Simili  autem  modo  huiusmodi  investigationes  ad  aequationes  altiorum 
graduum  extendi  possunt  facileque  erit  ex  quovis  gradu  innumerabiles  aequa- 
üones  per  alias  methodos  irresolubües  exhibere,  quarum  huius  methodi  ope 
non  solum  una,  sed  omnes  plane  radices  exhiberi  queant. 

1)  In  editione  principe  proposita  est  aequatio  2)5  =  2625^^  +  16600.  Eadix  autem  exhibita 
ad  aequationem  a;5=.2625iB+ 61500  pertinet.  RR. 


NOUVELLE  METHODE 

D'ELIMINEE  LES  QÜANTITES  INCONNUES 

DES  EQUATIONS 

Commentatio  310  indicis  Enbsteoemiani 
Memoires  de  Tacademie  des  sciences  de  Berlin  [20]  (1764),  1766,  p.  91—104 

1.  Quand,  pour  r^soudre  un  probleme,  on  est  oblige  dlntroduire  dans  le 
calcul  plusieurs  quantitfe  inconnues,  la  Solution  conduit  aussi  a  plusieurs 
equations,  d'oü  il  faut  ensnite  chercher  la  valeur  de  chacune  de  ces  quantites 
inconnues.  Cela  se  pratique  par  le  moyen  de  relimination;  on  commence  par 
tine  des  quantites  inconnues  en  regardant  les  autres  comme  connues;  et  on 
en  cherclie  la  valeur  en  y  employant  une  ou  plusieurs  des  equations  trouvees, 
pour  en  tirer  cette  valeur  exprimee  par  une  formule  rationnelle,  et  aussi  simple, 
qu'on  pourra.  Alors  on  substitue  cette  valeur  dans  les  autres  equations,  et 
par  ce  moyen  tant  le  nombre  des  inconnues  que  des  equations  deviendra 
d'une  unite  plus  petit.  De  la  meme  maniere  on  ^limine  ensuite  une  autre 
inconnue,  et  on  continue  ces  Operations  jusqu%  ce  qu'il  ne  reste  dans  le  calcul 
qu'une  seule  equation,  dont  la  resolution  foumira  la  Solution  du  probleme. 

2.  Or,  ayant  plusieurs  equations,  dont  cbacune  contient  la  quantite  in- 
connue qu'on  veut  eliminer,  on  voit  d'abord,  qu'on  n'en  pourroit  prendre 
qu'une  seule  pour  en  chercber  la  valeur  de  cette  inconnue,  qui,  etant  sub- 
stituee  daüs  les  autres  equations,  rendroit  dejk  tant  le  nombre  des  inconnues 
que  des  Equations  d'une  mxiU  plus  petit.  Cette  voye  est  aussi  fort  propre, 
si  l'inconnue  h.  eliminer  ne  contient  pas  plus  d'une  dimension  dans  l'equation 
qu'on  aura  cboisie  pour  en  tirer  sa  valeur.     Mais,  si  l'inconnue  y  montoit  k 
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deux  ou  plusieurs  dimensions,  on  ne  seroit  pas  souvent  en  etat  d'en  trouver 
la  valeur;  et,  si  on  l'etoit,  sa  valeur  irrationnelle  qu'on  obtiendroit,  conduiroit 
k  des  calculs  extremement  embarassans,  qui  rendroient  la  Solution  souvent 
impraticable. 

3.  Donc,  lorsqu'il  ne  se  trouve  aucune  equation,  oü  l'inconnue  qu'on 
veut  eliminer,  n'ait  qu'une  seule  dimension,  il  en  faut  choisir  deux  pour  en 
tirer  la  valeur.  Gar  il  est  ddmontre,  k  combien  de  dimensions  que  puisse 
monter  l'inconnue  en  deux  equations,  qu'il  est  toujours  possible  d'y  abaisser 
successivement  les  dimensions,  et  cela  jusques  k  ce  qu'on  parvienne  k  une 
equation  qui  ne  renferme  plus  du  tout  cette  inconnue.  Par  la  memo  maniere, 
en  combinant  deux  autres  equations,  on  en  tirera  une  nouvelle,  qui  ne  con- 
tiendra  plus  cette  inconnue;  et  ainsi  on  formera  autant  d'equations  degagees 
de  cette  inconnue,  qu'il  faudra,  pour  en  eliminer  par  une  semblable  m^thode 
les  autres  inconnues,  jusqu'k  ce  qu'on  parviendra  k  une  seule  equation,  qui 
foumira  la  Solution  du  probleme  propose. 

4  La  metbode  d'^liminer  se  reduit  donc  au  cas  de  deux  equations  qui 
contiennent  toutes  les  deux  la  quantite  qu'on  se  propose  d'eliminer;  et  tout 
l'ouvrage  revient  k  ce  qu'on  en  trouve  une  equation,  qui  ne  contienne  plus 
cette  quantite.   On  voit  bien  que  l'opdration  pour  parvenir  k  ce  but,  deviendra 
d'autant  plus  difficile  que  les  dimensions  auxquelles  monte  la  quantite  qu'on 
veut  eliminer,   dans  ces  deux  equations,  seront  plus  hautes,  k  moins  qu'une 
circonstaace  toute  particuliere  ne  diminue  le  travail.     Et  afin  qu'on  ne  seit 
pas  oblige  de  faire  cette  Operation  pour  cbaque  cas  propose,  on  trouve  dans 
VÄrithmetique  Universelle  de  Mr.  Newton^)  des  formules  propres  k  ce  dessein, 
a  l'aide  desquelles  l'elimination  se  peut  faire  aisement,  quand  meme  la  quan- 
tite k  eliminer  monteroit,  dans  les  deux  equations,  jusqu'k  quatre  dimensions. 
Gar  Mr.  Newton  ayant  pris  deux  equations  generales  qui  ne  surpassent  pas 
ce  degre,  il  rapporte  l'equation,  qui  resulte  apres  l'elimination,  de  sorte  qu'on 
n'a  besoin  que  d'en  faire  l'application  pour  cbaque  cas  propose.     Avant  que 
d'expüquer  ma  nouvelle  metbode,   il  sera  a  propos  de  donner  une  idfe  de 
Celle  dont  Mr.  Newton  paroit  s'etre  servi. 


1)  I.  Newton,  Ärithmetiea  miversalis,  3.  ed.  (voir  la  note  p.  21),  p.  57-63.  F.  R. 
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5.  Je  commencerai  par  deux  equations,  oü  la  quantite  k  eliminer,  qiai 
soit  s,  ne  monte  qu'k  une  dimension,  lesquelles  soient 

et 

a  -\-  hs  =  0, 

afin  qu'on  voye  mieux,  comment  les  Operations  se  multiplient  en  passant  a 
de  plus  hautes  Equations.  Or  d'abord,  il  est  clair  qu'on  n'a  qu'a  multiplier 
la  premiere  equation  par  h  et  Tautre  par  B;  car  soustrayant  ce  produit  de 

celui-la,  on  aura 

Ab-Ba  =  (i, 

qui  est  requation  qui  resulte  par  relimination  de  la  quantite  ^^.  On  pourroit 
aussi  multiplier  la  premiere  par  a  et  l'autre  par  A,  afin  qu'aprfes  la  sous- 
traction  de  l'une  de  l'autre  les  termes  constans  se  dötruisent;   et  alors  on 

aura 

Baz  —  Ähs  =  0, 

qui,  etant  divisee  par  s,  donne  comme  auparavant 

Ba  —  Al  =  0     ou     Ab  —  Ba  =  0. 

6.   Soient  maiatenaut   proposees  les    deux    equations    suivantes,    oü   la 
quantite  h,  eliminer  s  monte  a  deux  dimensions, 

A  +  Bs+Cz2  =  0 

et 

a  +  6^  +  cze  ==  0. 

Qu'on  multiplie  la  premiere  par  c  et  l'autre  par  C,  et  la  difi^rence  sera, 

Ac—Ca-^{Bc—Ch)z=-0. 

Ensuite,  qu'on  multiplie  la  premiere  par  a  et  l'autre  par  A,  et  la  difference, 
etant  divisee  par  ä,  sera 

Ba  —  Ab-\-{Ga  —  Ac)s  =  0. 

Maintenant,    ayant  deux  equatious,   oü   la   quantite   s   ne   monte    qu'k    une 
dimension,  ce  cas  est  reduit  au  pröcödent;  et  partant  l'^limination  se  fera 
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par  la  formale  trouvee  ci  dessus,  et  donnera 

(Äc  -  Ca)  (Ca  —  Äc)  -  (Bc  -  Cb)  (Ba  -Ab)^0 
ou  bien  en  changeant  les  eignes 

^^cc--2ACac+CCaa  +  BBac~ÄBbc--BCab  +  ÄCbb  =  0. 
7.    Si  les  deux  öquations  proposees  sont  cubiques 

et 

a  +  &Ä+  C2S+  d0^  =  O, 

multipliant  la  premiere  par  d  et  Tautre  par  D,  leur  difference  sera 

^ä~I)a-\-(Bd  —  Db)s  +  (Cd~I)c)08  =  O. 

Or  multipliant  la  premiere  par  ä  et  Tautre  par  A,  la  difförence,  etant  divisee 
par  0,  donnera 

£ci,  —  Ab-^(Ca~Ac)0  +  {I)a  —  Ad)z0==O. 

Nous  voüä  donc  parvenus  a  deux  equations  quarröes,  d'oü  Ton  eHminera  la 
quantit^  ^  par  le  §  precedent.  De  la  meme  maniere,  si  les  deux  equations 
proposöes  sont  du  quatrieme  degre,  on  les  reduira  k  deux  equations  cubiques; 
et  en  gendral,  de  quelque  degre  que  soient  les  deux  premieres  equations,  on 
les  reduira  a  deux  Equations  d'un  degre  plus  basses.  Continuant  donc  cette 
.reduetion,  on  parviendra  enfin  necessairement  a  une  equation,  qui  ne  con- 
tiendra  plus  la  quantite  s. 

8.    Pour   rendre   cette   eliminatiou   plus   aisee  pour  les   deux   equations 
cubiques 

A  +  B0+  C80  +  !>/  =  0 
et 

a  +  b0-^  CSS+  (^/  =  ü, 
on  fera  les  substitutions  suivantes 

Ad  —  Da=^Ä,  aB-hA  =  a', 

Bd  —  Bb^B',  aC-cA^b', 

Cd-Bc^C,  aB-dA  =  c\ 
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et  les  öquations  quarrees  seront 

et 

a'  +  Vz  +  G^z  =  0. 

Alors,  qu'on  pose  de  plus 

B[d  -  C'V  =  JB",  a'C  -  c'Ä  =  V\ 

pour  avoir  ces  deux  equations  simples 

et 

et  requation  chercMe,  qiii  ne  contiendra  plus  0,  sera 

9.  Si  nous  comptons  le  notnbre  des  lettres  A,  B,  C,  D,  a,  h,  c,  d,  qni 
se  trouvent  multipliees  ensemble  en  chaqne  terrae,  nous  voyons,  que  les  ex- 
pressions  marquees  par  Ä\  B\  C\  a\  b\  d,  en  contiennent  deux  dimensions 
et  partant  les  lettres  Ä\  B'\  a'\  ¥  en  contiendront  quatre,  de  sorte  que  la 
derniere  equation  -4''^  —  J5''a"  =  0  sera  de  8  dimensions,  ou  chaque  terme 
sera  compose  de  8  lettres.  Or,  en  developpant  cette  equation,  on  trouve, 
qu'elle  est  divisible  par  Ad  —  Da,  de  sorte  qu'elle  ne  sera  que  de  6  dimen- 
sions, savoir 

{Ad  -  Baf  +  (Ac  -  Caf  (Cd  —  Do) -2  {Ab  ~Ba)  {Ad  —  Da)  {Cd  ~Do) 

+  {Bd  -  Dhf  {Ab  —  Ba)  —  {Ab  -  Ba)  {Bc  -  Cb)  {Cd  —  De) 

-{Ad  —  Da) {Ac  -  Ca){Bd -  Db)  =  0, 

Si  les  deux  equations  proposees  sont  du  quatrieme  degre,  cette  methode  con- 
duira  a  une  Equation  de  16  dimensions,  mais  qui  se  reduira  k  8  dimensions, 
etant  divisible  par  une  formule  de  8  dimensions;  et  ainsi  de  suite. 

10.  On  voit  donc  que  cette  methode  conduit  souvent  k  des  equations 
trop  compliquees,  qui  renferment  des  facteurs  tout  k  fait  inutiles  pour  le 
dessein  qu'on  a  en  vue.   Gar  dans  le  cas  des  equations  cubiques,  il  est  evident 
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que  le  facteur^c^-Da  ne  satisfait  point  k  la  question,  puisque  relimination 
ne  sauroit  condu:re  ä  cette  equation  Äd~JDa^O.  Donc,  Lt  que  ce  fit 
teur  est  coBtenu  dans  l'dquation  finale,  on  ne  la  peut  .eg^^TcZUinZ 

tables,   on  nsque  de  tomber  dans  une  solntion  tout  k  fait  fausse     aL 

lennent  la  Solution  rentable,  alles  contiennent  aussi  souyent  des  soktions 
fausses;  ce  qui  est  un  defaut  tres  considerable.  soiutions 

+>,  /^;'.?**'  circonstance  m'a  donne  occasion  de  chercher  une  autre  me- 
thode  d'dhnamer,  qux  etant  deHvree  de  ce  defaut  seit  en  ..n.e  tem  teüe- 
ment  fondee  su.    la  nature    des   equations,    qu'on   puisse   comprendre   plus 

tZ7vLT%r    *°r  '"  ^P-^*--^-'o-  est  oblig.  d'e  fa"e.'o 
dabord,   lidee  de  l'elnnmation  ne  paroissant  pas  asses  precise,  je  commen- 
cerax  par  nueux  developper  cette  id^e  et  par  determiner  plus    xactem^ 
q.oi  se  reduit  la  question.     Car,  d.s  que  nous  nous  seroL  W  Z  Le 
3use   du  sujet   auquel  aboutit  l'^linünation.    nous   verrons   d'abord    quelle 
Operations  on  sera  oblige  d'entreprendre  pour  arriver  k  ce  but.    De  plus    I 

de  lapphquer  k  plusieurs   autres   questions,    qui  peuvent   gtre    utiles    dans 
l'Analyse  et  dans  la  Theorie  des  Hgnes  courbes. 

d'abofd  a^Xn  Jlf ''  r'  raisonnement   plus  intelligible,   Je  ne   considererai 
dabord  quun  cas  particulier,   oü  la  quantite  a  eliminer  .  monte  dans  une 

eÄs"  "'  ''^'  ''  ''^'  ''^'^^  ^^  ^^^°^^-    '^°^-^  ^-^  -^eu" 

et 

oü  les  lettres  P  Q,  p,  g,  r  renferment  les  autres  quantites  inconnues     Et 
on  yeut  sayoxr  le  rapport,  qui  snbsistera  entre  ces  autres  inconnues,  apres 
qu  on  aura  ehnune  la  quantite  ..    Oe  rapport  sera  contenu  dans  une  equation 
ä  laquelle  on  parvxent  en  ^liminant  .;  et  cette  equation  contiendra  les  lettres 


96-97]  D'ELIMINER  LES  QÜANTITES  INCONNÜES  DES  EQUATIONS  203 

P>  Qj  Py  9.y  ^  ^^  d^terminera  par  consequent  leur  relation  mutuellei,  afin  que 
les  deux  equations  proposees  puissent  subsister.  Mais,  pour  que  ces  denx 
equations  puissent  subsister  ä  la  fois,  il  faut  qu'il  y  ait  une  certaine  valeur, 
qui  etant  mise  pour  0,  fasse  evanouir  taut  cette  formale 

^^  +  P^  +  ö 
que  Tau tre 

c'est  k  dire,  il  faut  que  les  deux  equations  proposees  ayent  une  racine  com- 
mune, qui  convienne  egalement  a  Tune  et  a  Tautre. 

13.  VoiPa  donc  k  quoi  se  reduit  relimination  de  la  quantite  b:  c'est  de 
determiner  un  tel  rapport  entre  les  coefficiens  ou  les  quantites  P,  Q^  jp,  g,  r, 
afin  que  les  deux  equations  proposees  obtiennent  une  racine  commune.  Seit 
CO  la  valeur  de  cette  racine  commune  et  ^  —  co  sera  un  facteur  de  Tune  et 
de  Tautre,  de  sorte  qu'on  pourra  mettre 

^^  +  P^'  +  Ö  =  (^'  -  co)  (^  +  31), 
^^  +  P^^  -^  q^  -{-  r  =  [&  —  oj)  {z&  -{■  a^  +  B), 

et  de  la  il  est  clair  qu'il  doit  y  avoir 

{^ä  +  P^  +  Q)  {z^  +  a^'  +  B)  =  (^^  +  j)^0  +  fZ'S;  +  r)  (z  +  *^l). 

Or,  en  egalant  ces  deux  produits,  on  aura  quatre  egalites 

L  p+a=i9  +  §t,  n.   Q  +  Pa-^h  =  q+p%, 

III.  Pb+Öa  =  28l  +  r,  IV.   Qh^r% 

d'oü  Ton  determinera  aisement  les  trois  nouvelles  21,  a  et  b,  et  ensuite  on 
obtiendra  T^quation  cherchee,  qui  contient  la  relation  requise  entre  les  coef- 
ficiens P,  Qf  Pf  q,  f,  ou  qui  sera  celle  qu'on  trouveroit  par  relimination  de  z. 

14.  Cette  determination  se  fera  sans  aucun  obstacle,  puisqu'on  n'aura 
h  resoudre  que  des  equations  simples.    Gar  la  premiere  egalite  donne 

26* 
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et  la  seconde 

ou  bien  ^  ■  x-         >»      -^  u, 

et  ces  valeurs,  etant  sul)stituees  daiis  la  troisieme  egalite,  doment 

^^  +  ^Pj^-^PP~PQ  +  P(p-P^a+Qa^P,-^,  +  ,,^r, 
OU  bien 

^^(P-^)+PS~PQ--r^P(P^^^a-(Q-^)a, 
d'oü  Ton  tire 

Or  les  memes  valeurs  donnent  pour  la  quatrieme  egalite 

Donc,  egalant  ces  deux  valeurs,  on  aura 

^-il:zP)  + '!__  _  Q (0:2 ?)  +  -P»' 

oubien  ^{^-i')-(ö-^)      TfP-lö+F' 

VinooL^ftT^  ^''\''''^'^^'  -^^-«-*  il  «>  faut  prendre  pour  eliminer 
mconnue  .  de  deux  equations  propos^es  d'un  degre  quelconque.    Car,  soient 
en  general  les  equations  proposöes 

^'"+  P^"'-  +    ^/-^+  i2,»-3^  ^^«-.^  g^.^_  _  Q^ 

d'ou  il  faut  fourmr  une  equation  qui  ne  contienne  plus  la  quantite  ..    Cette 
quesüon  revient  donc  ä  ceUe-ci,  qu'on  determine  le  rapport  entre  les  coeffi! 
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ciens  P,  Q,  B  etc.,  p,  q,  r  etc.,  afin  que  les  deux  equations  proposees  obtien- 
nent  une  racine  commune,  on  bien  un  facteur  commun.  Soit  0  —  co  ce  fac- 
teur  commun  et  on  posera 

f'+  P^--i+  Ö^-~^+  etc.  =  (0-aj)(0^-'+  31^--^+  ^0--^+  etc.), 

^n_^^^n~-l    ^   g^^n^2    +  etC.  =  (^  —  0))  (^^"- ^  +    Q^"" '  +    6^^"'    +  etc). 

16.  On  aura  donc  k  rendre  egaux  entr'eux  les  deux  produits  suivants 

(^"+  P^"~'+  Qf'-''+  eto.)(0^-'  +  a^""-'  +  b^^-'  +  etc.) 
et 

(/^  +  ^^-i  +  g^^-''  +  etc.)(^'"-^+8t/^-^+S3^--^+etc.), 

et  puisque  les  premiers  termes  deviennent  döjk  ögaux,  le  nombre  des  ^galites 
qu'on  en  tirera,  sera  =m  +  n~h  Or,  le  nombre  des  lettres  %,  33,  (S  etc. 
etant  =m  — 1  et  des  lettres  a,  B,  c  etc.  =^  — 1,  le  nombre  de  toutes  ces 
lettres  ensemble,  dont  il  faudra  chercber  les  valeurs,  sera  =m  +  n  —  2;  et 
pour  cet  effet  autant  d^^qnations  seront  süffisantes.  Ayant  donc  une  ^quation 
de  plus,  on  parviendra  enfin  k  une  equation,  qui  ne  contiendra  plus  aucune 
de  ces  lettres  §X,  95  etc.  et  a,  B  etc.,  et  comme  ^  ne  s'y  trouvera  pas  non  plus, 
ce  sera  röquation  cherchee,  h  laquelle  Telimination  conduit;  ou  qui  contient 
la  relation  requise  entre  les  coefficiens  F,  Q,  M  etc.,  p,  q,  r  etc.,  afin  que  les 
deux  equations  proposees  obtiennent  une  racine  commune. 

17.  lyant  donc  mis  dans  tout  son  jour  la  nature  de  Telimination  et 
des  Operations  qu'on  doit  executer  pour  cet  effet,  il  sera  aise  de  s'en  servir 
en  chaque  cas  propose.  Pour  en  donner  un  exemple,  je  rapp orter ai  un 
Probleme  propos6  dans  les  Actes  de  Leipzig^),  au  mois  d'Octobre  1749,   qui 

1)  Nova  acta  eruditorum  1749,  p.  627.    On  y  trouve: 

PROBLEMA,  ANALYSTIS,  AD  ID,  ÜT  SOLYATITR.,  PROPOSTTUM. 
Sit  aequatio  quarti  gradus  secundo  termino  deficiens 

u])i  ^,  q  et  r  quantitates  datas  cum  suis  signis  denotant. 

Transforxnetur  dicta  aequatio  in  haue  aliam  itidena  quarti  gradus,  sed  secundo  termmo  pol  - 

lentem, 

a^  =  fx^  -f  fjxx  +  hx  +  r 
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porte  qu'une  öquation  quarr^-quarr^e 

^tant  proposee,  oü  le  second  terme  manqae,  on  en  trouve  une  autre 

x^  =  fx'' -\- gxx -{- hcc -\- r, 

pourvue  du  second  terme  et  oü  le  demier  terme  soit  le  möme  que  dans  la 
-proposde,  et  qui  ait  avec  Tautre  une  racine  commune.  Ou  bien  il  faut 
trouver  l'equation  qui  rdsulte  en  ^liminaat  de  ces  deux  equations'la  quan- 
tite  x;  car  cette  ^quation  contiendra  le  rapport  que  doivent  avoir  les  coeffi- 
ciens  /;  g,  h,  h  r^gard  des  quantites  donnees  p,  q,  r,  afln  que  ces  deux 
equations  obtiennent  une  raciue  commune. 

18.  Pour  resoudre  donc  ce  probleme,  on  n'a  qu'ä,  resoudre  cette  ^quation 

(x*  —pxx  —  qx  —  r)  (x^  +  Axx  -^Bx+G) 
=  (x^  —  fx'  —  gx'--hx~r){x'+Dxx  +  Ux  +  F), 
d'oü  Ton  tire  las  ^galitös  sulyantes 

Ä=.      B-f, 
B-p   =       E-Bf-g, 
C  —  Äp-q^F  -Ef~Bg-h, 
~Bp  —  Äq-r    =  -  Ff-  Eg  -  Bli  -  r, 
—  Gp—Bq  —  Är==  —  Fg  —  Eh  —  Br, 
—  Cq—Br  =  —  F'h  —  Er, 
—  Cr  ^~  Fr. 


hmus  naturae,  ut  incognita  x  eadem  sit  in  prima  et  secunda  aequatione,  et  pariter  idem  sit  in 
aequaiione  utraque  homogeneum  comparationis  r.  Coeffieientes  yero  seeundae  aequationis,  videlicet 
f,  ff,  k,  determmentur  per  coeffieientes  p  et  <?  aequationis  primae  et  per  commnne  homo<.eneum 
comparationis  r.  t:,     ^um 

mus    ^'"'^f^''^'^  '^'''  ''  ^'''^'  ^  ^^  fi"^  ^"^  ^°1^«^«.  1«  Pr°W^me  a  äte  propos^  par  nn  anony- 
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Les  deux  premieres  avec  la  demiere  donnent  d'abord 

A^B-f,    B  =  E-Df-g+p    et     C=i? 
lesquelles  valeurs,  ötant  Substitutes  dans  les  autres,  produiront 
Bp-fp  +  ^~  Ef—  Bg-h  =  0, 

^P-Dfp-gp+pp  +  Bq  —  fq~Ff-Eg-BJi==0, 
Fp-\-Eq-Bfq  —  gc2-[-pg  —  fr~Fg-Eh  =  0, 
Fq  —  Bfr  —  gr  -\-pT  —  Fh  =  0. 

19.   La  premiere  et  la  derniere  de  ces  egalites  fournissent 
E  =  ^-fA^^^L-J:    et     i^=-^-Jlfci) 

'  f  q  —  h 

et  de  Bi  les  deux  autres  egalites  prendront  les  formes  suivautes 

I>fr  +  Bffp(q-h)-Bf(q-hr-B(p-gy(q-h) 
=  iP-d){ü-'hy-ffqiq-h)  +  ffr{p-g), 

^(.P-9){g.~  hf  -  Bffq  (q-h)  +  Bf  fr  (p  -  g) 
-ff^(S-J<')  +  fr(p-gT-fhp(q-~h)  +  fgq(q--h)-(q-hy^ 

d'oü  nous  tirons  enfin  cette  6quation 

frr  -  rr(gq  +  2hp  -  3pq)  -  2ffr(q  -  hf  -  4fr  (p  -  gfCq  -  l) 

-nq(q-h)  +    ffprip-gf  +    f{pq  +  2hp~3gq){q-hf 

—   ffp(hp—gq){q-h) 

=  r(p-  gf  —  Qip  —  gcf)  {p  _  g-f  (q-h)  —  (q  _./^)^ 

20.    On  aura  donc  une  equation   du  quatrieme  degre  h  r^soudre,   soit 
qu'on  veuille  d^terminer  f,  ou  g,  ou  h,  pour  que  requation 

X*  =  fx^  +  gxx  -i-hx  +  r 
ait  une  racine  commune  avec  l'^quation  proposee 

x^==pxx-\-  qx-\-r. 
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Mais,  si  l'on  vouloit  döterminer  le  terme  absolu  r  commun  k  ces  deux  ^qua- 
tions,  en  regardant  les  autres  coefficiens  /,  g,  In,,  $,  q  comme  connus,  cela  se 
pourroit  faire  par  la  r^solution  d'une  equation  quarrte.  On  pourra  möme 
supposer  d'abord  /'=0  et  d^terminer  run  ou  l'autre  des  coefÜGiens  g  et  h, 
en  Sorte  que  ces  deux  equations 

x^^gxx  +  hx-^-r     et    x*  ^jpxx-i- qx  + r 
obtiennent  une  racine  commune;  ce  qui  arrivera  en  satisfaisant  k  cette  Equation 

r(p  -  gy  =  (hp  -  gq)  (p  -  gf  (q--h)+  (q-  hf, 
d'oü  Ton  voit  que  cela  se  peut  faire,  sans  que  soit  g=p  et  h,  =  q. 

,■  ^  21.  Mais  la  m^thode  que  je  yiens  d'expliquer,  s'etend  beaucoup  plus 
loin  qu'au  seul  ouvrage  de  Telimination  et  on  peut  k  son  aide  r^soudre 
quantit^  de  problemes,  qui  pourront  6tre  fort  importants,  tant  dans  1' Ana- 
lyse que  dans  la  Theorie  des  lignes  courbes.  O'est  aussi  de  ce  cöte  que  je 
crois  que  cette  m^thode  mMte  quelque  attention;  car,  si  eile  6toit  bornöe 
uniquement  aux  Operations  d'öliminer,  je  conviens  que  la  preference  qu'elle 
meriteroit  sur  les  autres  methodes  trouv^es  pour  ce  dessein,  ne  seroit  pas 
fort  considörable,  si  ce  n'etoit  qu'elle  nous  decouvre  mieux  la  nature  de 
r^limination.  Voici  donc  un  autre  probleme,  pour  la  r^solution  duquel  cette 
mötliode  pourra  etre  employee. 

Deux  equations  algebriques  indeterminees  etant  proposees,  trouver  les  determi- 
nations  necessaires  pour  que  ces  equations  oUiennent  deux  racines  eommunes. 

22.    Soit  Fune  de  ces  deux   equations   du  troisieme  et  Tautre  du  qua- 
trieme  degre 

et 

/  +  P^  -j-q00  +  rz  -\-s^0, 

oü  l'on  demande  quel  rapport  doit  subsister  entre  les  coefficiens,  afin  que  ces 
deux  equations  ayent  deux  racines,  ou  deux  facteurs  simples  communs.  Soient 
0  +  a  et  ^-i-  ß,  ces  deux  facteurs  communs  et  les  deux  equations  doivent 
avoir  les  formes  suivantes 

0'  +  F0s+Q2-{-B  =  (z-\-a)(s-{-ß)(z  +  Ä), 

/  +  pi  +  (?^^  +  r^  +  s  =  (^  -f  a)  (^  +  ß)  {sz  +  a^  +  l), 
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d'oü  Ton.  tirera  d'abord  celle-ci 

(/  +  Pzz  -\-Q3  +  B)  {zz  +  a^H-  &)  =  (/  +^9^'  +  qzs  +  r^  +  s)  (^  +  A), 
oü  il  faut  que  cliaques  puissances  de  z  soient  ögalees  entr'elles. 

23.  De  Ik  on  tirera  les  cinq  ^galites  suivantes 

P -\- a     =p-\-Ä, 
Q-\-aP-\-b     =q  +  Ap, 
B-\-aQ-\-hF  =r  +  Äq, 
alt-]-I)Q  =s  +  Ar, 
lB  =  As. 

La  premiere  et  la  derniere  donnent 

a  =p  -{-  A  —  P    et    b  ==  -p- 

et  ces  valeurs,  etant  substituees  dans  les  trois  autres, 

•  A(PB~pB  +  s)  ^PB(P—p)  —  B(Q  —  q), 
A{QB  -qB  +  Ps)  =  QB(P-p)  -B(B  —  r), 
A{BB  —  Br+  Qs)  =  BB(P~p)  +  Bs. 

D'oü  Ton  tire,  en  (^liminant  A,  ces  deux  ^quations 

0  =  SS  4-  2Bs{P--p)  -  PQs{P-p)  +  Qs{Q  -  $)  +  B{P-p){Pr  -  Bp) 

+  B(Q-q){B-r), 

0  =  Pss  +  Bs{Q -q)-\-  PBs(P-p)  +  B{P—p)  {Qr -  Bq) 
^Qs{B-f)-QQs{P-p)  +  B{B~r)\ 

qui  renferment  les  determinations  reqiaises. 

24.  Si  les  deux  equations  proposöes  sont  d'un  ordre  quelconque,  comme 

^  4-  Pf^- 1  +  ^^-2 4.  Bz^-^^  etc.  =  0, 
/  H-j)^"-'  +  q^-^  +  r^"-'  4-  etc.  =  0, 

Leonhardi  Eulkri  Opera  omnia  1(5  Commentatioues  algebraicae  27 
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et  qu'on  veuille  d^terminer  le  rapport  entre  leurs  coefiiciens,  afln  que  ces 
deux  equations  ajeat  deux  racines  communes,  on  trouvera  par  un  semblable 
raisonnement,  qu'il  faut  tellement  satisfaire  k  cette  equation 

(^™  +  P^«"-^  +  Qe^-^  +  etc.)  (^«-^  +  a^-'  +  hz"-'  +  etc.) 
-  (^«  +p^-'  +  qz"-'  +  etc.)  (r-^  +  Äs^"-'  +  5^-*  +  etc.) 

que  les  coeffieiens  de  chaque  puissance  de  s  deviennent  6gaux  de  part  et 
d'autre. 

25.  Or,  en  rendant  ces  termes  egaux,  on  obtiendra  m-\-n-2  egalites. 
Mais  le  nombre  des  coeffieiens  inconnus  A,  B,  C  etc.  etant  =m-2  et  des 
autres  a,  h,  c  etc.  =  w  —  2,  pour  determiner  tous  ces  coeffieiens,  on  n'aura 
besom  que  de  m  +  n-A  egalites.  Donc,  aprfes  avoir  determine  tous  ces 
coeffieiens  inconnus,  on  trouvera  encore  deux  equations  entre  les  coeffieiens 
P,  Q,  B  etc.  et  ^,  q,  r  etc.,  qui  renfermeront  les  eonditions  requises,  afin  que 
les  deux  Equations  proposees  ayent  deux  racines  communes.  Cette  d^termi- 
nation  servira  dans  la  Theorie  des  Ugnes  courbes  a  trouver  les  cas  oü  deux 
courbes  se  coupent  tellement  en  deux  points  que  ces  deux  intersections  x6- 
pondent  k  la  m6me  abscisse,  indiquöe  par  z. 

26.  Aprfes  ce  que  je  viens  de  dire,  il  ne  sera  pas  difficile  de  trouver  les 
condxtions  sous  lesquelles  deux  Equations  d'un  ordre  quelconque  acquierent 
trois  racines  communes.     Gar,  si  les  deux  equations  proposees  sont 

3"'  +  Pä'"-'+  Qf^-'+  Bf'-'+  etc.  =  0, 
g«  ^pz"-'  +  qz-"'  +  r^"-'  +  etc.  =  0, 
on  n'aura  qu'a  former  cette  equation 

=  (0"+i50"-^+  qz^-'-\-  etc.)(0™-^+  Ä8"'-'+Bz"'-'-i-  etc.) 

et  rendre  egaux  les  coeffieiens  de  chaque  puissance  de  z.  Cette  Operation 
aprfes  avoir  determine  les  coeffieiens  A,  B,  C  etc.,  a,  b,  c  etc.,  conduira  h 
trois  equations  entre  les  coeffieiens  propos^s,  qui  renfermeront  les  eonditions 
^equises,  pour  que  ces  deux  equations  obtiennent  trois  racines  communes. 
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27.  De  Ik  il  est  asses  clair,  commeiit  on  pourra  trouver  les  determina- 
tions  necessaires,  pour  qne  deux  equations  proposees  obtiennent  quatre  on 
plusieurs  racines  commnnes;  et  ces  conditions  seront  toujours  comprises  en 
autant  d'equatioüs,  qu'il  y  a  de  racines  qui  doivent  etre  communes  aux 
equations  proposees.  Comme  la  methode  qne  je  viens  d'indiqner  ponr  cet 
eflfet,  est  tout  k  fait  semblable  k  celle  qni  sert  h  Tölimination,  qui  est  le  cas, 
oü  deux  equations  doivent  avoir  une  racine  commune,  j'ai  cru  qu'elle  möri- 
toit  quelque  attention;  et  cela  d'autant  plus  que  les  methodes  ordinaires/ 
dont  on  fait  usage  dans  Touvrage  de  T^limination,  ne  sont  pas  suffisantes^  h 
resoudre  les  autres  problemes  que  je  viens  de  rapporter. 


27* 
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Commentatio  370  indicis  Enesteobmiani 
Novx  commentarii  aeademiae^  scientiamm  Petropolitanae  13  (1768),  1769,  p.  89-119 

Summarium  ibidem  p.  11—14 

STIMMÄRIUM 
Quae  a  Neuto^o  alüsque   post   eum  Geoznetris    all'ata  fuerunt    criteria,    ex   quibus 

vir  l"'^'^^^^^*'    ^^  ^-  ta^e.  propoMtu.  obtine.d.n.   Mni.e   sumcere  in- 
star, quun.  ..^xrum,   quoties  radices  ixnaginarias  indicent,  tales  quidem  re.era  aea.a- 

naturae  se  continuo  msequuntur;  sie  nimirum  in  aequatione  biquadratica 

x^  +  Ax^-  ^xx  -  24x  +  108  =  0 

«a;  +  8a;  +  18  =  0    et  ^a;  -  4ic  +  6  =  0. 
In  iac  igitar  dissertatione  lUustr.  Anctor  doctrinam  de  criteriis  rad,v.^  •        •      • 

smt  reales  et   e^  hac  aha  aequatio  formetur,    cuius   radiees 
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aequentur  quadratis  illarum,  tum  necessario  fieri  debere^  non  solum  ut  omnes  aequationis 
sie  formatae  radices  sint  reales,  sed  etiam  positivae,  ex  quo  principio  iam  magnam  huius- 
modi  criteriornm  copiam  derivare  licet.  Evidens  antem  est,  quod  hoc  prmcipium  multo 
latius  extendi  queat,  adeo  ut  ex  aequatione  quavis  proposita  aUae  deriyari  possint,  quarum 
radices  sirit  vel  cubi  vel  biquadrata  vel  altiores  quaevis  potestates  radicum  aequationis 
propositae. 

Seämdum  principium  in  eo  continetur,  quod  [si  omnes  aequationis  cuiusdam  radices  sint 
reales]  summa  quadratorum  ex  differentiis  radicum  constituat  numerum  positivum;  unde  si 
summa  omnium  radicum  dicatur  a  et  summa  productorum  ex  binis  h,  elicitur 

n  —  1 
Per  tertium  principium  haec  criteria  ea  ratione  indagantur,   quod  ex  aequatione  pro- 
posita duae  aliae  deriventur,  de  quibus  etiam  certi  esse  possumus  omnes  earum  radices  esse 
reales,   si  modo  singulae  aequationis  propositae  radices  fuerint  reales.     Prima  vero  harum 
oritur,  si  singuli  aequationis  propositae  termini  per  seriem  aritbmeticam 

n,    n  —  1,    n  —  2     etc. 

multiplicentur,  secunda  vero,  si  iidem  termini  in  hanc  progressionem  aritbmeticam 

0,     1,     2,     3     etc. 

ducantur.  Ex  Ms  duabus  aequationibus  gradus  n  —  1  deinceps  tres  novae  gradus  n  —  2 
deducuntur,  unde  continuata  bac  operatione  demum  ad  aequationes  secundi  gradus  pervenire 
licet;  quae  autem  criteria  in  aequationibus  sie  deriyatis  locum  habent,  eadem  quoque  ad 
aequationeni  primum  propositam  applicari  poterunt.  Quoniam  vero  nimis  operosum  foret, 
si  per  eiusmodi  depressionem  aequationum  a  gradu  superiori  ad  inferiorem  boc  negotium 
perjäceretur,  binc  lUustr.  Auetor  generalem  tradidit  methodum,  qua  ex  aequatione  cuius- 
cumque  gradus  istiusmodi  aequatio  quadratica  statim  elici  potest. 

His  itaque  criteriis  absolutis,  quae  ex  charactere  aequationum  quadraticarum  derivantur, 
sequuntur  ea,  quae  simili  ratione  ope  cbaracteris  aequationum  cubicarum  eruuntur  et  quorum 
Illustr.  Auetor  primus  mentionem  fecit.  Postquam  igitur  cbaracterem  completum  pro  aequa- 
tionibus cubicis,  quarum  omnes  radices  sunt  reales,  investigaverit,  ostendit,  quomodo  criteria 
inde  derivata  ad  aequationes  cuiuscumque  gradus  applicari  debent,  quod  fit  istiusmodi 
aequationes  ad  aequationes  tertii  gradus  ratione  iam  ante  exposita  deprimendo.  Ut  autem 
hoc  facilius  et  expeditius  institui  queat,  ostenditur,  quomodo  in  genere  ex  quavis  aequatione 
aequationes  cubicas  elicere  possimus,  quarum  characteribus  in  usum  vocatis  oriuntur  criteria 
pro  relatione  inter  quaternos  quosque  coefficientes  successivos,  quorum  ope  dignoscere  licet, 
an  aequationis  propositae  radices  sint  reales  necne.  Simili  negotio  ex  charactere  aequa- 
tionum  biquadraticarum    radices   reales    exbibente    criteria    erui    possent    pro    exprimenda 


mYA  CßlTEEIA  EADICES  AEQUATTOISTUM 
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Commentatio  370  indicis  Enestroemiani 
Novi  commentarii  acade^iae  seientiai-um  Petropolitanae  13  (1768),  1769,  p.  89-119 

Summarium  ibidem  p.  11—14 

SüMMARIÜM 

Quae  a  Neütono  aKisque   post   eum  Geometris   all'ata  foerunt   criteria     ex  ouibu« 
cognos.  posset    ut.u.  aequatio  aH,.a  radices  habeat  i^aglnarias  necn  Xt  ils     li 

venxuntur,  qumn  mmruxa,  quoties  radices  imaginarias  indicent,  tales  quidem  revera  aeca 

naturae  se  coatmuo  xnsequunto;  sie  nimirum  in  aequatione  biquadratica 

a;*  +  4a;3_  8a;a;  -  24£S  +  108  =  0 

quamvis  ad  praescriptum  criteriorum  iam  dictornm  nnli^  vo/i-     •        •      • 

certissimnrr,   ^«f  .  •  ,  «ictorum  nuUa  radix  imagmana  reperiretur,  tarnen 

la!  +  81  +  18  -  0     et    ra  _  4a;  +  6  -  0. 
«c„»ta.  p«;tr.„t.nda„  ^M  p„p„3^,,  ,,.„  .„  ^^„  explicari"^ 

1-  ::rir  :ir"^  '"'--^»-  -  -» — ■  —« -« p- 

P*.»»  autem  j,™^„«  in  Iw,  doctriu»  adhiUto  ü,  e«  .„„,!,«,,  ,„„a,  .,  „^,, 
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aequentur  quadratis  illarum,  tum  necessario  fieri  debere^  non  solum  ut  omnes  aequatioixis 
sie  formatae  radices  sint  reales,  sed  etiam  positivae,  ex  quo  principio  iam  magnam  huius- 
modi  criteriorum  copiam  derivare  licet  Evidens  antem  est,  quod  lioc  priECipium  multo 
latius  extendi  queat,  adeo  ut  ex  aeqnatione  quavis  proposita  aliae  derivari  possint,  quarum 
radices  sint  vel  cubi  vel  biquadrata  vel  altiores  quaevis  potestates  radicum  aeqnationis 
propositae. 

Secundum  principium  in  eo  continetur,  quod  [si  omnes  aeqnationis  cuiusdam  radices  sint 
reales]  summa  quadratorum  ex  differentiis  radicum  constituat  numerum  positivum;  unde  si 
summa  omnium  radicum  dicatur  a  et  summa  productorum  ex  binis  J,  elicitur 

aa  >  "- — T  0. 

n  —  1 

Per  tertium  principium  haec  criteria  ea  ratione  indagantur,  quod  ex  aequatione  pro- 
posita duae  aliae  deriventur,  de  quibus  etiam  certi  esse  possumus  omnes  earum  radices  esse 
reales,  si  modo  singulae  aequationis  propositae  radices  fuerint  reales.  Prima  vero  barum 
oritur,  si  singuli  aequationis  propositae  termini  per  seriem  arithmeticam 

n,    n  —  Ij    n  —  2     etc. 

multiplicentur,  secunda  vero,  si  iidem  termini  in  banc  progressionem  aritbmeticam 

0,     1,     2,     3     etc. 

ducantun  Ex  bis  duabus  aequationibus  gradus  n  —  1  deinceps  tres  novae  gradus  n  '—  2 
deducuntur,  unde  continuata  hac  operatione  demum  ad  aequationes  secundi  gradus  pervenire 
licet;  quae  autem  criteria  in  aequationibus  sie  derivatis  locum  babent,  eadem  quoque  ad 
aequationem  primum  propositam  applicari  poterunt.  Quoniam  vero  nimis  operosnm  foret, 
si  per  eiusmodi  depressionem  aequationum  a  gradu  superiori  ad  inferiorem  hoc  negotium 
perficeretur,  bine  Illustr.  Auetor  generalem  tradidit  methodum,  qua  ex  aequatione  cuius- 
cumque  gradus  istiusmodi  aequatio  quadratica  statim  elici  potest. 

His  itaque  criteriis  absolutis,  quae  ex  cbaractere  aequationum  quadraticanim  derivantur, 
sequuntur  ea,  quae  simili  ratione  ope  cbaracteris  aequationum  cubicarum  eruuntur  et  quorum 
Illustr.  Auetor  primus  mentionem  fecit.  Postquam  igitur  cbaracterem  completum  pro  aequa- 
tionibus eubicis,  quarum  omnes  radices  sunt  reales,  investigaverit,  ostendit,  quomodo  criteria 
inde  derivata  ad  aequationes  cuiuscumque  gradus  applicari  debent,  quod  fit  istiusmodi 
aequationes  ad  aequationes  tertii  gradus  ratione  iam  ante  exposita  deprimendo.  Ut  autem 
boc  facilius  et  expeditius  institui  queat,  ostenditur,  quomodo  in  genere  ex  quavis  aequatione 
aequationes  cubicas  elicere  possimus,  quarum  cbaracteribus  in  usnm  vocatis  oriuntur  criteria 
pro  relatione  inter  quaternos  quosque  coefficientes  successivos,  quorum  ope  dignoscere  licet, 
an  aequationis  propositae  radices  sint  reales  neene.  Simili  negotio  ex  cbaractere  aequa- 
tionum  biquadraticarum    radices   reales    exbibente    criteria    erui    possent    pro    exprimenda 
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relatione  inter  qumos  quosque  coefficientes  aequationis  propositae;  sed  quma  hae  fomulae 
niniis  eTaderent  prolixae,  üs  investigandis  non  mcumbendum  esse  videtur.  Denique  ad  finem 
huius  dissertationis  lUustr.  Auctor  exponit,  quomodo  singula  haec  criteria  ex  duobus  tantnm 
principiis  idque  metbodo  admodum  singulari  neenon  eonciima  deducantur. 


Summus  Neutonüs  et  post  eum  plures  alii  Geometrae  in  eo  elaborarunt, 
ut  criteria  seu  signa  invenirent,  quorum  ope  aequationum  cuiuscumque  gradus 
radices  reales  et  imaglnariae  dignosci  possent  simili  modo,  quo  radices  posi- 
tivae  et  negativae  dignosci  solent.  Verum  cuncta  iUa  criteria  seu  signa  hoc 
defectu  laborant,  ut,  quoties  radices  imaginarias  indicant,  inde  certe  quidem 
concludi  possit  tales  radices  in  aeqüatione  revera  inesse;  sed  quando  nuUas 
radices  imaginarias  indicant,  neutiquam  inde  concludere  licet  omnes  radices 
esse  reales,  cum  saepius  evenire  queat,  ut  hoc  non  obstante  omnes  adeo 
aequationis  radices  sint  imaginariae. 

Hie  defectus  imprimis  cernitur  m  aequationibus  buius  formae 

+  a;»  +  aa?"-^  —  bx^-'  —  ca;"-»  +  d(xf-'  +  ex""-'  —  etc.  =  0, 

ubi  continuo  bina  signa  eiusdem  naturae  se  mutuo  insequuntur;  tum  enim 
omnia  iUa  criteria,  quae  hactenus  sunt  prolata,  nuUas  plane  radices  imagi- 
narias ostendunt,  cum  tarnen  fleri  possit,  ut  plures  atque  adeo  omnes  sint 
imaginariae. 

Ad  hoc  dilucidandum  in  genere  aequatio  quarti  ordinis  huius  formae 

-\-x^  -\-  ax^  —  hxx  —  cx  +  d  =  0 

exhiberi  potest,  cuius  omnes  radices  sint  imaginariae;  concipiatur  ea  enim 
conflata  ex  duobus  huiusmodi  factoribus 

xx-\-px-\-  q     et     xx  —  rx  +  s, 

in  quibus  sit  pp  <  4^  et  rr  <  4s,  ut  omnes  radices  flaut  imaginariae.  Tum 
igitur  fieri  oportet 

a=p~r,     b^pr~q  —  s,     c==qr~ps     et    d  =  qs 
ideoque 

jp>r,    pr>q~\-s     et     qr>ps. 
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Statuamus  ergo  j?  =  «r  et  q-=  ßs  et  conditiones  adimplendae  erunt  se- 
quentes 

I.  ß>l,     n.  /?>«,     in.  rr<4s,     IV.  rr<^s,     V.  rr>^^^$. 
Cum  igitiir  ex  quinta  sit  ^^s<rr,  erit  multo  magis 

ttls<4s     et     <^s, 

unde  fit 

/3  +  l<4a     seu     ß<4:a—l 

et 

ß  +  KH     seu     /3>7~^' 

Cum  quibus  novis  conditionibus  iungatur  secunda  ß  >  a  et  adipiscimur 

cum 

4a  —  l>oc 

tum 

4,a  —  l>- ; 

4  —  oj 

iiide  fit  a>y,  quod  per  se  supponitiir,  quia  a>l,  hinc  vero 

4a>  a^  +  1; 

pro  qua  conditioue  impleuda  necesse  est,  nt  a  intra  hos  limites  2  +  Ys  et 
2  —  Vo  accipiatur  vel  potius  intra  limites  2  +  1/3  et  1 ;  tum  vero  facile  erit 
pro  ß  idoneos  valores  invenire;  constitutis  autem  valoribus  pro.  a  et  /?  aeque 
facile  erit  pro  s  et  rr  idoneos  valores  assumere. 
Sumto  enim  exempli  gratia  a  =  2  debet  esse 

ß>2     et     >1     et     <7, 

unde  ß  intra  limites  2  et  7  debet  contineri;  sit  igitur  /3==3  et  habebimus  has 

conditiones 

rr>2s    et    <  4s     et    <Bs, 

unde  rr  intra  limites  2s  et  3s  debet  contineri;  sumto  ergo  s  =  6  capi  poterit 
r  =  4  hincque  M  jp  =  8  et  q  =  lS;  quocirca  ex  binis  factoribus  xx-i-Sx  +  lS 
QJQ  rQx  —  Ax-i-Q  nascetur  haec  aequatio  quarti  ordinis 

^    x'Jr^iX)'—8xx  —  24:X  +  10S  =  0, 
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cuius  omnes  radices  certo  sunt  imagiiiariae,  etiamsi  criteria  supra  memorata 
Jaoc  neutiquam  innuant. 

Hoc  aiatem  semper  certum  est,  si  cuiuspiam  aequationis  omnes  radices 
fuerint  reales,  tum  iUa  criteria  perpetuo  locum  habere,  propterea  quod  in 
lUis  certae  proprietates  continentur,  quae  huiusmodi  aequationibus  conveniunt 
qnae  autem  negotium  non  exhauriunt,  sed  quandoque  etiam  in  eiusmodi 
aequationibus  locum  habent,  quae  radices  imaginarias  involvunt. 

^  Neque  etiam  adhuc  aliud  principium  constat,  unde  taHa  criteria  prae- 
sertim  pro  aequationibus  altiorum  graduum  peti  possent;  interim  tame^ 
numerum  talium  criteriorum  pro  lubitu  augere  licet,  quo  hoc  commodi  nan- 
ciscimur,  ut,  dum  quaedam  nuUas  radices  imaginarias  indicant,  alia  adversen- 
tur,  quorum  suffragium  semper  veritati  consentaneum  est  censendum 

Quod  quo  clarius  appareat,  methodos,  quibus  memorati  autores  in  hunc 
ünem  sunt  usi,  brevlter  hie  exponam;  tum  vero  ostendam,  quomodo  iisdem 
vesti^is  msistendo  plura  alia,  immo  infinita  similia  criteria  investigari  queant 

Fnmum  princwium  inde  petitur,  quod,  si  cuiuspiam  aequationis  omnes 
radices  foennt  reales  indeque  alia  aequatio  formetur,  cuius  singulae  radices 
sint  quadratis  iBarum  aequales,  tum  huius  novae  aequationis  omnes  radices 
non  solum  futurae  sint  reales  sed  adeo  positivae,  ita  ut  in  ea  signa  +  et  - 
se  mutuo  alternatim  insequi  debeant. 

Sumamus  ergo  huius  aequationis 

af  +  ax"-^  +  hx''-'  +  ex""-'  +4ic"-*  +  etc.  =  0 

omnes  radices  esse  reales  indeque  quaeramus  novam  aequationem,  cuius 
quaelibet  radix  z  aequalis  sit  quadrato  xx  seu  0^xx;  hunc  in  finem  iUius 
aequationis  alternos  terminos  ad  alteram  partem  transferamus,  ut  sit 

x''-j-bx''-'-}-dx''-'  +  etc.^  —  ax''-'  —  cx''-'  —  ex''-'  —  etc., 

capianturque  utrimque  quadi-ata,  quae  iterum  ad  eandem  partem  disposita 
oabunt  hanc  aequationem 

x'"  +  2hx'^-'  +  2dx"^-'  +  2fx"'-'  +  2hx'^-'  +  etc.  =  0, 
—  aa  -^hh  +2hd       -\-2hf 

—  2ae        —2ae       -^  dd 
—-CC  —  2aQ 

—  2ce 
in  qua  omnes  exponentes  ipsius  x  sunt  numeri  pares.     ■ 
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Scribamus  ergo  ubique  ^  loco  xx  et  habebimus  novam  illam  aequationem 
quaesitam,  quae  erit 

^-  +  2&^"-'  +  2c?^'^-'  +  2/y^-'  +  2/^;^'^^'  +  etc.  =  0. 
~aa       +&&         +2&C?      +2&f 
—  2ac      —  2ae      +  ^<^ 
—  cc        —2ag 
—  2ce 

In  qua  cum  coefficieiites  primi,  tertii,  quiiati  etc.  termini  sint  positivi,  secundi 
vero,  quarti,  sexti  etc.  negativi,  obtinebimus  sequentes  conditiones  pro  coeffi- 
cientibus  a,  h,  c,  d  etc.  aequationis  propositae: 

2h  —aa<0  seu  aa>2h, 

2d+ih  —2ac>0  bh  >2ac  —  2d, 

2f+2bd  —  2ae  —  cc<0  cc  >  2hd  —  2ae  +  2f, 

2h  +  2hf+dd  —2ag--2ce>0  dd>  2ce —2bf  ^  2ag —  2h 
etc.  etc., 

quarum  formularum  ordo  facile  perspicitur. 

En  ergo  iam  insignes  proprietates,  quae  omnibus  aequationibus,  quarum 
radices  sunt  reales,  necessario  conveniunt,  ita  ut  aequationis  propositae  omnes 
radices  reales  esse  nequeant,  nisi  simul  hae  conditiones  inter  eins  coefficientes 
locum  habeant.  Neutiqam  autem  vicissim  inde  sequitur,  si  hae  conditiones 
locum  habeant,  etiam  omnes  aequationis  radices  fore  reales,  quod  exemplo 
aequationis  biquadraticae  ante  allegatae 

x^  +  px^  —  qx^  —  rx'  +  5  =  0 

fit  manifestum;  cum  enim  facta  applicatione  sit  a  =  p,  h  =  ~q,  c  =  —  r  et 
(i  =  s,  conditiones  inventae  sponte  imi3lentur,  quoniam  utique  est 

pp>  —  2g,     qq>  —  2pr  —  2s,     rr>  —  2qs; 

hoc  autem  non  obstante  novimus  omnes  huius  aequationis  radices  esse  posse 
imaginarias. 

Leonhaedi  Eulbri  Opera  omnia  Ig  Commentationes  algebiaicae  28 
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SCHOLION 

Quemadmodum  Mc  ex  data  aequatione  aHam  elicuimus,  cuius  singulae 
radices  sint  quadrata  singularum  radicum  iUius,  ita  etiam  inde  aliae  aequa- 
tiones  inveniri  possunt,  quaram  radices  sint  vel  cubi  vel  biquadrata  vel  aliae 
potestates  altiores  radicum  aequationis  propositae. 

Poni  scüicet  oportet  vel  g^x'  vel  0  =  x'  vel  ^  =  a;^  etc.  et  negotium 
huc  redit,  ut  quantitas  x  eliminetur,  pro  qua  operatione  regulae  passim^)  sunt 
traditae.  , 

Verum  calculus  plerumque  tarn  fit  intricatus  et  molestus,  ut  nemo  facile 
hunc  laborem  sit  suscepturus. 

Quare  haud  abs  re  fore  arbitror  peculiarem  methodum  ostendisse,  qua 
haec  eliminatio  facile  effici  queat.  Hunc  in  finem  aequatio  ordine  inverso 
eshibeatur,  ut  sit 

a  +  bx-{-cxx-\-  dx'  +  ex^  +  fx^  +  gx'  +  etc.  =  0, 

et  pro  casu  iam  evoluto,  quo  esse  debet  s  =  xx,  facta  substitutione,  quatenus 
licet,  habebimus 

a -}- bx  +  C2  +  dx2 -{-  ess  +  fxze  +  ys'+  etc.  =  0, 
ubi  brevitatis  gratia  statuamus 

a  +  c^  +  e^^;  +  5-/+etc.  =  P    et    Z* +,  d;^  + /'^^  +  etc.  =  Ö 
ut  sit  ' 

Quae  aequatio  per  x  multiplicata  loco  xx  scribendo  s  dabit  aliam  eiusdem 
formae 

Px+Qs^  0, 
unde  iam  facile  x  eliminatur;  prodit  enim 

PF-QQß^O, 
quae  formula  operationem  supra  usurpatam  complectitur. 

1)  Vide  exempli  gratia  Commentationem  praeeedentem.  p.  R. 
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Ponamus  autem  requiri,   ut  sit  z  =  x^,  factaque  substitutione,   quatenus 
licet,  habebitur 

a  +  &a;  +  cxx  +  d^^  +  ex0  +  f^^^  +  9^^  '\'  ^^c.  =  0; 
qnae  cum  tribns  partibus  constet,  statuamus  brevitatis  gratia 

a  +  dz  +  9^^  +  ßtc.  =  P, 
&  +  e^  +  Ihzz  +  etc.  =  Q, 

c  +f^  +  i^^  +  Btc.  =  11, 
ut  sit 

P+  öo;  +  ii^ix;  =  0; 

haec  per  x  multiplicata  dat  novam  eiusdem  formae 

B0+  Px+  Qxx  =  0; 
haec  denuo  per  x  multiplicata  dabit 

lam  ut  ex  Ms  tribus  aequationibus  tam  x  quam  xx  eliminetur,   prima 
per  L,  secuuda  per  M  et  tertia  per  N  multiplicetur  fiatque 

LQ  +  MP-^-NBz^O 
et  insuper 

LM+  MQ  +  NP  =  0 
eritque  tum 

LP  +  MB0  +NQ0  =  O. 

Ex  duabus  prioribus  autem  elicitur 


ideoque 

unde  fit 

Statuatur  ergo 
ac  fiet 


MPB  +  NBB0  =  MQQ  +  NPQ, 

M ^  PQ-BB0 
N~   PB-QQ   ' 

M^PQ-BB0    et     N=PB—QQ 

L  =  QBz  —  PP, 


28^ 
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quocirca  aequatio  quaesita  erit 

Hinc  iam  satis  perspicuum  est,   quomodo  eadem  methodus  etiam  ad  altiores 
potestates  sit  accommodanda. 

Secmdum  principium.    Poiiamus  aequationis  propositae 

*"  +  «a;"-' +  ftiK'-^  +  c;^;"-^  +  etc.  =  0 
radices  esse 

-a,    -ß\    -y,     -d    etc., 
quarum  numerus  est  n,  ut  sit 

a  =  a  4- /?  +  ;/  + (^  +  etc. 
h^aß  +  ay  +  ad  +  ßyJ^ßd  +  Qic, 
Et  quia  omnes  radices  sunt  reales,  erit  sequens  forma 

(«-/?y+(«-r)H(«-(J)^+(/?-j^)H(/5-<?)^+(;.-<J)Hetc. 
certe  numerus  positivus;  facta  autem  evolutione  prodit 

(»^  -  1)  («'  +  /?'+/+ dH  etc.) 
—  2a/5  —  2«;/ -  2a(y  -  2/3;^  —  2^(y  -  27(?  -  etc. 
Est  vero,  uti  constat, 

^     ,         ,  «'+^Hr'+<^'+etc.  =  aa-2&, 

unde  haec  forma 

{n  ~  1)  {aa  ~  2b)  —  2h  =  (n-l)  aa  -  2nb; 
quae  quantitas  cum  certe  sit  positiva,  erit 

aa>    ^^   ^ 


n 


Quae  lam  msignem  continet  proprietatem  huiusmodi  aequationum,  quarum 
omnes  radices  sunt  reales;  etsi  ea  enim  tantum  ad  tres  terminos  initiales  se 
extendit,  tarnen  mos  patebit,  quemadmodum  ea  ad  ternos  terminos  quosvis 
successivos  applicari  queat. 
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Tertium  principium.     Si  aequationis  cuiuscumque  gradus 

omnes  radices  fuerint  reales,  semper  duae  aequationes  uno  gradu  inferiores 
inde  formari  possunt,  quarum  radices  itidem  omnes  sunt  reales.  Altera  ita 
se  habet 

nx""-'  +  {n  —  l)aaj"-'  +  (n~  2)hx''-''  +  (n  —  3)ca;^~'  +  etc.  =  0, 

quae  ex  proposita  nascitur,  si  singuli  eins  termini  per  progressionem  arith- 

meticam 

n,    n  —  %     n  —  2,     n  —  3     etc. 

multiplicentur;  quia  enim  hoc  modo  ultimus  terminus  per  0  mnltiplicatur, 
tota  aequatio  divisionem  per  x  admittet  sicque  uno  gradu  deprimetur.  Altera 
vero  aequatio  est 

ax""^^  +  2&aJ^"'  +  Scx""^^  +  4c?:r"-^  +  etc.  =  0, 

quae  ex  proposita  nascitur,  si  singuli  eins  termini  per  progressionem  arith- 

meticam 

0,    1,    2,    3,    4    etc. 
multiplicentur. 

Cuius  demonstratio  ex  consideratione  linearum  curvarum  est  petenda;  si 
enim  x  denotet  abscissam  et  applicata  statuatur 

2/  ==  ^^  +  ax""-'  +  &ic^-'  +  etc., 

evidens  est  applicatam  fieri  nullam,  quoties  abscissa  x  radici  aequationis 
propositae  aequalis  capitur. 

Cum  igitur  nostra  aequatio  n  habeat  radices  reales,  in  totidem  locis 
applicata  y  evanescet  ibique  curva  axem  intersecabit.  Inter  binas  igitur 
intersectiones  certo  dabitur  applicata  maxima,  ubi  erit  ^^^  =  0,  unde  tales 
applicatae  maximae  erunt  numero  n  —  1  ad  minimum ;  quodsi  ergo  valor 
formulae  ^  quaeratur,  qui  erit 

nx""'  +  (^  —  l)ax''-'  -h(n  —  2)6ic^-^  +  etc., 

hie  n  —  1  casibus  evanescere  poterit  sive  haec  aequatio 

nx""-^  +  (n  —  1)  aa;^-"'^+  (n  —  2)bx''"^  +  etc.  =  0 


?^^-i^^Ii^?^^!!!^^^^^^^  [99-100 

certe  habebit  n-1  radices,   hoc  est,  omnes  snas  radices  reales-   quae  est 
demonstratio  prioris  formae.  '   ^ 

Pro  altera  statuamus  ^  =  i-  et  aequatio  hinc  resultans 
1 -f- ««/ +  &2/y  +  c«/' +  etc.  =  0 

itidem  omnes  habebit  radices  reales,   qnippe  quae  sunt  reciprocae  radicum 
Ulms;  quocca  aequatio  per  differentiationem  Mnc  simili  modo  fonnata 

etiam   omnes  radices  babebit  reales;  restituamus  nunc  pro  ,  valorem  -i  ac 
manifestum  erit  etiam  liuius  aequationis  ^ 

aa;«-' +  2&a;"-^+ Sca;"-«  +  4cli^«-*  +  etc.  =  0 
omnes  radices  futuras  esse  reales. 

Quemadmodum  hinc  duae  aequationes  uno  gradu  inferiores   sunt  m,t«P 
^.ta  porro  ex  his  tres  novae  duobus  gradibus  inferiores  ^ZJ:^^ 

.(.-l>-  +  (,_l)(^_2),^„_3_^(^_2)(.-3)&.-  +  etc=0 
l(«-l)a:.''-  +  2(»-2)&^-  +  3(n_3)c^-  +  etc.==0 
1.2&a.'-^  +  2.3ca="-  +  3.4c?:.«-^  +  etc.  =  0. 

feriorerlrt''   "  '^^   ^'^^^^'^^  ^^^^^^^^  ^^^^^^^^  ^^^^^  ^-^libus  in- 

+  {n~2){n~  3)  (w  -  4)  örB^-^  +  etc.  =  0, 

+  3  (w  —  3)  (w  —  4)  ca;"-' +  etc.  =  0, 
\         )  T  ^   o\n      ö)cx      +3-4(n  — 4)cZic"-^  +  etc.  =  0 

l-2.3c^''-  +  2.3.4c?a=-^  +  3.4.5ea;"-  +  etc.  =  0, 

Lbentr  '  !Ln  '         •  '"''   '"*"'''  P^^  ^^^   aequationibus   deri vatis 

habentui,   eadem  quoque  xn  xpsa  aequatione  proposita  locum  habere  debent 
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APPLICATIO  AD  ORITERIA  PRIMI  PRINCIPII 

Faciamus   ergo   applicationem   ad  criteria  ex  primo   principio   eruta   et 
prima  aequatio  derivata  dabit 

(n  —  iya'>2n(n  —  2)h, 
(n  —  2yi'>2(n  —  i}(n  —  S)ac~2n(n  —  4:)d, 
(n  —  sy  c'  >2(n  —  2){n  —  A)hd  —  2(n  —  l){n  —  6)ae  -{-  2n{n  —  G)f 

etc. 

Ex  secunda  autem  aequatione  derivata  nascuntur  haec  criteria 

Ahh>2-5ac, 

9cc>2-2'4:hd~2-5ae, 
Ißdd  >  2  •  3  •  5ce  —  2  •  2  •  6  hf+2-  lag, 
25ee  >  2  •  4  -Qdf—  2  •  3  •  7  e<7  +  2  •  2  •  Shh  —  2  ■  2ai 

etc. 

Si  tantmii  primum  criterium  aa  >  21)   ad  ultimas   aequatioues   cuiusque 
ordinis  applicetur,  sequentia  criteria  emergent 

aa>2h  sive  aa>2'b, 

Uh>2-3ac  l)h>Y<^c, 

4:-2cc>2-l-2-2-41)d  cc>\-ld, 

4  •  9  •  IGdfl  >  2  •  1  •  2  •  3=-  4  •  5ce  dd  >  J  ce 
etc.  etc. 


APPLICATIO  AD  CRITERIUM  SECUNDI  PRINCIPII 

2n    ^ 

aa  > T  0 

n  —  1 

Cum  secimdiim  hoc  principium  j)ro  aequatione  quacumque 

px"'  +  go;''"-'  +  rx""'^  +  etc.  =-  0 
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habeatur 


^     2m 
qq  > pr 


binae  aequationes  uno  gradu  inferiores  dabunt 

deinde 

m>2.^.Sac     seu     &&>|.ii:iac. 

n  —  j  2     n  —  2 

Tres  aequationes  duobus  gradibus  inferiores  autem  dabunt 

{n~iy{n-2yaa>2-'^.n(n~l)(n-2)(n-B)h     seu     aa>-^^;^^h, 
Hn-2ybh>2.^.S(n-l)(n-B)ac      seu      JJ  >  l.?Lzi«c, 


2     n  —  2 

f^ 2 

'  1  '"Z  '  3  '  4:bd       sp,n       pp.-^       

3     n-3 


4.9cc>2.^-|.1.2.3.4M     seu      cc>l.^,^?&^, 


Cum^  igitur  ex  quolibet  ordine  ultima  aequatio  sola  praebeat  novum  criterium, 
omnia  criteria  Mnc  nata  ita  se  babebunt: 

^2         n    \ 
aa>  ~~ j) 

1  n  ■—  1    ' 

TL  ^    ^     n  —  l 

2  n  —  2      ' 

^^  ^    4     n  —  2T^ 

dd>  -~ ~  ce 

4:     n  —  A 

etc. 

Hinc  evolvamus  ista  criteria  pro  aequationibus  singulorum  graduum. 
I.    Pro 

erit  criterium 

aa  >  Ah, 

quod  ita  est  perfectum,  ut,  si  sit  aa  >  4&,  radices  certe  sint  reales. 
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IL    Pro 
erunt  criteria 

IIL    Pro 

erunt  criteria 

lY.    Pro 
erunt  criteria 

V.    Pro 


aa 


x^  +  axoo  +  &ii?  +  c  ==  0 
aa  >  3&,     II  >?>ac. 

x^  +  ax^  +  Ixx  +  co;  +  ^  =  0 

x^  +  ax^  +  hx^  +  Gxx  +  (lx-\-e-==0 
>^l,    U>2ac,     cc>2ld,     dd>\~ce. 


x^ 


+  ai»^+&ir^+  cx^^dxx  +  ex'\-f=  0 


erunt  criteria 

aa>r&,     U>^ac,     cc>^{hd,     dd  >^l  ce,     ee>^^df. 


SCHOLION 

Omnia  haec  criteria  a  Neutono  in  Ärithmetica  universalis)  sunt  prolata 
et  deduci  possünt  ex  criterio  aequationum  quadraticarum,  quod,  si  aequatio 
pxx  +  qx  +  r==0  ambas  radices  habeat  reales,  necessario  sit  qq  >  ijpr. 

Cum  enim,  cuiuscumque  ordinis  proposita  fuerit  aequatio,  ope  tertii  prin- 
cipii  ex  ea  tandem  plures  aequationes  quadraticae  formae  pxx  +  qx-i-r^O 
erui  queant,  quae  omnes  radices  habent  reales,  siquidem  propositae  aequa- 
tionis  omnes  radices  fuerint  reales^  hoc  principium  ad  aequationes  cuiuscumque 
gradus  extendi  poterit. 


1)  I  Newton,  Ärithmeüea  universalis,  3.  ed.  (vide  notam  p.  2.1),  p.  179—187,  imprimis 
p.  184.  Vide  etiam  epistolas  a  C.  Maglaurin  (1698-1746)  ad  M.  Eolkes  (1690—1754)  scriptas, 
Pkilosopliical  Transactions  (London)  34,  1726,  numb.  394,  p.  104,  et  36,  1729,  numb. 
408,  p,  59.  Vide  porro  C.  Maclaurin,  ä  treatise  of  algebra  in  tliree  parts,  London  1748,  Part  II, 
cbap.  11.  F.  R. 

Leonhardi  Euleri  Opera  omüia  Ig  Commentationes  algebraicae  29 
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Ita  ex  aequatione  cubica 

0?^+  axx  +  &a?  +  c 

nascuntur  hae  duae  quadraticae 

3a;a;  + 2aa?  + &  =  0    et    axx -{-^Ix -{-^c  =  0, 

unde  concluditur  ut  ante 

aa  >  35     et    Ih  >  3ac. 

Simili  modo  aequatio  quarti  ordinis 

x^+ ax^-^lxx-i- cx-^  d  =  Q 

praebet  has  tres  quadraticas 

4-3  xx-\'i'2ax-]-2'n  =0, 
l'Zaxx  +  ^'^hx-^^'lc  =0, 
l^Uxx  +  2^^cx-\-^'Ad  =  () 

et  aequatio  quinti  gradus 

x^-^ax^-^-  Ix^+cxx  +  dx-^^e^^-O 
praebet  has  quatuor  quadraticas 

5-4-3  iri3?  +  4.3-2ai^  +  3-2.1&  =  0, 


1-4 
1-2 
1.2 


3ö^irr^  +  2  .  3  .  2&ic  +  3  •  2  . 1  c  =  0, 
3&^^  +  2.3.2ca;  +  3.4.1cZ=0, 
3ca?ir  +  2.3.46?(r  +  3.4.5e  =0, 


quae  supra  allata  criteria  suppeditant, 

Quoniam  autem  operosum  foret  has  formas  ulterius  continuare,  rem 
generatim  expediamus  et  ex  aequatione  cuiuscumque  gradus  statim  aeqna- 
tionem  quadraticam  quamcumque  eliciamus. 
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Aequationem  generalem  ita  exMbeamus : 


0        1  2   •  •  •  •  •  •   «  — A  — 2     w  — A— 1     w  — A  •  ■ 

0  1 w  — A  — 3     w  — A  — 2     n  —  k  —  l 

0   w— A— 4     w— A— 3     «— A— 2 


A  +  2  A  +  1  A         0 

A  +  1  A  A  — 1-  •  •  •  0 

A  A-1  A-2-  ■  •  0 


1.2.3---(«-A-2)-3-4-5-.-(A  +  2)i)«Ä;4-2-3.4-(%-A-l)-2-3-4-.-(A  +  l)2a; 

+  3-4-5---(i*  — A)-l-2.3---Ar  =  0. 

Unde   patet  pro  temis  coefficientibus  J),  g  et  r  haue   obtineri  aequationem 
quadraticam,  quae  primo  divisa  per  l-2-3-4---(*«  —  A  —  2)  dabit 

3  •  4  •  5  ■  •  •  (A  +  2)pxx  +  ^-=^  •  2  •  3  •  4  •  •  •  (A  +  1)  ga; 
1   fciO(!LL_^_zJO  .  1 . 2 . 3  •  •  •  Ar  ==  0, 

^  1-2 

quae  denuo  per  1  ■  2  •  3  •  •  •  A  divisa  dabit 

Unde  pro  radicibus  realibus  hoc  habetur  criterimn 

(n-A^iy(A  +  l)^_^,     (n -^ 2) (>. -^ 2 ^  1)    (A  +  1) (A4^^^ 

quod  reducitur  ad  hoc 

Jl  +  2        ^  —  1 
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Qaemadmodum  haec  criteria  ex  charactere^)  aequationum  quadraticarum 
sunt  derivata,  ita,  si  charactere  aequationum  cubicarum,  quarum  omnes  radices 
sunt  reales,  simili  modo  uti  yelimus,  alia  nova  criteria  impetrabimus  sicque 
certius  circa  radices  imaginarias  aequationum  iudicium  instituere  licebit. 


,     PROBLEM! 

^  Cha.racterem  completum  investigare  pro  aequationiMs  cubicis,   qmrum   omnes    ^ 
radices  sunt  reales. 

SOLUTIO 

Quoniam  constat  aequationis  cubicae  omnes  radices  esse  reales,  quoties 
regula  Caedani  ad  formulas  imaginarias  perducit,  ponamus  aequationem 
cubicam 

x^ -i- axx -\- hx -\- c  =  0 
ex  hac  forma  nasci 

x-{-  —  a  =  yp-\-fq. 

Sumtis  igitur  utrimque  cubis  prodit 

x'-^  axx  +  I  aax  -^^a'^p  ^q-\-3(fp  +  fq)fpq 
vel 

==p-^q-{-{Bx-{-a)fpq 
seu 

x'  +  axx  +  ~  aax  +  -^  a'=  0, 
—  Sfpq    —p 

—  aVpq 
quae  forma  cum  aequatione  proposita  comparata  praebet 
Z'^laa-SfiJg     et     c^  ^^a'-p-q- afpq-, 

1)  lu  editione  principe  ubiqiie  scriptum  legitur:  earacter.  F.  R, 
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cum  ergo  sit 

et 

i>  +  tf  =  27^ ^T' — ^-c  =  ^(t(9&  — 2aa)-c, 

colligimus 

{P  —  lY  =  ijp -\- qf  —  4:M 
~ aa  (95  -  2««)^ -  |^  ac  (9&  —  2aa)  +  cc  -  -^^ (aa  -^  3bf. 


729 


Quae  quantitas  si  fuerit  negativa,  formula  p  —  q  ideoque  ambae  litterae  j^  et  g 
obtinebunt  valores  imaginarios;  quod  cum  sit  Signum  radicum  realium,  sta- 
tuamus 

Q-;ja(9b-2aa}-cy-^^-(aa-Sbf  =  -co 
hincque 

j^a(9h  -  2aa)  -  c  =  +  V(^-c,-(aa  -  Uf-  c«) 
et 

c  =  La(Oh  -  2aa)  +  Y^^^  {aa  -  Sbf-  w). 

ünde  pro  c  deducuntur  M  limites 

c  <  ~-^a(db  —  2aa)  +  |^ (aa  -  36) ]/(««  —  Hb), 

1  "^ 

c>-^a(db  —  2aa)  —  ^^  (aa  —  3&)l/(aa  —  Sb). 
Vel  quoniam  inde  habetur 

hb  -  3ac  =  j(aa  -  U)  (2aa  -  Sb)  +  3ffi]/(~|g  («a  -  Bby-  w), 
pro  bb  —  Sac  hi  oriuntur  limites 

bb  —  Bac<  j (aa  —  Sb)  (2aa  —  3b)  +  | a(«a  —  3b)  V(aa  ~  3b), 
bb  -  3ac  >  \{aa  -  3b)  (2aa  —  3b)  ~  -^-aiaa  ~  3i)  V{aa  —  3b). 
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ünde  deducimus 


seu 


et 


aa~Sb  9 


aa  —  Si       \  3  / 

U-dac      /a  —  y(aa  —  36)y 
0505-36       \  3  /  * 


Qiioties  ergo  formulae  ^— ^^  valor  intra  hos  limites 

+  y(aa^Bl)Y    Af     {a-y(iaa-Sh)y 


/a  +  y{aa-^i)Y    et     f^-Vi^^^-^^)) 


continetur,  certi  sumus  omnes  radices  nostrae  aequationis  cubicae  esse  reales. 
In  quo  adeo  consistit  character  completus,  quem  quaerimus. 

COEOLLAEIUM  1 

Quia  limites  inventi  locum  habere  nequeunt,  nisi  aa~Sh  sit  qnantitas 
positiva,  hiiic  statim  perspicunm  est  radices  reales  esse  non  posse,  nisi  sit 

aa  >  3b; 

qiiod  criterium  iam  in  supra  allatis  continetur. 

COEOLLAEIUM  2 


Deinde  cum  ambo   limites   sint  quadrata  ideoque  quantitates   positivae, 
r  formulae  — -  '^ 

aa- 

est,  ut  fiat  quoque 


valor  formulae  -^^zrir  ^®^^*  ^^^^  positivus;  quare,  cum  sit  aa  >  Sb,  necesse 


bb  >  3ac; 
quod  est  alterum  criterium  supra  iam  allatum. 

COEOLLAEIUM  3 

Videmus  ergo  non  solum  ambo  criteria  ante  inventa   in  hoc  charactere 
contineri,  sed  hunc  characterem  praeterea  aliam  conditionem  complecti;  quae 
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nisi  impleatur,  radices  non  futurae  sint  reales,  etiamsi  fuerit  aa>  Sh  et 
hb  >  Sac. 

Mirum  igitur  videri  poterit,   quod  unicus  character  plura  criteria  in  se 
complectatur. 

SCHOLION  1 

Si  in  aequatione  cubica  sumamus  esse  c  =  0,  ut  ea  abeat  in  quadrati- 
cam,  manifestum  est  ad  realitatem  radicum  requiri,  ut  sit 

aa  >  4h, 

atque  adeo  in  hoc  contineri  characterem  completum.  Interim  tarnen  si  in 
nostro  charactere  invento  statuamus  c  =  0,  non  tarn  facile  patet  inde  sequi 
aa>4ch;  prodit  enim^) 


aä—36  ^ 


operae  igitur  erit  pretium  investigare,  quomodo  iste  character  ad  simplicem 
formam  aa  >  Ah  reducatur. 

Eevertamur   igitur  ad  conditionem  primo  inventam,   quae  posito   ^  =  0^ 
abit  in  banc  formam 

aa{dh  —  2aaf—A(aa  —  Uf<0, 

quae  contrabitur  in  hanc 

-27bb{aa  —  4ch)<0 
seu 

bb(aa  —  4:b)>0, 

unde  manifeste  sequitur 

aa  >  4&. 

Ceterum  tarnen  memoratu  dignum  hie  usu  venit,  quod  conditio 

hh       ^  /a ± ]/(aa—Sh)y 
aa  —  n>\  3  / 

prorsus  conveniat  cum  ista  aa>  Ab,  ita  ut  neutra  plus  involvat  quam  altera 
öicque  haec  convenientia  tamquam  insigne  Theorema  spectari  possit. 


1)  De  hac  scribendi  ratione  vide  Conclusionem  p.  233.  F.  R. 
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Hoc  quidem  ostendi  potest  quantitatem  ^^  alterutri  limiti  ipsi  fore 
aeqiialem,  si  fuerit  vel  aa  =  4h  vel  aa^oc;  intra  quos  casus  extremos  utique 
cadit  aa>4ch.  ^ 

SCHOLION  2 

Iste  character  completus  alio  modo  prorsus  singulari  investigari  potest 
unde  autem  non  patet  eum  esse  completum,  nisi  de  eo  iam  certiores  essemus 
lacti.     Seqnenti  autem.  modo  ratiocinium  institui  potest. 

Si  aequatio 

x^  +  axx -\- bx -}- e  =  0 

omnes  radices  habet  reales,  tum  posito 

aequatio  resultans 

'j'+^(<^  +  ^P)yy-\-ib  +  2ap  +  3pp)y  +  c  +  hp  +  app+p^=0 
etiam  habebit  radices  omnes  reales.     Criteria  autem  iam  coguita  dant 
I.    (a-^3pf>B(b-i-2ap  +  3pp),    hoc  est    aa  >  3h; 

IL   ih-i-2ap  +  Bppf>3(a  +  3p)ic  +  ip  +  app+p%     hoc  est 
bh  +  {ah-9c)p~{-(aa~3b)pp>3ac, 

r  >  IT^^'""  '"'^^'*''''  ^""^  ''  ^  ^  ^'  ^'''  ^*  ^^  >  ^"''  'l"^^  ^^P  =  oc,  quia 

Tribuatur  igitur  ipsi  p  eiusmodi  yalor,  quo  formula  illa  fit  minima,  atque 
etxamnunc  xlla  ent  >3ac.   Verum  formula^  +  5^  +  (7p^  fit  minima  sumto 

bimuf  ''''"^'''  ^^^""^  '^'^'^'''  "''*  ^  ~  ^'    ^''*'  ''^°   applicatione  habe- 

Quia  aa>3&,  multiplicetur  per  4(aa-3&)  et  obtinebimus  facta  eyolutione 

3bb(aa  —  U)  >  81  cc  +  6ac (2aa  —  9h), 
quod  criterium  completum  supra  inventum  continet. 
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CONCLUSIO 

Pro  applicatione  ergo  ad  aequationes  altiorum  graduum  si  methodo  ante 
exposita  inde  deriventur  aequationes  cubicae  huins  formae 

^x^  +  9^^^  +  ro?  +  5  =  0> 
criterium  radicum  realinm  in  hoc  consistit,  ut  sit 

rr—Zg^  ^  (g ± ]/(gg  —  3j?r)y 

qua  scribendi  ratione  indicatur  quantitatem  -^-^^ii^?-^.  intra  hos  limites 
contineri  debere. 


APPLICATIO  AD  AEQÜATIONBM  QUARTI  OßDINIS 

x^  +  a%^  +  feo;^  +  ciü  +  cZ  =  0 

Hinc  methodo  supra  ostensa  derivantur  hae  duae  aequationes  cubicae 

ax^-^-  2&i^^+  3ci^  +  4c?  =  0. 
ünde,  si  omnes  radices  sunt  reales,  inveniuntur  duo  sequentia  nova  criteria 


et 

4&&  —  9ö^c  ^ 


45&  —  ^ac  ^  /3(j^  +  ]/(9 ao--  24 &)Y 
9  aö^  —  24  &  >  V  12  ~) 


9cg-~24&i  ^  /2&  +  ]/(4&&  — 9ag)Y 
"^  \  3a  / 


Simili  modo  applicatio  fieri  posset  ad  aequationes  quinti  gradus,   unde  tria 
criteria  obtinerentur,  et  ita  porro  ad  aequationes  altiorum  graduum. 

Verum  res  adeo  in  genere  praestari  potest,  ita  ut  proposita  aequatione 
cuiuscumque  ordinis  inter  quaternos  eins  coefficientes  successivos  tale  crite- 

Leonhardi  EuLEiii  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  30 
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rimn  inveniri  possit;  eodem.  scilicet  modo  calculum  institui  oportet,  quo  supra 
pro  criteriis  prioris  ordinis  sumus  usi  (vide  Scholion  ante  Problema): 

0       1  2     .  •  •     n—l—S     n—}.-2     n—X—1     n—X  •  ■  •     n—2     n—1     n 

0  1     .  .  .    n-X-4:     n-X-3     n-X-2     n-X-1  •  •  •  n-3     n-2     n—1 

0    .  .  .'    n—X—6     n-X-4     n—X—B     n—X—2  •  •  •  n—A     n—Z     n—2 


A  +  3       A  +  2       A  +  1  X-  ■  ■       2  1  0 

X  +  2      A  +  1  X  X-1---     1  0 

A  +  1  A  A  — 1        A  — 2...     0 


Hinc  ergo  per  continuas  differentiationes  ad  hanc  aequationem  cubicam  per- 
venitur 

1.2.3-..(w-A-3).4.5-6...(A  +  3)i>^^+2.3-4...(w-A-2).3-4.5-(A+2)^«;^ 
+  3.4.5---(»-A-l).2.3.4...(A  +  l)rtc+4.5.6--.(w-A).l-2.3---As  =  0, 

quae  divisa  per  1 -2.3.  ••  (^- A-3)  •  1 .2.3  ••  •  A  reducitur  ad  hanc  formam 

1-2.3        ^^  "T i — fT^ — -a^x 

j^i:r^-^-^){n-X-l)_l  +  l_^^       (n-X-^){n~X-l)(n-l)     _  ^^ 

1.2  1  TYl,  *■  — ^ 

seu 

(A  +  l)(A  +  2)(A  +  3>^'+3(A  +  l)(A  +  2)(^-;i-2)5^^ 
-\-KX+l){n-X-2){n-X~l)rx+{n-X-2){n-X-l){n~X)s^O. 
Quare  ex  aequatione  generali  quacumque 

^'•+aa;"-  +  &.;«-+c^»-  +  rfa;«-+ea;«-  +  /"a="-+^a,"-+/.^"-+etc.  =  0 
elicientur  sequentes  aequationes  cnbicae: 
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I.   Si  A  =  ^  —  3,   erit 

n{n  —  l){n  —  2)x'+  1  r3{n  —  l)(n  —  2)axx  +  l'2  •  3(^  —  2)bx  +  1  •  2  •  3c  =  0 
seu 

nin-i)in-^^,  +  ^""^^^^--^  axx  +  !^-l  6^  +  c  ==  Q; 

IL   si  X=n  —  4,  erit 
IIL   si  X==n  —  5,  erit 

1  •  2  *  o  1  •  Ä  X 

IV,   si  A  =  n  —  6,  erit 

^- — ^;    --^--^ -^  ca;"  +  4  •  ^ if— dxx  +  lü  •  — r~  eo;  +  20f  =  0 

1  •  Ä  *  «5  1  •  Ä  X 

etc. 

Qnodsi  ergo  aeqiiatio  proposita  omnes  radices  habet  reales,  singulae  hae 
aeqtiationes  ciibicae  etiam  snas  radices  habebmit  reales.  Unde  sequentia 
oriuntur  criteria: 


2     n  —  2 

2i^rT~~ 

aa tO 

n  —  1 

4    n  —  2  ,  -. 

&iZ-!:.?L-:|«,-^  9(«-i) 

2     ^i  —  2 


da — ~ jce 

4    n  —  4: 


•^   9u'i~Xraa    V    —     ^  2    9«™  2      ^/ ^ 


4     ti— -2. 


6     w  — 4   ,^ 

5    *^  —  ^     ' 


4     n  —  4 


etc., 
unde  lex  progressionis  clare  perspicitur. 


30* 
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OBSEKVATIO 

Quae  hactemis  attulimus,  praeter  primum  criterium  ad  diio  genera  redu- 
cuntur,  quae  proprietates  aeqnationuin,  quarum  omnes  radices  sunt  reales,  in 
se  complectuntur;  primum  genus  eiusmodi  relationes  suppeditat,  quae  inter 
ternos  quosque  coefficientes  successivos  locum  habent  et  quae  iam  pridem 
sunt  cognitae.  Alterum  genus  vero  eiusmodi  praebet  relationes,  quae  inter 
quaternos  quosque  coefficientes  successivos  necessario  subsistere  debent,  si- 
quidem  omnes  radices  fuerint  reales.  Circa  utrumque  genus  observasse  iuvabit 
nuUam  accuratiorem  relationem  vel  inter  ternos  vel  quaternos  coefficientes 
successivos  exMberi  posse. 

Quoties  vel  unica  barum  relationum  in  quapiam  aequatione  locum  non 
invenit,  certo  concludere  licet  non  omnes  radices  esse  reales;  utrum  autem 
duae  tantum  vel  plures  futurae  sint  imaginariae,  hinc  non  definitur.  Ex  de- 
fectu  quidem  unici  criterü  concludi  oportet  ad  minimum  duas  radices  fore 
imaginarias  neque  tamen  binc  sequitur  duorum  defectum  quatuor  radices 
imaginarias  indicare. 

Si  enim  aequatio  proposita  fuerit  tertii  gradus,  duo  cbaracteres  primi 
genens  ad  eam  applicari  possunt;  qui  etsi  ambo  deficiant,  aequatio  tamen 
non  plures  quam  duas  radices  imaginarias  habere  potest. 

Quemadmodum  hos  cbaracteres  ex  indole  aequationum  quadraticarum  et 
cubicarum,  quarum  radices  sunt  reales,  derivavimus,  ita,  si  commode  aequa- 
tionum biquadraticarum  characterem  completum  pro  casu,  quo  omnes  radices 
sunt  reales,  exprimere  liceret,  simiH  modo  criteria  tertii  generis  inde  dedu- 
cere  possemus,  quibus  relationes  inter  quinos  quosque  coefficientes  successivos 
contmerentur;  verum  cum  formulae  nimis  prodirent  prolixae,  ad  bunc  usum 
prorsus  ineptae  videntur. 

CONCLUSIO 

Cum  hie  plura  principia  in  subsidinm  sint  vocata,  coronidis  loco  osten- 
dam,  quomodo  omnia  haec  criteria  ex  duobus  tantum  principiis  methodo  satis 
singulari  deduci  queant. 

Proposita  scilicet  aequatione  cuiuscumque  gradus 

X-  +  ax"'-'  -f  5a;— 2  +  cic'"-^  +  dx^^-'  +  etc.  =  0, 
cuius  omnes  radices  sint   reales,    pro   priori  principio  assumo   semper   esse 
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aa>2l,  quod  per  se  est  manifestum ,  cum  formula  aa  —  21  exprimat  sum- 
mam  quadratorum  singularum  radicum;  alterum  principium  in  hoc  consistit, 
quod  huius  aequationis  uno  gradu  inferioris 

air^-'+ 2&(;t;^-'+ 3ciiJ^~'  + 4(^0?''*-^  etc.  =  0 

etiam  omnes  radices  futurae  sint  reales,  quod  supra  est  demonstratum. 
His  iam  duobus  principiis  constitutis  ratiocinium  ita  prosequor. 

I.  Pro  criteriis  primi  generis  statuo  x  ,=  2/  4~  Jf*  denotante  j?  quantitatem 
realem,  ut  aequatio  hinc  resultans  etiamnunc  omnes  suas  radices  habeat 
reales;  quae  erit 

7^  +  mj?7/"   ^  +  —^ — ijppy'^-^j^  —^ ^ ~J  ^3  2/       +  etc.  =  0. 

+     a         +    (m  —  l)ap         +  ^^^ ^7 ^  ctpi^ 

+  ?;         +  (m  —  2)l)p 

+  c 

Per  prius  igitur  principium  necesse  est;  ut  hie  sit 

[mp  +  (ij^  >  W/  (m-  —  l)pp  +  2  (m  — - 1)  ap  +  2/> 

seu  facta  qyolutione 

mpp  +  2ap  +  aa  >  2h; 


quod  cum  de  omnibus  valoribus  ipsius  p  valere  debeat,  necesse  est,  ut  etiam 
de  eo  valeat,  quo  ea  formula  fit  minima,   quod  eveiiit,   si  sumatur  p 


tum  autem  habebitur 


^     2m    7 

aa> T  0, 


quod   est  primuni  criterium  primi  generis;    ex  quo  reliqua  per   aequationes, 
quas  secundum  principium  praebet,  successive  derivantur. 
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Aequationes  Criteria 

X-     +    ax^-'+      s^-^  +  etc^O,     aa>      ^^  -  & 

m  — 1       ' 

2  m~2      ' 
hx--' +  3cx^-' +   6dx^-'  +  eiß.  =  0,      eo-.'^-^hd 

3  m  —  3       '        • 


ex--'  +  4^0)'»-*  +  10 ex--'  +  etc.  =  0       (U>  vrr~ ce 


5    m  —  3    ' 
4    JM  — 4 

etc-  etc. 


11.  Pro  eriteriis  secundi  generis  retenta  substitutione  x  =  y-{-p  aequa- 
txoms  inde  resultantis  reiecto  primo  termino  consideremus  tres  sequentes  ad 
eosque  criterium  modo  inventum  5&  >  1- .  -^^l  ac  applicemus.  quod  hanc 
aequationem  praebebit 

(m(m—l)         ,    .  ^.  \2 

\2 — ^^^  +  (m  —  l)ap  +  l) 

>l.^_Zll.  z-^.,    (    „N/«i(M»-l)(M-2)    3  ,    (m-l)(m-2)  ,  ,  \ 

^2     m-^^^^^"^)  \ 6 ^  + 2 ^^P  +  ('"'  -  2)  ^'i'  +  ^) , 

unde  facta  evolutione  pervenietür  ad  sequentem  conditionem 
Statuatur  nunc 


-~{al ~c) 


^  ^  Wi  —  1      ^ 

ut  valor  primi  membri  fiat  minimus,  obtinebimusque  hanc  conditionem  nml- 
tiplicando  per  ^ — ^-^ 


^j ^  m  — 2   ^     ^    3     m  — 1 

^  m—  1    ^ 


ac. 


Quia  iam   aa>^jh,    conditionem    hanc    per    4{aa-J^b)   multiplicare 
licebit;  tum  autem  facta  evolutione  obtinebimus  hoc  criterium  secundi  generis 
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00  (öaa T  h)  >  i ^ttö-  cc  H ~  (im  —  l)aa  —  ömol 

ex  quo  deinceps  emitnr,  ut  supra  invenimus, 

i  —  i 

^ S  —^ — r-"  (ö^  +  Vic^ct —  0)]. 


7  7        3     m  —  1 
2     w-     " 


aa- 


m  —  1 


Quae   formula   ad  aequationes   differentiales   applicata   dabit    reliqua   criteria 
huius  secundi  generis. 

Hinc  concludere  licet,  si  quis  simili  modo  progredi  et  secimdum  criterium 
.huius  generis  ad  aequationem  transformatam  posito  oo====y-\-p  accommodare 
vellet,  inde  novum  criterium  tertii  ordinis  deduci  posse,  quod  contineret  rela- 
tionem  inter  quinos  coefficientes  successivos.  Verum  tum  in  formula  resul- 
tante  littera  p  ad  quartam  dimensionem  esset  ascensura,  unde  eius  valor  eam 
formulam  minimam  reddens  non  amplius  commode  definiri  posset.  Quamobrem 
hanc  investigationem  ulterius  non  prosequor  eo  contentus,  quod  criteria  se- 
cundi generis,  quae  adhuc  nova  videntur,  exbibuerim. 


DE  INTENTIONE 

QUOTCÜMQUE  MEDIARUM  PßOPORTIONALIUM 

CITEA  EADICUM  EXTEACTION^EM 

Commentatio  395  indicis  Enestroemiani 
Novi  commentarii  academiae  scientiarum  Petropolitanae  U  (1769):  I,  1770,  p.  188-214 

Summarium  ibidem  p.  23—25 


SUMMARIUM 

In  hac  dissertatione  Hlustr.  Auetor  methodum  expomt  facilem  et  elegantissimam  medias 
quotcumque  proportionales  ope  approximationis  quantumvis  accurate  inveniendi.  Punda- 
mentum  autem,  cui  haec  superstniitur  methodus,  in  eo  situm  est,  quod,  si  numeri  qui- 
cumque  continue  proportionales  proponantur,  eorum  quoqne  differentiae  in  continua  pro- 
portione  geometrica  eiusdem  exponentis  sint,  sin  vero  series  nnmerorum  propositorum  a 
proportione  geometrica  aHquantum  aberret,  multo  maiorem  fore  differentiarum  aberrationem, 
ex  quo  vicissim  colHgitnr,  si  proponatur  series  numerorum  a  proportione  geometrica  ali- 
quantnm  aberrantium,  summas  herum  numerorum  ad  proportionem  geometricam  propius 
accedere. 

Propositis  igitur  duobus  numeris  Ä  et  rÄ,  inter  quos  media  proportionaHs  quaerenda 
est,  ita  proeedere  Hcet,  ut  assumtis  pro  lubitu  binis  umneris  a  et  &  inde  formentur  lii  tres 
a  +  i,  ar  +  b  et  ar  +  br;  quorum  bini  priores  si  compendii  causa  voeentur  a',  h',  inde 
iterum  hos  numeros  elicere  licet  a'+b',  a'r+V  uecnon  ulterius  progrediendo  hos  a"+h", 
a"r  +  b",  ex  quo  inteUigitur  eiusmodi  fractiones  ^,  ^  eo  propius  ad  yalorem  mediae' 
proportxonalis  accedere,  quo  longius  haec  operatio  continuata  fuerit. 

SimiH  ratione  duae  mediae  proportionales  inveniuntur  assumendo  primum  pro  lubitu 
tres  numeros  a,  b,  c,  ex  iisdem  vero  continuo  formando  aÜos  hac  lege,  ut  sita'^a  +  b  +  c, 
b'^h  +  c  +  ar,   cf==c  +  ar  +  hr-   quo  enim  ulterius  haec  operatio  continuetur,   eo  propius 
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emsmodi  numeri  a^'^\  U^\  c^%  rd^^  quatuor  numeros  in  proportione  geometrica  progredientes 
exhibebunt.  Sic  qnidem  si  inter  duos  numeros  rationem  duplam^  tenentes  quaerantur  bini 
medii  proportionales,  ponendo  a==l,  6  =  1,  c==l  post  septimam  Operationen!  invenietnr 
a(^)- 10080,  J(^)==  12700,  c(^)=  16001,  nnde  bae  rationes  g^  et  —J  valorem  mediorum 
proportionalium  satis  exacte  exbibebunt  erroribus  infra  decies  niillesimam  partem  unitatis 
subsistentibus.^) 

Consimili  autem  operatione  uti  licet  ad  tres  vel  qnatuor  medias  proportionales  in- 
vestigandas,  quin  etiam  in  genere  buius  metbodi  ope  inter  duos  numeros  datam  tenentes 
rationem  quotcumque  medii  proportionales  expedite  inveniri  possint.    Series  autem  numerorum 

a,  a,  a!'  etc.,     &,  6',  V  etc.;     c^  c\  c'  etc.,    c?,  tZ',  d"  etc. 

singularem  merentur  attentionem,  quum  earum  terminos  generales  semper  concinne  expri- 
mere  liceat  et  ita  quidem,  ut  mutua  relatio,  quae  inter  bas  series  intercedit,  inde  facillime 
perspiciatur. 


PROPOSITIO  1 

1.  Si  numeri  a,  6,  c,  d  etc.  sint  continue  proportionales,  etiam  differentiae 
h  —  a,  c  —  h,  d  —  c  etc,  erunt  in  proportione  geometrica  contimta  eiusdem  expo- 
nentis;  ac  si  prior  series  a  proportione  geometrica  aherret,  posterior  miüto  magis 
aherräbit 

DEMONSTEATIO 

Prior  loropositionis  pars  in  elementis  est  demonstrata;  pro  altera  autem 
parte  ponamus  exponentem  rationis  geometricae  =  r,  ut  secundum  propor- 
tionem  geometricam  foret  6  =  ar,  c  =  ar^,  d  =  ar^  etc.  Sit  autem  &  =  ar  +  ^ 
manente  c  =  arr,  ita  ut  0  sit  error  termini  h  a  proportione  geometrica, 
eruntque  differentiae  h  —  a  =  a(r  —  1) -{- ^  et  c  —  h^ar^r  —  1)  —  ^,  quarum 
ratio  est 

ar(r-l)--0  ^  ^  _     (r  +  l)0 
a{r  —  l)  +  js  a(r  — 1)^-0^ 

h                f 
cuius  aberratio  ab  exponente  r  utique  maior  est  quam  rationis  --  =  r  ~| 

Unde  etiam  facile  intelligitur,  si  seriei  a,  &,  c,  d  etc.  plures  termini  a  ratione 

geometrica    1 :  r    aberrent,    in    serie    differentiarum    maiores    errores    inesse 

debere. 


1)  Yide  notas  p.  251.  F.  R. 
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COEOLLARIUM 

2.  Vicissim  ergo  quantumvis  series  differentiarum  a  proportione  geo- 
metrica  aberraverit,  series  terminorum  ipsa  propiiis  ad  haue  proportionem 
accedet. 


PEOPOSITIO  2 

3.  Inter  duos  numeros  datam  mtionem  l:r  tenentes  medium  proportionalem 
invenire  sine  extractione  radicis, 

SOLUTIO 

Sint  rmmeri  propositi  Ä  et  Ar  mediusque  proportionalis  prope  saltem 
verus  =B,  ut  hi  tres  numeri  Ä^  B,  Ar  progressionem  a  geometrica  parum 
aberrantem  constituant.     Statuantur  autem  differentiae  pro  lubitu 

B  —  A:==a    et    Ar  —  B  =  h 
hincque  coUigitur 

^(r  — l)==.a  +  &     et    5(r  — l)  =  ar  +  i, 


ita  ut  Sit 


A  =  ^    et    5  =  ^!1±^; 

r— 1  r—l ' 


Dibil  autem  impedit,  quominus  numeri  J.  et  ^  in  ratione  l:r  — 1  augeantur, 
ut  in  integris  habeamus 

A^a-^-l)     et     B  =  ar  +  l, 

unde  sumtis  pro  lubitu  binis  numeris  (i  et  &  lii  tres  numeri 

a -{-!),     ar^l),     ar-{-h% 

quorum  primus  est  ad  tertium  in  ratione  data  1 :  r,  eo  propius  ad  progres- 
sionem geometricam  accedent,  quo  minus  numerorum  assumtorum  a  et  h 
ratio  a  ratione  1 :  Vr  aberraverit;  seu  fractio  -"^-f-  propius  ad  valorem  Vr 
accedet  quam  fractio  -^.  Quo  igitur  valorem  medii  proportionalis  Vr  inter 
1  et  r    accuratius   obtineamus,    statuamus    a  +  &  =  a'   et    ar  +  ?>  ==  Z>'    atque 
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fractio  ^J^^^-   adhuc    propius   valorem  Vr    exhibebit.     Simili   ergo   modo    si 
porro  statuamus 

a'+&'=a",       a"+r=a";       a"'+r=a''^'     etc., 

aV  +  &'  =  r,     a'V  +  r=-r,     a'V  +  r=r'     etc., 
fractiones 

d''     o!"'     Ol"'     ^^^• 

continuo  accuratius  valorem  medii  proportionalis  'Vr  expriment. 

COEOLLAEIUM  1 

4.    Cum   igitur  quaestio  sit  de  medio  proportional!  inter  numeros   1 :  r, 
sumtis  pro  lubitu  duobus  numeris  a  et  &  formentur  inde  duae  series 

a,    a',    d\    o!'\    d'"    etc., 

l,    V\    V\    ¥\    r'    etc. 
liac  lege,  ut  sit 

a^=a    +5,    a''=a'   +  &',    a'''-=  a"    -^V\    a""=a'"    +r    etc., 
?/=ar  +  &,    r=aV  +  Z>;    r'=a'V  +  r,    &"''==«">  +  &'"    etc., 

et  fractiones 


ä'   7'    a^'^    ^d'"    ^    ^^^' 
continuo  propius  valorem  quaesitum  Vr  exhibebunt. 

COEOLLARIUM  2 

5.    Vel  si   constituatur   progressio   a  ratione  geometrica  continua  quan- 
tumvis  aberrans,  cuius  termini  alterni  sint  in  ratione  1 :  r 

a,   b,   ar,  hr,   ar\   br^,   ar^,   br\   ar\   br^   etc., 
hinc  binis  terminis  coniungendis  nova  formetur  progressio 

a  +  Z),    h  +  ar,    ar  +  br,   hr  +  ar\    ar^^  +  br\    br^  +  ar^   etc. 
haecque  magis  ad  progressionem  geometricam  accedet. 
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COEOLLAEIUM  3 
6.    Si  h.ic  denuo  bini  termini  coniungantur,  prodibit  baec  series 

a(r  +  l)  +  2Z),    2ar-{-b(r-\-l),    ar(r  +  l)  +  2hr,    2ar'-\-br{r -j-1)    etc. 
bincque  porro  simili  modo  istae 

a(3r4-l)+&(r  +  3),    ar(r-\-3)  +  i(3r  +  l),    ar(Br-{-l)+br{r  +  8)    etc., 
a(rr+6r+l)+&(4r+4),  ar(4r+4)+&(rr+6r+l),  ar(rr+6r+l)H-&r(4r+4}  etc., 

a(5rr  +  lör  + 1)  +  b(rr  +  lOr  +  5),    ar(rr  +  lOr  +  5)  +  b(5rr  +  lOr  + 1)    etc., 
quae  continuo  propins  ad  progressionem  geometricam  convergant. 


SCHOLION 

,  '^•,/^*^"^  ®^^°  negotium  huc  redit,  ut  binae  series  a,  a,  a",  a'",  a""  etc., 
b,  V,  b",  b'",  b""  etc.  formentur,  quippe  quarum  termini  bomologi  continuo 
propius  rationem  1 :  Vr  exhibebuut.  Cum  autem  singuli  termini  post  primos 
utramque  litteram  a  et  6  involvant,  ita  ut  quilibet  terminus  utriusque  hanc 
habiturus  sit  formam  Ma  +  Nb,  primum  observo  posteriorem  seriem  ex 
priori  oriri,  si  loco  litterarum  a  et  b  scribantur  h  et  ar.  Quare  si  prioris 
seriei  terminus  indici  n  respondens  fuerit 

a^"'  =  Jfffi  +  m, 
posterioris  seriei  terminus  eidem  indici  n  respondens  erit 

U")  =  Mb  +  Nar, 

Mh  +  Nar 
Ma  +  m 


ita  ut  fractio 


eo  exactius  valorem  Vr  sit  expressura,  quo  maior  fuerit  exponens  n,  atque 
adeo  sumto  w  =  cnd  verus  valor  Vr  prodire  debeat.  Ita  si  exempli  gratia 
capiatur  r  =  2,  series  illae  binae  ita  se  babebunt 


a 

a+    b 

Sa -{■2b 

7a  +    5b 

17a  +  12& 

41Ö  +  29& 

b 

2a-}-    b 

4a  +  3& 

10a +   7b 

24a  H-  17& 

58a  +  41& 

2  a 

2a  +  2b 

6a +  47^ 

-  14a  +  10  Z> 

34  a  +  245 

82  a  +  5U 
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cui  tertiam  subscripsi  primae  duplam,  quippe  cuius  ope  continuatio  facillime 
instituitur.  Quicumque  ergo  numeri  hie  pro  a  et  h  accipiantur,  series  media 
continebit  satis  prope  media  proportionalia  inter  primam  et  tertiam,  uti 
facile  perspicitur. 

Simili  modo  sumto  r  =  3  hae  series  ita  se  habebunt 


a 

h 

oa 


a+  b 
3a  +  & 
2a  +  Bh 


4a  +  2h 

6a  +  4& 

12a  +  Gh 


10a  +  6& 
18a  +  10& 
30a  4- 18  & 


28a +  166 
48a  +  286 
84a +  486 


76a  +  446 
132a  +  766 
228a  +  1326 


.,■  1,.      .       132a4-766         33a  +  196  ,-  ■,/„ 

eritque  ergo  ex  ultimis  -fö^-rrüi  =  läa+lTb   ®°  exactms  =  y3,  quo  propius 


+  ■■ 


ratio  —  eo  accedat;   ita  sumto  6^2  et  a 


1  fit  admodum  exacte  V^  =  ji 


et  nunc  sumto  6  =  71  et  a  =  41  exactissime  erit  = 
ne  millionesimam  quidem  partem  unitatis  attingente. 


2702  1351  i/jj     ^^ „ 


PROPOSITIO  3 

8.  Investigare  legem  jrrogrcssionis  binarum  illarum  serierum  a,  a\  a\  a'"  etc. 
et  h,  h\  y\  ¥"  etc,  quarum  termini  liomologi  continuo  propius  rationem  1 :  Yr 
exprimmt 

SOLUTIO 

Quoniam  novinius  omnes  terminos  binas  litteras  a  et  &  ita  complecti, 
ut  in  forma  Ma  +  Nl)  contineantur,  ac  si  pro  priori  statuatiir  in  genere 
a^**)  =  Ma  +  Nh,  tum  pro  posteriori  fore  W^  =  Mh  +  Nar,  hinc  lex  progres- 
sionis  suppeditat  terminos  sequentes 


et 


&(-+!)  _  ^M  +  Nr)  &  +  (ilf  +  N)  ra, 


ex  quo  in  legem  progressionis  utriusque  seriei  inquiri  oportet.  Quo  igitur 
scrutemur,  quemadmodum  primae  seriei  quilibet  terminus  definiatur,  conside- 
remus  hanc  seriem  sub  ista  forma  generaliori 


a  +  cdx^  +  a;'x'  -f  a^'x""  +  ä'"x^  +  etc., 
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cuius  in  infinitum  continuatae  summa  fingatur  Pa+Qh;   et  quoniam  altera 
ex  hac  nascitur,  dum  loco  (i  et  &  scribitur  l  et  ra,  erit 

lJ^h'x  +  V'x'  +  h"'x'  +  ¥"x*  +  etc.  ==  P6  +  Qra. 
Addantur  hae  series  invicem,  et  quia  est 

aJrh  =  a\    a'  +  h'^a",    a"+h"^a"'    etc., 
ent 

a'+a":»  +  a"V+a"V+etc.  =  (P+  Qr)a-{-(P+  Q)h. 
Multiplicemus  hanc  seriem  per  ^  et  a  prima  subtrahamus  prodibitque 
a=^Pa^Qh-{P+Qr)ax~{P^Q)hx. 

Quoniam  vero  quantitates  P  et  ^  a  litteris  a  et  h  non  pendent,   hinc  duae 
resultant  aequationes 

^^P-P(c~Qrx     et     O^Q-Px-Qx, 
unde  deducimus  has  determinationes 

p_        ^-^        _  l-^x 

^^  i^-xf-rxx        l~~2x-{r-l)xx 

i  -  ^       1  —  Jx-(f^^xx  ' 

Quocirca  prior  series  a  +  a'x  +  a"x^  +  a"x^  +  etc.  nascitur  ex  evolutione  huius 
iractionis 

a{i  —  x)  +  hx 
l-2a;-(r-l)a;¥'' 

posterior  vero  l +  Vx  +  h"x'+V"x^  +  eic.  ex  evolutione  huius 

__h(l~x)  +  arx 

l  —  2x~(r-l)xx' 

ita  ut  utraque  sit  series  recurrens  secundi  ordinis  scala  relationis  existente 
2  r-l  hmcque  pro  serie  priori  a,  a',  a",  a'",  a""  etc.  sit  primo  a'^a  +  l 
tum  vero  ^ 

a"=2a'+(r-l)a,     a"'=2a"+ (r- l)c^V    a""=2a"'+ (r- 1)«"     etc.; 
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ex  hac  vero  nascitur  altera  ponendo  a  =  l  et  &  =  ra.  Hinc  adeo  huius  seriei 
terminuin  generalem  definire  licet,  ad  quod  valores  quantitatum  P  et  ^  in 
fractiones  simplices  resolvi  oportet.  Cum  igitur  denominatoris  communis  factor 
Sit  l  —  x--^x']/f  =  l  —  x(l  +  yr),  pro  quantitate  P  statuatur  fractio  simplex 
inde    nata     = ^ y-     ac    demonstravi  ^)    fore     ^  = ^—5-—-     posito 

l  —  a;(l+]/7')  ^  1  —  x  +  xyr 

1  —  ^  =  xVr,  unde  fit  21  ==  y ;  pro  altero  autem  factore  tantum  yr  nega- 
tive accipi  opus  est,  ita  ut  sit 

P_l L„„+i  1 


2     l-x(l +yr)        2     l-x(l-yr) 

Simili  modo  pro  Q  si  fractio  partialis  ex  denominatoris  factore  1  —  x{l  +  Vr) 

nata  ponatur  —  ^^     -,  reperitur  2t  = 5; — --  posito  l  —  x-=xVr  indeque 

2t  =  — -- .     Quare   ipsi  Vr   binos  valores  tribuendo  fit 

Q-'  11  1         . 


2]/r     l-xil +yr)        %yr    l-irCl-l/r)' 
sicque  summa  prioris  seriei  a  +  a'a;  +  ö^''a;^+  a'"a/^+  etc.  erit 

~     2l/r      *  1— it;(l  +  l/'>0  i^]/»-        1  ■-- a;~(l  -  Vr) 

Cum.   nunc   ex   utraque   parte   progressio  nascatur  geometrica,  prodit  nostrae 
seriei  terminus  generalis 

ita  ut  sit  indefinite 

«c^)  =  ^]^  (1  +  ]/.,)"  +  ^J^  (1  _  yry 

2l/y     ^  -^  21/»- 

et  pro  altera  serie 

?.(«)  =  ^±^  (1  +  Vr)"  +  ^^-^  (1  -  ]/r)". 


1)  Vide  Introdiictiomm  in  analysin  inßmtorum^  Lausannae  1748,  t.I  cap.  II;  Leonmakdi 
EuLERi  Opera  omnia^  seiies  I,  vol.  8.  F.  R. 
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COEOLLÄEIUM 

9.  Ex  hoc  termino  generali  demum  plene  convincimur  fore  sumto  ex- 
ponente  n  infinito 

„(«)  —  Kr, 
cum  enim  tum  potestas  (1  -  l/r)"  prae  priori  (1  + 1/»-)"  evanescat,.  erit  utique 

ffW       aYr  +  h     ~       ' 

ünde  simul  patet,   quo  maior  capiatur  exponens  n,  eo  propius  ad  veritatem 
accedi. 

SCHOLION 

10.  Eadem   quidem   veritas    etiam  hac   ratione    ostendi  potest.     Posito 
generatim  aW=  Ma  +  Nb  erit  &'"'  =  Mb  +  Nar  et  termini  sequentes  [erunt] 

a(''+«=(i!f+JVr)a  +  (ilf+if)6     et     &'"+'>=  (ilf+ iVr)!.  +  (ilf+ iV)ar. 

lam  casu  «  =  cv  nuUum  dubium  superesse  potest,  quin  sit  ~^'  =  ^^ ,  unde 
necesse  est  sit  ""^^       "'"  ' 

(lf  +  iVr)S  +  (Jf+.y)«r        Ml  +  Nar 

Statuatur  lue  valor  =v,  et  quia  tum  fit 

^  =  ^JlZL^-     et     "^  ==  <»^^  +  ^^-^^-«»- 

i*/'        h  —  av  W  b  +  ar  —  av-bv~  ' 

seu 

~  _  ^  =  °'(^"~^')  ^    (a  +  &)(«t>  — y)_ 
J^  h  —  av         b  +  ar  —  la  +  Vyv' 

inde  manifesto  sequitur  vv -r  =  0  et  v=^Yr.    Simul  vero  etiam  quantitatum 
M  et  N  haec  relatio  perspicitur,  quod  sumto  »  =  c\3  fiat  —  =  v  =  "Kr. 
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-^ , \ , ' 

PEOPOSITIO  4 

11.  Inter  duos  nmneros  datam  rationem  1 :  r  tenentes  duos  medios  proportio- 
nales in  rationalibus  proxime  exMhere, 

SOLUTIO 

Sumantur  bini  numeri  quicumque  a  et  ar  in  ratione  data  inter  eosque 
capiantur  duo  medii  quicumque  &  et  c  atque,  quantumvis  relatio  a:i:c:ar 
a  ratione  geometrica  discrepet,  inde  alias  propius  eo  accedentes  hoc  modo 
eliciemus.  Quaerantur  alii  similes  quaterni  numeri  Ä:B:C:Är,  quorum  illi 
sint  differentiae,  ita  ut  sit 

B  —  Ä^a,     C—B^h     et    Är~C=c 
Mncque 

J5  =  ^4-a,     (7=J.4-a  +  &     et     J.r  =  J.  +  aH-&  +  c 
seu 

r  —  1  r--!  r— 1 

qui  per  r  —  1  multiplicati  praebebunt  hos  quaternos  numeros 

a'=a  +  &-j-c,     V  =  h  -\-  c-^-  ar,     d -=  o -^  ar  -{-Ir,     a'r  =  ar  +  &r  +  ^^j 

qui   iam  multo  propius   ad   proportionem   geometricam   continuam   accedent. 
Simili  ergo  modo  hinc  alii  novi  a'\  l'\  c'\  a"r  derivabuntur  sumendo 

a''=  ^'+  &'+  o;     r  =  &'+  c'+  a'r,     c''=  c'+  a'r  +  Vr 

hincque  denuo  alii,  qui  continuo  propius  proposito  satisfacient.     Totum  ergo 
negotium  reducitur  ad  formationem  trium  progressionum 

L    a,  a\  d\  a''\  a'''\  .  .  .  d''\ 

IL    h,   h\  h\  ¥\  ¥\  .  .  .  W'\ 

IIL    c,  6,  g\  r,  r,  .  .  .  c^^\ 

quarum   lex   est   satis   simplex;    quae  quo  ulterius  continuentur,   eo  propius 
quaterni  numeri 

proportionem    geometricam    continuam    exhibebunt,    etiamsi    initio    assumti 
a,  l,  c,  ra  plurimum  aberraverint. 

Leonhabdi  Eüleri  Opera  omnia  le  Commentationes  algebxaicae  32 
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COEOLLARIUM  1 

12.  De  his  tribus  seriebus  primum  observo  singiüos  earum  terminos 
huiusmodi  formam  La  +  Mi-}-  Nc  esse  habituros,  ita  ut  quantitates  L,  M,  N 
litteras  pro  arbitrio  assumtas  a,  h,  c  non  involvant,  sed  a  sola  ratione  propo- 
sita  1 :  r  pendeant. 

COEOLLAEIUM  2 

13.  Deinde  si  primae  seriei  terminus  quicumque  fuerit 

a^-)  =  La  +  Ml  +  Nc, 

evidens  est  pro  serie  secunda  fore 

l^-^^Ll-^-Mc  +  Nra 
et  pro  Serie  tertia 

(P^^  ^  Lc -^  Mra  +  Nrl. 

Unde  sufficit  liarum  trium  serierum  primae  indolem  exploravisse. 


SCHOLION 

14  Harum  observationum  ope  inventio  duariim  mediariim  proportio- 
nalium,  qiiae  quidem  in  rationalibus  proxime  satisfaciat,  expedite  instituitur. 
Sint  enim  exempli  causa  inter  duos  numeros  rationem  diiplam  tenentes  duo 
medii  proportionales  investigandi  et  operatio  numerica  sumendis  pro  litteris 
a,  h,  c  nnmeris  1,  1,  1  ob  r  =  2  ita  se  habebit 


a 

b 

c 

2a 

26 


1 

3 

12 

46 

177 

681 

2620 

1 

4 

15 

58 

223 

858 

3301 

1 

5 

19 

73 

281 

1081 

4159 

2 

6 

24 

92 

354 

1362 

5240 

2 

8 

30 

116 

446 

1716 

6602 

10080 
12700 
16001 
20160 
25400 


Hie  quatuor  postremi  numeri 

10080 :  12700 :  16001 :  20160 
tarn  parum  a  proportione  geometrica  recedunt,  ut,  si  inter  extremos  per  ex- 
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tractionem  radicis  cubicae  duo  medii  proportionales  quaerantur,  ii  ne  parte 
qiiidem  ducentesima^)  a  veritate  aberrent;  est  enim 

12700  _  f/2048383000  ^  Y/Z'o  _         ^Q^^ \ 

10080  ~  y  1024192512  ~  V  \         1024192512/ 

ideoque 

=  f2  — — — ^^^— • 

3 -1024192512 1^4' 

unde  cum  fiat 

12700  =  10080^2  — -~, 

12700 

error  infra  particulam  ducentesimam  unitatis  subsistit,  ipsa  autem  fractio  j^öso 
tantum  particula 


10080-239        2409120 


hoc  est  minore  quam  bis  millionesima  unitatis  a  vero  valore  1/2  deficit^);  tan- 
tam  autem  praecisionem  ope  logarithmorum  attingere  non  licet.  Unde  intel- 
ligitur,  quantum  usum  haec  methodus  praestare  queat  in  radicibus  cuiusvis 
dignitatis  proxime  exprimendis. 


PROPOSITIO  5 

15.    Investigare  legem  harum  triwn  progressionum 

a,  a\  a"  etc.,     1),  ?/,  ¥  etc,     c,  c\  6'  etc., 

quarum   termini  homologi   d''^ :  6^''^ :  c^""^    continuo  propius  proportionem   1  lyr  :  yr^ 
exprimunt. 

SOLUTIO 

Cum  omnes  termini  ex  ternis  primo  assumtis  a,  b  et  c  ita  componanturj 
ut  Sit  d""^  =  La-j-  Mb  +  Nc,   erit  ex  earum  indole  U""^  =  X6  +  Mc  +  Nra  et 


1)  Editio  princeps  (atque  etiam  Oomment.  ariihm.):  ne  parte  guiäem  decies  millesima  .  .  . 

Vide  notam  sequentem.  F.  R. 

1/  1 

2)  Editio  princeps  (atque  etiam  Comment.  arifJim.):  unde  cum  fiat  12700  =  10080y  2  — rr^-r^ 

12700  ^oyuD 

error  infra  particulam  decies  millesimam  unitatis  subsistit,  ipsa  autem  fractio  t^^tjö^  tantum  parti- 

c^^<^  i aT^stti^^ttt^  =  f^AncirreiAo    ^^oc  cst  wiinorc  quam  vieles  millionesima  unitatis  a  vero  valore  y2 

deficit,  .  .  .  Oorresit  F.  R. 

32* 
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c^"^  =  Lc  +  Mra  +  Nrb;  at  lex  progressionis  praebet  sequentes  terminos 

a(»+^)  ==(L  +  Mr  +  Nr)a  +  (L  +  M  +  Nr)l    +  (Z  +  Jf  +  N)c, 
jc+i)  =  {L  +  Mr -{- Nr)h  +  {L  +  M  +  Nr)c    +  (i  +  ilf  +  N)ra, 
c(»+i)  =^{L  +  Mr-^Nr)c  +  {L-\-M-\-Nr)ra-^{L-\-M+  N)rb. 
Hinc,  si  generalius  statuamus 

a-\-a'x-^  a"x'  +  a"'x'  +  etc.  =  P«  +  ^&    -f  Ec, 
erit 

6  +  J'a;  +  &"a;^  -f-  h"'x'  +  etc.  =  Pi  +  Qc    +  Mra, 

e-\-c'x-\-  d'x''  +  c"'x^  +  etc.  =  Pc  +  <yra  +  Brh. 

Addantur  hae  series  invicem,  et  quia  est 

a  +  &  +  c  =  a',     a'+&'+c'=a",     a"  +  &"  +  c"  =  a'", 
erit 

a'  +  a"x  +  a"'aj^  +  etc.  =  (P  +  «?r  +  JSr)a  +  (P  +  (>  +  J?r)5  +  (P  +  ^  +  j?)c, 

quae  per  x  multiplicata  et  a  prima  subtracta  dat 

a^Pa+Qh  +  Bc-{P-\-  Qr  +  Br)ax  -  (P+  ^  +  Br)hx~{P+  Q  +  B)cx. 

Quia  autem  quantitates  P,  Q,  E  litteras  a,  &,  c  non  involvunt,  hinc  nascun- 
tur  tres  aequationes 

1  =  P—  Px—  Qrx—  Brx, 

Q=Q~Px~Qx   -Brx, 

0=,B~  Px—Qx   —Bx 
hiücque 

1-P-Q-Q(r~l)x, 

O^Q-B-E(r-l)x, 
l  =  P-B-(Q  +  E){r-l)x. 
Pro  faciliori  resolutione  statuamus 

1  —  x~{-  rx  =  is 
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et  sequens  combinatio  praebebit 

hinc 

unde  fit 

0  =  B(l  —x)  —  Px—Qx-=  B(l  —  x  —  xz  —  xzi)  —  x 
idßoque 

l-—x(l  +  ^  +  g^}^ 
at  est  X  =  ^-^ ,  ergo 


sicque  prodit 


~  f  ~i  — (^  — l)(i  +  ^  +  ^;S?)  "~  r  —  ;^^ 


p r  — ^^  ^  ^0  —  0  p  ^— 1 


quarum  formarum  cum  denominator  sit 

r  —  1  ~  Z(r  —  X)x  —  3(r  ~  l)'ar  —  (r  —  Ifx^ 
seu 

(r  —  1)(1  -3x  —  3(r~  l)x'  —  (r  —  Ifx'), 

perspicuum  est  nostras  tres  progressiones  esse  recnrreutes  scala  relationis 
existente  3,  3(r  — 1),  (r  —  lf,  ita  ut  sit 

a^-)  =  3a('«-i)  +  3(r  —  l)a^''-'^  +  (r  —  Ifa^^-'l 

Nunc  pro  terminis  generalibus  harum  progressionum  fractiones  P,  Q,  B  in 
simplices  resolvi  oportet;  quomam.  autem  denominatoris  factor  simplex  est 
yr  —  0  simul  vicem  binorum  reliquorum  gerens,  siquidem  fr  tres  involvit 
valores  diverses,  sufficit  hunc  unicum  factorem  considerasse.  Sit  ergo  ex 
fractione  B  fractio  simplex  oriunda  =  ^ et  numerator  erit  ^  =       ^~^ 


posito  z  =  fr,  unde  fit  J.  =  -^ —  ideoque 

P  ^         .    „^^  ^  etc,    Q  =  -j-, .  ^^ ^  +  etc,    B  =  ^; ,  .-^  •  |y +  etc. 


3|//2    .|/,,_.  •'     ^       3.|/,^/i     |/^_^^  •'  3-|/.^2    -|/,,_^ 
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Eestituatur  pro  0  valor  l~l-(r  — 1)^  sitque 


r  — 1 

=  s 


fr  —  1 
ac  fiet 

P=  1 .    _i_  +  etc.,     Q  =  ^y- .  -1--^  +  etc.,     i?  =  -^ +  etc. 

Eine,  cum  sit 

a  +  a'x  +  ö^V+  etc.  =  Pö^  +  ^&  -f  Bc, 
sequitur  fore 

ubi    duo   membra    omissa    ex    primo    ita    formantur,    ut    loco   fr    scribatur 

^^   2  '~^^y^>  id  qi^öd  etiam  de  5  =  ™i-  est  intelligendum.     Deinde   vero 

■  yr— -1 

pro  binis  reliquis  seriebus  habebitur 

cW  =  1  s"(afrH&fr  +  c)  +  ...  +  ... 


COEOLLAßlUM  1 

16.  Si  n  Sit  numerus  praegrandis,  bina  membra  omissa  prae  primis  Iiic 
appositis  evanescunt,  ex  quo  perspicuum  est  tum  fore 

in  quo  ipso  tota  vis  methodi  Mc  traditae  consistit. 

COROLLARIUM  2 

17.  Natura  harum  serierum  recurrentium  tertii  ordinis  ideo  imprimis 
notari  meretur,  quod  fractiones  principales  P,  Q,  B  tarn  concinne  in  frac- 
tiones  simplices  resolvere  licuit  atque  ex  terminis  generalibus  inde  derivatis 
natura  harum  serierum  facile  perspicitur. 
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SCHOLION 

18.  Hinc  ratio  istam  methodum  ad  plures  medias  proportionales  exten- 
dendi  ita  iam  est  manifesta,  ut  superflunm  foret  omnia  ratiocinia,  quibus 
operationes  usiirpatae  innituntur,  repetere.  Quamobrem  inventionem  plurium 
mediarum  proportionalium  inter  duos  numeros  datam  rationem  1 :  r  tenentes 
nunc  quidena  satis  succincte  exponere  atque  adeo  binas  propositiones  cuiqne 
casni  tribuendas  commode  in  unam  contrahere  poterimus. 


FEOPOSITIO  6 

19.    Inter  duos  numeros  rationem  datam  l:r  tenentes  tres  medias  continue 
proportionales  in  rationalibus  proxime  exMbere. 

SOLUTIO 

Sumtis   in   ratione    data   duobus  nnmeris    a  et  ra   inte^r  eos  pro   Inbitu 

tres  medii  constitnautur  h,  c,  d,  ut  habeantur  hi  qninque  numeri  quantumvis 

a  scopo  aberrantes 

aih  :  c:d:  ra. 

Hinc  formentur  alii  hac  lege,  ut  sit 

a'  ^  a  +  h    +c    +^? 

V  =  1)  -}-  c  +  rl  -i-ra, 
d  =  c  "{- d  +ra  +  rZ>, 
(jl' =r=  (^-^  ra  +  rh -}-rc,' 

qui   constituent   progressionem   iam   multo   propius   ad    scopum    attingentem 

haue 

\  a':V:c':d':ra\ 

ex  quibus  porro  eadem  lege  alii  novi  quaerantur  indeque  denuo  alii^  quo 
pacto  continuo  propius  ad  proportionem  geometricam  continuam  accedetur, 
ita  ut  aberratio  tandem  omni  assignabili  minor  evadat.  Singulae  porro 
barum  serierum 


256  DE  mVENTIONE  QUOTCUMQUE  MEDIARUM  PEOPORTIONALIUM     [205-207 

a,  a',  a",  a'",  a""  etc., 
h,   V,   h",   h'",  h""  etc., 

Cf     C  y     C  f     C   j     C        CtiC.j 

d,  d',  d",  d'",  d""  etc. 
sunt  recurrentes  quarti  ordinis  secundum  scalam  relationis 

4,   6(r  — 1),  4(r-l)^   {r-Vf. 
Denique  harum  serierum  termini  generales  posito  brevitatis  gratia 


erunt 


^L_A  =  1  +  f/^  _)_  f ^2  +  f  y3_  g 

fr  —  1 

5«  =  ^fch^:l±£fe_ti  3«  +  etc., 

4yr 

4 

quarurn  expressionum  prima  tantum  membra  apposui,  dum  ex  bis  reliqua 
facile  formantur  loco  fr  eins  ternos  reliquos  valores  substituendo.  Ceterum 
si  statuatiir 

a  +  a'o;  +  a''x'  +  a'"x^  +  a''''x^  +  etc.  =  Fa+Qh  +  Mc  +  Sd 
ac  brevitatis  gratia  fiat  l  —  x-^-rx^^,  reperitur  ut  ante 

P  —  ^-f      n  —  ^l-^f      -R  —  ^'^^      Q__.^-i 

unde  simul  reliquarum  similium  seriermn  a  litteris  b^  c,  d  incipientium 
summae  exhibentur. 

EXEMPLUM 

20.   Inter  duos  numeros  rationem  duplam  tenentes  tres  medii  proportio- 
nales sequenti  modo  reperiuntur: 
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a 
h 
c 
d 
2a 


1 

4 

22 

116 

613 

3240 

17124 

1 

5 

26 

138 

729 

3853 

20364 

1 

6 

31 

164 

867 

4582 

24217 

1 

7 

37 

195 

1031 

5449 

28799 

2 

8 

44 

232 

1226 

6480 

34248 

90504 
107628 
127992 
152209 
181008 


ubi  Ultimi  numeri  tarn  prope  progressionem  geometricam  in  ratione  l:y2 
procedentem  constituunt,  quam  fieri  potest  numeris  non  maioribus  adMbendis. 
Ita  satis  exacte  erit  -^^^-  =  ^2  seu  per  12  reducendo  ^==1/2,  cuius  error 
longe  infra  partem  millionesimam  unitatis  snbsistit. 


SCHOLION  1 

21.  In  Musicis  similis  quaestio  de  undecim  mediis  proportionalibus  inter 
rationem  duplam  inveniendis  tractari  solet,  ut  binc  omnia  semitonia  nnins 
Octavae  inter  se  aequalia  reddantur;  qiiod  temperamentum  etsi  principiis  har- 
moniae  adversatur,  tarnen  non  abs  re  fore  arbitror  eins  solutionem  ex  iisdem 
principiis  petitam  hie  apponere: 


Ä 

12 

210 

3532 

59379 

998592 

B 

13 

222 

3742 

62911 

1057971 

H 

14 

235 

3964 

66653 

1120882 

0 

15 

249 

4199 

70617 

1187535 

Gs 

16 

264 

4448 

74816 

1258152 

B 

17 

280 

4712 

79264 

■1332968 

Bs 

18 

297 

4992 

83976 

1412232 

E 

19 

316 

5289 

88968 

1496208 

F 

20 

334 

5604 

94257 

1585176 

Fs 

21 

354 

5938 

99861 

1679433 

G 

22 

375 

6292 

105799 

1779294 

Gs 

23 

397 

6667 

112091 

1885093 

a 

2 

24 

420 

7064 

118758 

1997184 

Ultima  columna  tarn  parum  a  progressione  geometrica  recedit,   ut  error  ne 
ad  millionesimam  [quidem]  partem  assurgere  sit  censendus. 
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SCHOLION  2 

22.  Quae  hactenus  sunt  tradita,  facile  ad  quotcumque  medios  proportio- 
nales inveniendos  in  genere  accommodari  possunt,  in  quo  negotio  hoc  im- 
primis  notari  meretur,  quod  series  numerornm,  quibus  solutio  continetur,  non 
solum  sint  recurrentes,  sed  etiam  denominator  fractionum,  ex  quibus  nascun- 
tur,  semper  in  factores  resolvi  queat,  ad  quemcumque  etiam  gradum  ascendat; 
unde  egregia  exempla  aequationum  altioris  gradus  solutionem  admittentium 
coUiguntur,  quibus  coniectura  mea  circa  formam  radicum  cuiusque  gradus 
olim^)  prolata  pulcherrime  conflrmatur.  Verum  methodus  hie  exposita  multo 
latius  extendi  potest,  quemadmodum  in  sequente  propositione  sum  ostensurus, 
ita  ut  inde  adhuc  maiora  subsidia  in  Analysin  reclundatura  videantur. 


PKOPOSITIO  7 

23.  Methodtmi  multo  latius  patentem  exlvihere,  cuius  ope  inter  diios  numeros 
datam  rationem  1 :  r  tenentes  qiiotcumcjue  medii  proportionales  in  rationalihis  proxime 
inveniri  queant 

SOLUTIO 

Inter  duos  numeros  a  et  ar  datam  rationem  tenentes  ut  ante  totidem 
medii  pro  lubitu  accipiantur,  quot  medios  proportionales  assignari  oportet. 
Ponamus  autem  quatuor  medios  inveniri  debere,  quoniam  hinc  vis  methodi 
clarius  perspicietur,  quam  si  rem  generaliter  tractare  velimus.  Constituta  ergo 
pro  hoc  casu  ad  lubitum  tali  progressione 

a  :  h  :  c  :  d  :  e  :  ar  :  hr  :  er  :  dr  :  er  :  ar^  etc. 

sumantur    pro    arbitrio    quinque   indices    a//?,  '/,  J,  e^    per   quos   inde   nova 
similis  progressio  formetur 

a' :  ¥ :  c' :  d' :  e' :  aV  :  Vr  :  er  :  d'r  :  e'r  :  ar^^  etc. 
hac  lege,  ut  sit 


l)  Vide  Commentationes  30  et  282  huius  voluiuiiiis.  F.  R. 
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a'  =  aa  +  ßl    +yc    -\- Sd    +  se, 
h'  =  ab+ßc    -i-yd    -i-de    +ear, 
c'  =  ac-\-ßd    H-j/e    -\- Sar -{-shr, 
ßj^ad  +  ße    -{-yar  +  dlr  +  ecr, 
e' =  ae  +  ßar -^yhr  +  Scr -i-sdr. 

Tum  vero  per  eosdem  indices  ex  hac  progressione  deauo  alia  fometur  nova 
atqae  ita  porro,  ut  hac  ratione  sequentes  series  obtineantur 

a-{-a'x  +  a"x'  +  a"'x'-\-  etc.  ^Pa+Qh    +  Bc    +  Sd   +  Te,     . 
h  +  h'x  +  h"x'  +  h"'x'  +  etc.  ^  Ph  +  Qc    +  Bd   -{- 8e    +  Tar, 
c+c'x^  c"x'+  c'"x'-{-  etc.  ==Pc  +  Qd    +  Be    +  8ar  +  Tbr, 
d  +  d'x  +  d"x'  +  d"'x'  +  etc.  ^Pd+Qe    ^  Bar  +  Sbr  +  Ter, 
eJ^e'x+  e"x'-{-  e"'x'  +  etc.  =  Pe  +  Qar  +  Bhr -{- Scr  +  Tdr, 

unde  ex  lege  praescripta  valores  littexarum  P,  Q,  B,  8,  T,  quae  a  litteris 
arbitrariis  a,  l,  c,  d,  e  sunt  immunes  et  tantum  ab  iudicibus  a,  ß,  y,  d,  s 
una  cum  quantitate  x  et  ratione  proposita  1 :  r  pendent,  ita  determinantur, 
ut  sit 

^zi  =  aP-j-ßTr  +  y8r  +  ^Rr  +  e  Qr, 

X 

l^  =  aQ-i-  ßP  4-  yTr  +  S8r  +  sBr, 
ä-^aB-^ßQ  +yP  +^Tr-j-s8r, 
A^a8+ßB  +yQ   -{-^P   +eTr, 


X 
X 


=  aT  +  ß8    +yB   +dQ    +  sP, 


ex  quibus  aequalitätibus  quidem  valores  harum  litterarum  admodum  perplex 
eliciuütur,  ita  ut  denominator  communis  huiusmodi  formam  sit  habiturus 


1  -  Äx  —  Bx'—  Gx' -  Dx^-~  Ex' 

33* 
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indicium  praebens  series  illas  esse  recurrentes  ex  eadem  scala  relationis 
oriundas.  Verum  quod  hie  potissimum  est  notandum,  hunc  denominatorem 
semper  in  factores  simplices  resolvere  licet,  qui  inter  se  ita  erunt  similes,  ut 
ex  quinis  ipsius  fr  valoribus  simili  modo  formentur.  Scilicet  si  brevitatis 
gratia  ponatur 

ubi  etiam  5  quinos  valores  diversos  sortitur,  erit  1—sx  factor  simplex  illius 
denominatons  simul  omnes  quinque  in^se  involvens.  Hinc  ergo  singulas 
fractiones,  quibus  litterae  illae  P,  Q,  B,  S,  T  exprimuntur,  in  quinque  frac- 
tiones  simplices  resolvere  licebit,  quae  ita  concinne  expressae  reperiuntur 

p  =  ^  ^^^ [-...^...^...„1 

5(1  —  5^) 

^  =  777~-^TTr- +  •••  +  •- +  •••  +  •••, 
6(l—sx)yr 

Ji  == ~ — j —  --L.'»'-l-**«-4--»*»-4-»'« 

5(l-sa;)fr^^,       ^         "J-        "t"        > 

x  =  — :A — L  — L  — I I 

ubi  quaterna  membra  punctis  indicata  ex  primis  ipsi  fr,  quatuor  reliquos 
valores  tribuendo  sunt  supplenda. 

Hinc  iam  quinque  serierum  a  numeris  arbitrariis  a,  h,  c,  d,  e  incipientium 
terinini  generales  formari  possunt,  qui  etiam  ponendo  brevitatis  gratia 

(ubi  quoque  quantitas  h  quinque  valores  involvere  est  existimanda)  sequenti 
modo  concinne  exprimuntur 


212-~-^213j 
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'•'■•-.f^^+- 

•  +  • 

••  +  • 

..  +  ..., 

»'■'-r^.^"+- 

•  +  • 

••  +  • 

..  +  ..., 

'''-ivy'+- 

•  +  • 

••  +  • 

••  +  •••, 

5yr 

•  +  .- 

••  +  • 

••  +  •••, 

eW_-J    s"+-- 

•  +  • 

••  +  • 

..  +  ..., 

abi  quaterna  membra  omissa  simili  modo  ut  supra  ex  primis  constitui  oportet. 
Hinc  iam  id,  in  quo  cardo  rei  versatiar,  intelligitur;  scilicet  si  series  illae 
in  infinitum  continuentur,  ut  exponens  n  in  infinitum  excrescat,  tum  respectu 
eins  membri,  in  quo  ipsi  yr  valor  realis  positivus  tribuitur,  reliqua  evanescere 
sicque  manifesto  numeros  a^''^ :  U""^ :  d""^ :  d^""^ :  6^"^ :  ra^""^  progressionem  geometricam 
constituere.  Verum  hie  probe  est  notandum  illam  evanescentiam  locum  non 
habere,  nisi  indices  a,  /?,  y,  c^,  s  sint  positivi,  quemadmodum  hinc  etiam 
casus  supra  tractatus  resultat,  si  hi  indices  unitati  aequales  statuantur* 


SOHOLION 

24.  Circa  hanc  solutionem  generalem  observari  convenit,  quodsi  valores 
litterar  um  P,  Q,  B^  S,  T  ex  formulis  inventis  evolvantur  earumque  denomi- 
nator  communis  ad  nihilum  redigatur,  ut  posito  x  =  -  huiusmodi  prodeat 
aequatio  quinti  gradus 


B^—  Ak 


B^ 


-^'Ü^'—U^-^E^O, 


tum  huius  aequationis  radicem  fore 

0  =  a  +  ßfr  +  yfr'+dfr'^  efr\ 

in  qua  forma  simul  omnes  quinque  radices  contineantur,  si  modo  pro  yr  eins 
quinque  valores  successive  substituantur.  Cum  igitur  hae  radices  eam  ipsam 
habeant  formam^  quam  olim  coniectura  eram  assecutus,  hinc  multo  confiden- 
tius  affirmare  poterimus  omnium  aequationum  cuiuscumque  gradus  radices  eo 
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modo  exprimi,   quem  coniectura  mea  indicat/)     Quodsi  indices  a,  ß,  y,  d,  e 
unitati  aequentur,  aequatio  quinti  gradus  fit  ex  superioribus 

0'  -  5/  — 10  (r  —  1)  /  -  10  (r  -  1)^^^  —  5  (r  -  1)^^  -  (r  -  1)^  =  0, 

cuius  radix  erit 

^  ^  1  +  fr  +  tr^  +  f r^  +  M 

Seu  posito  ^  =  2/  +  1  erit  huius  aequationis 

y^  =  IQry^  +  lOr{r  +  l)y"-  +  hr(rr  +  r  +  l)y  +  r  (r^  +>^  +  r  +  1) 
radix 


1)  Vide  Commentationes  30  et  282  huius  voluminis.  Vide  etiam  epistolam  Euleri  d.  16.  De- 
cembris  1752 'ad  Chr.  Goldbach  scriptam,  Correspondcmce  math,  et  pJiys.  ^mlliee  par  P.  H.  Fuss, 
St."Petersbourg  1843,  1. 1,  p.  595;  Leonsärdi  Euleri  Opera  omnia,  series  III.  F.  E. 
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Oommentatio  406  indicis  Enestroemiani 
Novi  commentarii  acadeiiiiae  scientiamm  Petropolitanae  15  (1770),  1771,  p.  51 — 74 

Summarium  ibidem  p.  11-— 13 


SÜMMARIUM 

In  iiac  dissertatione  111.  Auetor  argumentum  pertractat,  quod  ideo  attentione  sua 
dignmn  ludicavit,  quia  id  compluribus  speculationibus  doctrinam  serierum  nova  luce  illu- 
strantibus  occasionem  praebere  potest.  Proposita  aequatione  algebraica  cuiusvis  gradus 
rationali,  quae  generaliter  ita  repraesentari  potest 

nota,  est  Geometris  elegans  illa  lex,  qua  summae  omnium  radicum  summaeqne  dignitatum 
omnium  radicum  exprimuntur,  ita  ut,  si  fx''  denotet  summam  omnium  radicum  ad  digni- 
tatem  n  elevatarum,  sit  posito  n  =  1,  2,  3  etc. 

1)  Confer  hac  cum  dissertatione  Commentationes  153,  532,  631,  632,  643,  711  huius  vobminis: 
BemonstraUo  gemma  theorematis  Neutoniani,  quo  traditur  relatio  inter  coefßdentes  cuiusvis  aequatioms 
algebraicae  et  simmas  potestahmi  radicum  eiusdem,  Opuscula  varii  argumenti  3,  1750,  p.  108; 
De  Serie  Lambertina  plurimisqice  e'ms  insigniUis  proprietatihus,  Acta  acad.  sc,  Petrop.  1779:  .11, 
1783  p.  29;  Änalysis  facilis  et  plana  ad  eas  series  maxime  ahstrusas  perducens,  qtiibus  ommimi 
aequatiomm  algelraicanm  non  solmn  radices  ipsae,  sed  etiam  q'iiaevis  eanmi  potestates  exprimi  pos- 
sunt,  Nova  acta  acad.  sc.  Petrop.  4  (1786),  1789,  p.  55;  De  innumeris  generlbus  serierum  maxime 
memoraUUim,  guihus  omnium  aequationum  algebraicarum  non  solum  radices  ipsae,  sed  etiam  qtiae- 
cumque  earum  potestates  exprimi  possunt,  Nova  acta  acad.  sc.  Petrop.  4  (1786),  1789,  p.  74; 
Methodus  generalis  invesUgandi  radices  omnium  aequationum  per  approximationem,  Nova  acta  acad. 
sc.  Petrop.  C)  (1788),  1790,  p.  16;  Metliodus  mm  ac  facilis  omnium  aequationum  algebraicarimi 
radices  non  solum  ipsas,  sed  etiam  quascumque  canim  potestates  per  series  concinnas  exprimendi, 
Nova  acta  acad.  sc.  Petrop.  12  (1794),  1801,  p.  71,  P.  St. 
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ß=Ä, 

ß^=Afx'+Bfx  +  S0=>Ä'+5ÄB  +  SG, 

ubi  igitur  summae  sequentes  per  praecedeates  et  Htteras  A,  B,  C  ete.  coniunctim  vel  iUis 
eliminatis  per  solas  has  determinantur. 

Ad  explorandam  legem,  qua  istae  formulae  progrediuntur,  duo  potissimum  sunt  con- 
sideranda;  primum  scilicet  modus,  quo  ütterae  A,  B,  C  etc.  inter  se  combinautur;  deinde 
vero  uBciae  iUae  numericae,  quibus  singuli  termmi  afficiuntur,  in  quarum  potissimum  in- 
dole  perspicienda  praecipua  difficultas  cemitur.  In  prima  igitur  dissertationis  parte  111. 
Auetor  id  negotii  suscepit,  ut  formam  erueret  generalem,  quae  exprimat  /a;»  sive  summam 
singularum  radicum  ad  potesfcatem  n  elevatarum.  Quam  Tero  cum  esset  adeptus,  statim  id 
observavit,  inrentam  seriem  in  infinitum  excurrentem  non  repraesentare  valorem  ipsius  fx", 
nisi  sub  Ms  binis.  conditionibus,  primo  ut  exponens  n  sit  numerus  integer  positivus,  deinde 
vero  ut  ex  ista  serie  onmes  terminL  reiiciantur,  in  quibus  littera  A  exponentem  negativum 
esset  adeptura.  Nova  vero  hinc  eaque  momenti  non  exigui  quaestio  oritur,  quisnam  scÜicet 
Sit  valor  istius  seriei,  si  binarum  illajum  conditionum  ratio  non  habeatur,  adeoque  si  n 
denotet  numerum  quemeumque  et  terminorum  seriem  inventam  constituentium  nuUus  ex- 
cludatur.  Resolutiö  huius  quaestionis  tbeorema  subministravit  elegantissimum  et  usus 
babiturum  amplissimos,  istam  scilicet  memoratam  seriem,  si  ad  binas  Ulas  conditiones  non 
attendatur,  non  summam  omnium  radicum  ad  potestatem  n  elevatarum,  sed  potestatem  ipsam  n 
radicis  maximae  exprimere;  ita  ut  ope  huius  theorematis  propositae  aequationis  cuiuscumque 

1  -  -  +  ji  +  ^  +  etc. 

radicem  maximam  non  solum  ipsam  sed  eins  etiam  potestatem  quamcumque  immo  et  loga- 
rithmum  hyperbolicum  per  series  infinitas  commode  exhibere  liceat. 


1.    Si   habeatur  aequatio   algebraica   cuiusvis  gradus    ad   rationalitatem 
pei'ducta 

^™  =  Ax--'  +  Bx""-'  +  CV"-«  +  D:c"'-'  +  Ex'"-'  +  etc., 

quam  etiam  hac  forma  exMbere  licet 

X   ^  x'-^  x^^  x^^  afi^  ^^^•> 
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ac  ponatur 

pc  =  summae  omninm  radicnm, 

jx^  =  summae  qnadratorum  earimdem  radicum, 
t/ 

foo^  =  summae  cuborum, 
/i39^=  summae  biquadratorum 
et  ita  porro, 

iiotum  est^)   lias  siimmas   ita  a  se  invicem  et  a  litteris  Ä^  J?,  C,  D,  E  etc. 
pendere,  ut  sit 

lx'^Äfx'+  Bjx'+  Ojx  +  41), 

ß^  =  Aß'  +  Bß'  +  Oß'  +  Bß  +  5E 

etc. 


2.    Ex  liac  ergo  progressionis  lege  singulae  liae  smiimae  potestatum  ita 
se  habebmit  evolutae 


l)  Innotuerant  formulae  sequentes  Eulero  ex  Nbutoni  Ärithmetica  universalis  3.  ed.  (vide 
notam  p.  21),  p.  192;  fugerunt  eum  et  A,  Girard,  Invention  noiivelle  en  Valgebre  (vide  notam  p.  21) 
et  E.  W ARING,  Miscellanea  analyüca^  de  aeq:uaüoni'bus  algehraicis,  et  curvanim  proprietaUbus,  Canta- 
brigiae  1762;  confer  L.  Saalschütz,  Zitr  Geschichte  der  Belationen  moischen  den  Fotenzsummen  der 
Wurzeln  einer  Gleichimg  und  ihren  Koeffimenten,  Bibliotli.  Mathem.  Og,  1908—1909,  p.  65. 

P.  St. 
LEONHAiibi  EuLERi  Opeia  omnia  la  Commentationes  algebraicae  M 
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faf^Ä^+4:A'B-\-AAC^4:B, 
+  25' 

fr'^^-A'+bA'B  +  bA'G    +bAB  +  bE,  ' 
-\-bAB\  -i-öBG 

fx'=A'-\-6A'B-\-6A'G    +   ßA'B    +QAB+6F, 
+  9A'B'  +  12  ABC  +  QBD 
+  2B'       +3CC 

fx'==A'-i-lA'B+   lA'G  +   lA'JD    +   lA'B    +lAF-\-lG. 
■^UA'B'+21Ä'BG+UABD  +  1BE 
H-   lAB'     +   7^C^    +7aD- 
+   IB'G 

Ulterius  lias  formas  non  continuandas  esse  arbitroi",  cum  harum  contemplatio 
sufficiat  ad  legem,  qua  singulae  formantur,  explorandam. 

3.  Ut  ordinem,  quo  in  bis  formis  singulae  litterae  A,  B,  G,  B,  E  etc. 
inter  se  componuntur,  facilius  perspiciamus,  litterae  A  tribuamus  unam  di- 
mensionem,  litterae  B  duas,  litterae  G  tres,  litterae  B  quatuor  et  ita  porro; 
atque  manifestum  est  in  qualibet  forma  nonnisi  eiusmodi  occurrere  terminos, 
in  quibuö  dimensionum  numerus  sit  exponenti  potestatum  radicum,  quarum 
summa  exhibetur,  aequalis.  Ita  in  forma  ßo'  singuli  termini  continent  Septem 
dimensiones  atque  adeo  omnes  termini  per  mutuam  combinationem  septem 
dimensiones  adimplentes  in  ea  reperiuntur,  quod  etiam  de  omnibus  formis 
est  tenendum.  Imprimis  autem  observari  convenit  alias  litterarum  A,  B,  G, 
B  etc.  potestates  in  bas  formas  non  ingredi,  nisi  quarum  exponentes  sint 
numeri  integri  et  positivi,  tmde  pro  quavis  potestate  summatoria  omnes  ter- 
mini eam  constituentes  ex  litterarum  A,  B,  G,  B  etc.  combinatione  assignantur. 
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quorum  quidem  numerus  semper  est  finitus,   etiamsi  ipsa  aequatio  proposita 
in  infinitum  excurrat.^) 

4.  Cum  igitur  pro  quavis  potestate  ipsi  termini,  quatenus  ex  litteris 
A,  B,  C,  D  etc.  conflantur,  nullam  involvant  difficultatem,  totum  negotium 
ad  uncias  numericas,  quibus  singuli  termini  sunt  affecti,  reducitur.  Ad  in- 
dolem  autem  harum  unciarum  explorandam  seposita  prima  littera  A  terminos 
secundum  reliquas  litteras  J5,  C,  D,  E  etc.  ita  in  ordines  disponi  conveniet, 
ut  in  primo  harum  litterarum  [ordine]  nulla,  in  secundo  ordine  singulae 
tantum,  in  tertio  vero  binae,  in  quarto  ternae  et  ita  porro  reperiantur,  hoc 
modo: 

fx=A, 

ß^^A'  +  BÄB, 

z^rjzj 

JV  =  ^*  +  4^'5  +   2BB, 
+  4^(7 
+  4D 

fx''  =  A^-\-5Ä'B+   5ÄBB, 
+  bÄ'G+   5BC 
+  5ÄB 
+  5JEJ 

lx'  =  A'  +  6Ä'B-^   9A'BB  +  2B', 
-^&A'C  ■^12ABC 
-i-6A'D+   ßBD 
+  GAU  +   3CC 

+  6F 


1)  Oonfer  exempli  causa  L.  Eultüri  Commentationem  41  (indieis  Enbstrobmiani)  :  De  sim- 
mis  serierum  redprocarwm,  Oomment.  acad.  sc.  Petrop.  7  (1734/5),  1740,  p.  123;  Leonmärdi 
EuLERi  Opera  omma,  series  I,  vol.  14.  Yide  etiam  P.  Stäckel,  Eine  vergessene  AlhoMälung  Leon- 
BABD  Eulers  über  dieSwmme  der  reziprohen  Quad/rate  der  natürlichen  Zahlen^  Bibliotli.  Mathem.  83, 
1907—1908,  p.  42.  P.  St. 


34* 
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fx'  ==A'  +  l£B  +  UA'BB  +  7ÄB', 
+  lÄ'C  +  21Ä'B0  +  IB'C 
+  lÄ'B  +  UÄBD 
+  7Ä'U+   lÄGC 
-\-lAF  +    IBE 
+1Q      +   1GB 

fx^  ==  A' +  %A'B-{- 20 Ä'-BB-^r  IQ A^B^-\-2B\ 
-^^A'G  +  B2A'BG  +24:AB^C 
+  ^A^D-^2AA'BB+    HB'B 
-i-8A'E+12A'GG -\-   SBG' 
+  8A'F+1QABJEJ 
+  SAG  -i-lGACB 
+  8i/     +   BBF 

+   8CE 

+   4BB 


5.  In  cuiusque  formae  ordine  primo  et  secundo  nuUa  plane  occurrit 
difficnltas  nullumque  est  dubium,  quin  pro  forma  ßf  sit  primus  terminus  ^^ 
secuudus  vero  ordo  ex  Ms  constet  terminis 

nA^-'B  +  nA''-'G+  nA'^-'B  +  nA""-' B  +  etc.; 

sequentium  vero  ordinum  ratio  minus  est  manifesta.  Hanc  autem  circum- 
stantiam  perpendentes,  quod  exponens  n  in  omnes  quoque  sequentes  uncias 
tamquam  factor  ingrediatur,  deinde  etiam  quod  quaelibet  litterarum  B,  G,  B, 
B  etc.  combinationes  simul  permutationum  numerum  involvant,  prouti  in 
polynomii  potestatibus  occurrunt,  si  in  singulis  terminis  hos  binos  factores 
seorsim  exMbeamus,  levi  adhibita  attentione  deprehendemus  in  genere  has 
formas  ita  expressum  iri: 
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Ordo  I      Ordo  II  Ordo  III 

1  •  Z 

+  w^«-*D  +  ~^^"-' (2  J5X>  +  CC) 

-^nA^-'F^  " ^^ ~ '^^Ä"-'(2BF+2CU+  1) B) 

+  nA^-'  G  +  '*ij^"^l)  A"-'(2B G  +  2CF+2  BF) 
etc.  etc. 

Ordo  IV 

1  *  -lü  *  O 

"^  1-2-3 

1  *  ^  •  o 

^_  ^.fc_7)_(|-„S)^«-a  [SB'F^GBOB  +  6«) 

+  Mil=^8)(w-^9)^,,,_,o^3_g2  j,  j^  g  jj^rj^  _j_  3_ß  j)  j)  _^  QCCB) 


etc. 


w(w-5)(«-6)(w-7)      ,„_s  p4 
m(w-6)(m-7)(w-8)     ^«_oa7,.3/7 


_|_  ''.^(^ -M''z:pi!^:zlllA'^ -'HAB' F+ 12 B'CF-{-  GB'B'  +  12J5C^J)  +  C) 


etc. 
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Oräo   VI 

^  1-2-3-4-5  ~"^        -^ 

^  1.2-3.4.5  ^      ^^  ^ 

etc. 

6.   Hinc  ordinem  quemcumque  in  genere  evolvere  licebit;  sit  enim  index 
ordinis  A  +  1  statuanturque  membra  huius  ordinis 

4-  ^(^^-A-1)(w-X-2)(m-2--3)  . .  .  (w _ 2 A  +  1)  ,„_„,     _ 
^  l-2.3-4---;i    ~  ^     "    '^ 

;.(^-;i-2)(«-2-3)0^-A-4)..-(«-2A)  ,_, 

1-2-3-4--2  -^  '^ 


+  ^^(^-^-3)  (w -A-4)(n -l~  5)  ...(«_  2 2  -  1) 

1.2-3-4---;i  ~         ^ 


;i-2 


<? 


+  ^(±:zi.-^)(>^-^-5)0'-^-6).-.(^-2X-2)_         ;_.. 

1-2-3-4---A  -^  "-^^ 

etc. 
atque  valores  litterarum  0,  P,  ö,  -R  etc.  ita  se  habebunt,  ut  sit 

0  +  P^  +  <?/  +  iJ/  +  Ä/  +  etc.  =  (P  +  (Js  -f  P^ä  +  F,^^  +  etc.)\ 
unde  evolutione  fecta  colligimus 

0^B\  . 


1 


Ö  =  ¥ 
^  =  T 


5'  = 


4A 


Ö 


OD   .     l-i     TG 


J5    +       2 


OE 
B 


+ 


2X-1   PD       ;i-2     <><7 


P 


•  + 


P"' 


QJ'   I    3A-1    PP   ,    2A-2    QD    .     A-3      PC 
P    "^       4       ■   P    "T"       4       ""P^  +  ^TT 


P"' 


P 


,    4;i-l    PP   .    3A-2     eP   ,    2;i-3    PP    ,    2-4     S(7 


etc. 


P      '         5       ■    P 


P 


+      r,      ■  JB 
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sive  valoribus  iam  inventis  substituendis 

Q^XB'-'B  +  -^^^^^-  B'  - '  G\ 

B  =  XB'-^E+  ^^[^~  ^\b'-'CB  +  ^^^^^^^^^B'^'C, 
8=XB'-'F-\--^^^-~B'-"'(2CU+DB)  +  ^-^IJ^H^B'-'C'D 

+ IT2T3T4 ^       ^'      . 

etc. 

7.  De  hac  autem  forma  generali  probe  est  teneudum  ea  summam  sin- 
gularum  radicum  ad  dignitatem  n  elevatarum.  neutiquam  exprimi,  nisi  primo 
exponens  n  sit  numerus  integer  positivus,  tum  vero  ex  forma  generali,  quae 
in  infinitum  excurrit,  omnes  termini  excludantur,  in  quibus  littera  Ä  expo- 
nentem  negativum  esset  adeptura.  Hinc  quaestio  oritur  maximi  momenti, 
quinam  futurus  sit  valor  huius  formae  generalis,  si  omnes  termini  in  infini- 
tum retineantur,  idque  sive  exponens  n  fuerit  sive  positivus  sive  negativus, 
sive  integer  sive  fractus.  Hanc  igitur  quaestionem,  quoniam  inde  specula- 
tiones  maxime  notatu  dignae  et  in  doctrina  serierum  novam  quamdam  lucem 
accendentes  oriuntur,  hie  accuratius  evolvendam  suscepi.  Ostendam  autem 
hac  forma  generali  non  summam  potestatum  exponentis  n,  quae  ex  singulis 
radicibus  formantur,  sed  potius  potestatem  similem  unius  dumtaxat  radicis 
eiusque  maximae  exprimi. 

8.  Quo  hanc  investigationem  simpliciorem  reddam,  a  casu  huius  aequa- 
tionis  .        -r» 

i  =  A  +  Ä 

X  XX 

inchoabo,  ita  ut  litterae  (7,  D,  jEJ  etc.  omnes  evanescant.    Pro  hoc  ergo  casu 
forma  nostra  generalis,  in  cuius  valorem  inquirimus,  erit 

Ä-  +  nÄ^^^B  +  '^SEz^jn-^B'^+  <^JzMLi3:a-^B' 
_t_  ^''-JI^-D^JzIIa^'-^b'  +  etc 
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Ponamus  primo  w  ==  1  et  sit  valor  seriei  =  s,  ut  sit 

. «  -  ^  +  ^1  -  Y  •  2ä  +  ^3  ■  Z^  ■"  2T3  •  4  ■  Z  +  ^^''■' 
quae  revocatur  ad  hanc  formam 

cuius  seriei  summa  manifesto  est 

quae  est  aequationis  propositae   radix  maior.     Tum  vero   iam   constat  illius 
seriei  generalis  valorem  esse 


(|^  +  ]/(4-^^  +  J5))'; 


ex  quo  nullum  amplius  superest  dubium,  quin  illa  forma  generalis  potestatem 
exponentis  n  unius  tantum  radicis  aequationis  eiusque  maioris  exprimat,  hoc 
saltem  casu. 


M 


9.  In  genere  autem  eadem  conclusio  hoc  modo  confici  poterit.  Benotet  s' 
totam  illam  expressionem  generalem  §  5  exhibitam  et  in  infinitam  extensam 
sintque  s^''^^^  s^^"%  s^^-^^  etc.  eiusdem  valores,  si  loco  n  scribatur  n  —  1, 
n  —  2,  n  —  2  etc.;  atque  ex  genesi  illius  expressionis  intelligitur  fore 

verum  ex  ipsa  aequatione  proposita  est  quoque 

unde,  si  hae.  duae  aequationes  sequenti  modo  repraesententur 


et 


1  „  „___^^  +  _.__^  +  ___  _|. .^^^^ ^  ^  etc. 


1  = — ^  H — «  +  -T  +  etc., 
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quoniam  hoc  valet  pro  omnibus  numeris  n^  sequitur  fore 

Cum  igitur  posito  n==0  sit  5^^)  =  ^.^  =  1,  erit  pro  n  scribendo  successive 
numeros  1,  2,  3,  4  etc. 

s-(i)  =  i^,    s^')^x\    s^^=^x\    s^'^==^x^    etc. 

Quare  evictum  est  in  genere  fore 

Hie  autem  pro  x  siimi  debere  aequationis  propositae  radicem  maximam  inde 
patet,  quod  sumto  exponente  n  infinito,  quo  casu  formae  nostrae  pars  integra 
ab  universa  non  est  censenda  discrepare,  summa  potestatum  inflnitesimarum 
ad  potestatem  inflnitesimam  radicis  maximae  solam  reducitur. 

10.    En  ergo  theorema  notatu  dignissimum  usumque  habiturum  amplissi- 
mum,  quod  proposita  aequatione  quacumque  huius  formae 

l  =  -  +  ~^,+-s+"^~i  +  ^  +  etc., 

cuius  radix  maxima  sit  x  =  m,  expressionis  supra  §  5  exbibitae  et  in  infini- 
tum  continuatae  valor  sit  nf',  Quare  si  sumatur  ^  =  1,  eadem  expressio 
ipsam  radicem  maximam  exprimet.  Ubi  imprimis  omni  attentione  dignum 
occurrit,  quod  omnes  potestates  eiasdem  radicis  per  similes  expressiones  in- 
finitas  exprimantur;  quin  etiam  ponendo  ^^  =  0  ob  ^■^^—'^^l^  logaritbmus 
hyperbolicus  maximae  radicis  m  hoc  modo  exprimetur 

7         7  .    ,    JB       3£2  4.5JB« 

'    J.2       2  J.^  ~  2  •  3  JL® 

4-  R        6 (2 BD  +  PC)         ß'7{3B'D  +  3BC') 

,    ^  _  6(2BU+2CD)        7'S{SB'-E+ßBCB  +  C^) 
"^  A^        "      '~^2AJ  ^  2'BA^ 

etc. 
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•  11.  Quoniam  ergo  Mnc  cuiusque  aequationis  radicem  maximam  non 
solum  ipsam  sed  etiam  eius  quamciunque  potestatem  per  series  infinitas 
commode  exprimere  licet,  Mnc  primum  pulcherrimam  illam  seriem,  quam 
sagacissimi  ingenii  vir  Lambbrtus')  in  Actomm  Helveticorum  volumine  HI. 
pro  resolutione  aequationum  ex  tribus  tantum  terminis  constantium  tradidit, 
deducere  licet.     Quemadmodum  enim  supra  aequatio  haec 

1-^+4 

X     ^    x^ 
dederat 

^^^A^^nA^-^B+  "^  Ä-^  B^  +  ^^"^^  Ä^-^B^  +  etc., 

ita  haec  aequatio  j^        q 

X         x^ 
dabit 

^«  =  ^«  +  ^^«-.«C  +  '^^|-:^U''-«0^  +  "^*i^  etc. 

haecque  aequatio 

l  =  A  +  4 

X         x^ 

.« =  ^"  +  nA-^B  +  ^^lÄ-^jy^  +  ^=^^^A^-I^-^  etc.; 
ita  conclndimuö  pro  hac  aequatione 

X    ~  X''' 

fore 

OT(n--3W+  2)(W—  3OT+  1)  Jn-Smjjfp     I     gl^g 

+  "     1-2-3 

Statuamus  nunc  x  =  y'  et  x'"  =  y",  tum  vero  pro  M  scribamus  B  et  J  loco  n 
atque  ob  m=-  pro  resolutione  huius  aequationis  generalis 

1  =  ^  +  .^ 


1)  I.  H.  Lambert  (1728-- 1777),  OhservaUones  variae  in  mathesin  puram,  Acta  lielvetica  B, 
1758,  p.  128,  vide  ]praesertim  p,  144;  confer  etiam  Lamberti  dissertationem.  Ohsermtions  ana- 
lytiques,  Nouv.  mem.  de  Tacad.  d.  sc.  de  Berlin,  annee  1770,  1772,  p.  225.  P.  St. 


62-64]  OBSEEVATIONES  CIRCA  RADICES  AEQUATIONUM  275 

habebimus 

4-  >»(>^  +  3A-4f.)(^+2A-4ft)(n  +  A-4^)    .^r*   ,    ^, 
i  1.2-3.4;L*     ^  ^        ^  +  ^^^• 

12,  Si  igitur  aequationis 

yl   ^   yß 

radix  ipsa  desideretur  y,  poni  oportet  %  =  1  ac  fiet 

A  2  A  2  •  3  A 

+  (1  +3^-4^)(l  +  2A-4^)(jH:_A-4,).^4^^,  _^  ^^^_^ 

^  *   *>  •   4:  A 

quae  est  ipsa  series  Lambeeti  loco  allegato  exhibita  eoque  magis  notatu  digna 
videtur,  quod  coefflcientium  lex  satis  quidem  est  regularis  verumtamen  ita 
comparata,  ut,  si  series  ipsa  proponatur,  nulla  pateat  via  eins  summam  in- 
vestigandi;  quod  eo  magis  est  mirum,  quod  nihilominus  huius  seriei  summa 
non  solum  constat  sed  adeo  algebraice  exhiberi  potest,  cum  sit  una  radicum 
huius  aequationis 

i  =  A  +  l 

yl  yfl 

eaque  maxima.  Deinde  vero  huius  seriei  proprietas  maximi  sine  dubio  est 
momenti,  quod  omnes  eins  potestates  similibus  seriebus  exprimantur. 

13.  Indolem  harum  singularium  serierum  e  re  erit  in  aliquot  exemplis 
perspexisse.  iSumamus  ergo  A  =  3  et  ^  =  2,  ut  habeamus  hanc  aequationem 
cubicam 

y^^A  +  By, 

cuius  propterea  una  radicum  erit 


3  '  2-3  \3/    ^  2-  3-4  \3/ 

3    .-%(B\^        8  5  2      14    .-j/BY  ,      X 


1  _1.-^     3    .-s/JBV        8  5  2      14    .-t/-B\® 

2  '        3  '  4 

35* 
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quae  expressio  quo  clarior  reddatur,  sumamus  Ä=a'  et  J5  =  3&,  ut  prodeat 

7/  =  3&?/  +  «' 


hiiius  aequationis 


radix 


.,17 


h  ,  4-1.2  6^,  io-7.4-i.2-_5  ^  ,  HiiiJt^iIiii-^:.?-:A-^-^-5+etc. 

?/  =  *  +  7+¥^3^'?"''T^'3^4^^^7     a"^    2.3-4.5.6-7-8.9-10      a" 

2.1    &»       8.5.2.1_^    1' _  l±illl±Lili:A--I . -^-^ 
~2"-'3"a5~"2.S-4.5-6'a"       '  2 -TTlTT^TT^sTg      ffl' 

20 • 17-14-11.8.5.2-1  •  4  -  7  - 10  _  &^  _  g^g 
""     2- 3  •4-'5- 6  •7.8-9 -10- 11 -12      a^'^ 

quae  ita  concinnius  repraesentatur 

}>         1      6*         1     7-10     6'     ,    1_    7-10    13-16     h_^ 
2/  =  ß  +  -  +  -^  •  -^  +  y  •  -6.7-  •  »w  -r  '3  •    6.  7    ■  9  - 10      «>« 

1      7a_0     13-16     19-22     &^    ,    gtg 
+  J  '  "6  -7   ■  9"^10  ■  12  •  13    a^^  "^ 
1     &^        15-8      6"         1     5-8    11-14    ^_1    5^     ilj  1*  .  lll?0  . 1"  _  g^-ß 

-yo»"! 'öTg'^^^s '5^ arg"'«!'      s's.e     8-9     11-12   «^V 

14   Hae  series  accuratiorem   evolutionem  merentur.    Ponamus  ergo   pro 

priore 

s  =  ^  +  _^^^  +  A  .  1:^^'+  -  - .  +  üf^-^^H-  2/^^''-^^  +  etc., 

et  cum  esse  debeat 

haec  conditio  adimpletur  hac  aequatione  differentiali  secundi  gradus') 

dds  =  4.x^äds  +  6ir:^(?r^(^s  —  2xsdx\ 

quae    commode    per    2i^(i5  —  s^;^?   multiplicata    integrabilis    evadit;    reperitur 
enim  integraudo 

^ds^  —  sdxds  +  Cdx"^  =  4:X^ds^  —  4a^^56?a;öJ5  +  xxssdx\ 


1)  Quaestioaes  huius  generis  Eulerus  in  InstiMiomm  cälmli  integralis  volumine  secnndo, 
Petropoli  1769,  (vide  Sectionis  primae  capita- YIII  et  XI)  tractaverat;  Leonhärdt  Eulkrt  Opera 
omnia^  series  I,  voL  12.  P.  St. 
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ubi,  cum  sumto  %  infinite  parvo  fiat  z^==^x  et  ^-  =  1,  evidens  est  capi  debere 
(7=0;  ita  ut  Sit 

{xds  —  sdx)ds  =  4:X^[xds  : —  sdx)ds  +  ooxssdx^  =  xx(2xds  —  sdxy 
seu 

+ 


ssdx^       xsdx       1  —  4:X^^ 
unde  radicem  extrahendo  fit 


sdx 
ita  ut  habeamus 


ds  1  1  '|/      1 

~  2x'^  ix  y  1-'4:X^' 


dx  1,1,         2xYx 


j      1 .    .  1  r      dx  1 ,    ,  1 , 

2  2^  X  1/(1  -4:X^)        2  3      1  +  ]/(l  - 4:X^) 

Hinc  ergo  erit 

^    l  +  l/(l-4ii;^) 
15.    Ponamus  ergo  —  =  x,  nt  habeamus 

1     0         1     5-8    ß        1     5-8    11-14    ,,  ,      ' 

-  J  ^  -  ¥  •  öT  6  ^   -  3  ■  5-:-6- 8  "--9^   ^  -  ^^^- 

^  ,    .         1     3         1     5-8    6         1     5-8    11-14    o  , 

y~  =  s  4- 1  — ^  x"^  — -  "  ----- x^  — -  •  --—  •  --  -  x-^  —  etc. 

a  '  3  3     5-6  35-6      8-9 


seu 


Ponamus  summam  seriei 

■i         1«        15-8    f^  ,  , 

ac  reperiemus  ut  ante,  quoniam  lex  progressionis  est  eadem^), 

ddt  =  4:X^ddf  +  Qxxdxdt  —  2xtdx^; 

1)  Ponendo   if  =  1  —  y  ^^  —  -g-  •  ^~*--  x^' Mx^''  —  JViC^'^-i-  ^  —  etc.   lex   progressionis  est 

^  ^    „.^^^^LL.      -„^ .  nihilo  minus  haec  conditio  eadem  aequatione  differentiali  adimpletur,  quae 
pro  summa  5  reperta  erat.  P.  St. 
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cnius  integrale  propterea  est  quoque 

quia  enim  sumto  x  infinite  parvo  flt  i5  =«  1  et  -j-  =  ö,  constans  addenda  etiam 
evanescit.     Porro  ergo  integrando  adipiscimur 

t  =  xf -^ -^^ 

fietque  t^l,  si  x  =  0.    Quocirca  pro  radice  aequationis 

habebimus 

'  1  _  y(i  _  ix')  ,  -(/ 1  + 1/(1  -  Ix') 


..fi^ysL-±t)j^fi 


existente  «  =  ,75  ideoque 

quam  eandem  expressionem  regiila  Cardani  suppeditat. 

16.    Evolvamus  alind   exeniplum   aequationis   cubicae   ponendo   A  ==  1   et 
f,i  =  3^  nt  Sit 

y^  =  Ayy  +  B, 

ac  posito  33  ===  ^  nostra  forma  dat 

y        .    ,  4     .    ,    6-7    «       8-9.10    4    ,    10-11 •12-13    .  . 


quae  ad  haue  legem  reducitur  continuitatis 
Ä     ¥~T  +  ^~¥^  +2:-3 


^       ^  +  a;  —  4-»'  +  ^-I-^'  •  •  •  ±  l/ic"  q=  IVa;"+^  +  etc., 


ut  Sit 

y_3(3^-l)(3w+l)  27WW-3      ,^ 

(2w-fl)(2w  +  '2)  4MW  +  6W  +  2 
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Ponamus 

y        1  _ 

et  relatio  inter  5  et  o;  exprimetur  per  haue  aequationem  differentialem  se- 
cundi  gradus 

A:xxdds  +  2xdxd^  +  21x^dds  +  27  x^dxds  —  3xsdx^  =  0, 

quae  per  ~~  multiplicata  et  integrata  praebet 

ixds^  +  21xxds^  —  bssdx^  =  Cdx\ 
unde  coUigitur 

ds         dx 

y{C+Sss)~y(4:X  +  27xxy 

cuius  integratio  dat 

unde  porro  elicitur  haec  aequatio  algebraica 

»  =  ^  (l  +  -11»^  +  3  -)/(3x  +  ^^)) '  +  B  (l  +  'y-  ~  3  ]/(3  .  +  ^5»))* 

quae  evoluta  utique  praebet 

s'  =  3^I?s  +  {Ä'  +  j5^)  (l  +  ^^  +  S{Ä'~  B') y(Sx  +  ^^ ; 

aequatio  autem  assumta  inter  s  et  x  erat 

^'  =  1^  +  ^  +  ^, 
quae  in  integrali  illo  completo  continetur  sximendo 

^  =  J5  =  l. 


17.    Evolutio    haec   elegantissima    aequationum    tribus    tantum    terminis 
constantium 

f  ^  r 
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eo  maiorem  attentionem  meretur,  quod  nuUa  via  patet  directa  ex  serie  in- 
venta  in  genere  valorem  summae  y  investigandi,  etiamsi  tandem  haec  summa 
maxime  concinna  aequatione  algebraica  exhiberi  possit.  Quod  enim  casus  Mc 
pro  aequationibus  quadraticis  et  cubicis  expedire  licuit,  successus  huic  cir- 
Gumstantiae  soll  acceptus  est  referendus,  quod  barum  aequationum  resolutio 
est  in  potestate;  unde  non  immerito  suspicari  licet,  si  methodus  detegeretur 
buiusmodi  series  summandi,  inde  eximia  subsidia  ad  resolutionem  aequationum 
cuiuscumque  gradus  esse  redundatura.  Simili  autem  modo  evolutio  aequa- 
tionum quaternis  terminis  constantium  exbiberi  potest  latissime  patens,  quae 
autem  ita  est  comparata,  ut  singuli  termini  continuo  plura  membra  con- 
tineant,  quorum  tamen  ordo  satis  est  perspicuus. 


18.   Si  enim  in  genere  haec  fuerit  proposita  aequatio  quatuor  constans 
terminis 

atque  ponamus  if=P-{-  Q^  B-{-  S -\- 1 -\-  etc.,  hae  partes  P,  Q,  B,  8,  T  etc. 
sequenti  modo  determinantur 

n 

P=Ä\ 

n  —  n  n-~v 

n  —  Hl'-  V 


ji_ .^___ A        BB  + ^^ A     ^     LL 


n(n-\-  X  — 

-1-  w(w  +  ;i-2y)  j-i-  ^^ 

1.  '  2  A 
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-r  1.2.3.4F~  ^  -^  ^ 

"^  1-2.3-41*  — — ^  i^  0 

4w(w  +  A-fi-3a;)(»«  +  2A-i[i-3v)(M  +  3;i-^-3v)     .-^^^^T^^'^  p^s 

"■"  1-2-3-4A*  ^0 

etc. 


19.  Hinc  iam,  quotcmnque  aequatio  contineat  terminos 

l  =  7  +  ^  +  ^H-p-  +  etc., 

in  genere  valor  potestatis  indeflnitae  2/"  assignari  poterit;  aeqixabitur  enim 
seriei  ex  infinito  terminorum  numero  conflatae,  qui  ex  omnibus  quantitatum 
B,  C,  D  etc.  combinationibus  nascuntur.  Sufficiet  igitur  in  genere  terminnm 
huic  combinationi  Bi^C^JD^  etc.  respondentem  definivisse,  ubi  pro  ß,  y,  8  etc. 
successive  omnes  numeri  integri  positivi  a  cyphra  0,  1,  2,  3  etc.  in  infinitum 
substitui  sunt  intelligendi.  Ad  hunc  autem  terminum  inveniendiim.  primo  in- 
dagari  debet  numerus  combinationum  formae  B^G^B^  etc.,  quem  statuamus 
=  N,  et  posita  exponentium  summa  /3  +  /  +  (?  +  etc.  =  j)  notum  est  fore 


jV=_.^ 


1-2-3---J) 


l-2---ß-l-2---Y-l-2---8  etc. 

Deinde   ponamus  brevitatis   gratia  ßfi-\- yv -{.  d^j^  etc.  =  q   atque  terminus 
quaesitus  formae  B'W^B^  etc.  conveniens  erit 

^-  f  ^'^^  ■  ^^  •  ^^4P  •  •  ■  «-±itlfci  /^^B'O'jy  etc. 

Omnes   ergo   hi  termini   iunctim   sumti  verum   valorem   potestatis  9f   deter- 
minabunt. 
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Evolutio  aequationis  1  == h  -ßi/^ 

20.  üt  exemplum  aequationis  biquadraticae  proferaiia,  haue  aequationem, 
qiiae  istam  formam  dat 

evolvendam   suscipio.     Cum   igitur   sit   /l  =  1  et  ^£-  =  —  3,   hanc   adipiscimur 
seriem 

In  hac  Serie  quilibet  terminus  ita  pendet  a  praecedente,  ut  quisque  ter- 
minus  per  praecedentem  divisus  praebeat  qiiotum  buins  formae 

ex  quo  summatio  buius  seriei  perducitur  ad  aequatiouem  differentialem  tertii 
gradus,  quae  facto  A-=jU  et  J?  =  -j,  ut  aequatio  proposita  sit 

ita  se  babebit 

32  (1  —  u^)  d^y  —  lAitmdiuldy  —  86  udu^dy  +  bydu^  =  0, 

sumto   scilicet   elemento   die   constaute.     Qaemadmodum   autem  illa   aequatio 
in  hac  contineatur,  non  perspicitur. 

21.  Observo  autem  hanc  aequationem  integrabilem  reddi,  si  multiplicetur 
per  y;  singuli  enim  termini,  quatenus  fieri  potest,  integrati  praebent,  ut  sequitur: 


^y^yddy  —  jdy"^  (per  32), 

l^tt^yd^y  =  u^yddy  —  jU^dy^—  Suuydudy  +  Suy^du^ 
+  -J  uududy^  —  sTyydu^  (per  —  32), 

i  uicydiiddy  =  uuydudy  —  uyydu^  —  Cuududy^  +  fyydu^  (per  —  144), 

J'udu^ydy  =  ^uy^du^ ~f- ^Cyydu^  (per  —86), 

fyydu^  =fyydu'  (per  5), 
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unde  nascitur  haec  forma  integrata 

16(1  —  yF)  (^yddy  —  dif)  —  4.8uuijdudy  +  5uy^du^  ==  Cdu^, 

quae  ponendo 

y  =  0z 

ob   ^t/  =  /,    ydy  =  2^^dz    et    yddy  -+ dy^-=:yddy  +  4:Z^d0^=20^dd0  +  600d0 

ideoque 

2yddy  =  Az^dd0  +  4:00d0^     seu     2yddy  —  dy^  =  4:0^dd0 

induit  hanc  formam 

64(1  —  u')0''dd0—  96uu0'dud0  +  5m^du'  =  Cdu' 
vel 

64(1  —  u')dd0  —  96uudud0  +  5u0du'  =  — ~, 


quae   ergo   haue   aequationem  integralem   0^  =  ^^00  —  811  in   se   complectitur; 
idque  casu,  quo  constans  C=  —  9,  propterea  quod  est 


y  =  ju+  |-^^+  J3^e^  +  etc. 


ideoque  sumto  u  infinite  parvo  0  =  ~l  ]/3 


u. 


22.  Cum  nulla  via  pateat  hanc  aequationem  differentialem  secmidi  gradus 
ulterius  reducendi,  operae  pretium  erit  investigare,  quomodo  et  quatenus  ea 
cum  aequatione  finita  0^  =  4:00  —  Su  conveniat.  In  liunc  finem  repraesentemus 
aequationem  differentialem  hac  forma 

L0'dd0  +  M0'dud0  +  iV"/c?w^  =  Cdu\ 
ut  sit 

i:  =  64(l  — ^^'),     M==~96uu     et     N==5u; 

at  aequatio  finita  differentiata  dat 

80'^d0==S0d0  —  3du     seu     8d0(u  —  00)^0du, 
unde  fit  porro  differentiando 

8dd0{u  —  00)  =  i%0d0'  -  idud0  =  Ip::!^^  du\ 

36* 
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Cum  ergo  sit 

du        8  (t(  —  5^)  d%i^  """  64  {u  —  B^y  ' 

prodibit  facta  substitutione  haec  aequatio 

(u^0^y  u—00    '' 

seu 

(1  —  u')0\d00  —  Tu)  —  (Itiu  +  5u0^y(u  —  zzj—  G(u  —  00)'  =  0, 

quae  evoluta  et  ope  aequationis  /  =  4;e?^  — 3^  ad  potestates  ipsius  0  octava 
minores  depressa  perducit  ad  hanc 

(9  +  6>'  —  3(9  +  C)u0'  +  3(9  +  G)um0  —  (9  +  (7)^«  =-  0, 

cui  valor  (7=  —  9  manifesto  satisfacit. 

23.  Plus  autem  Mnc  concludere  non  licet  quam  aequationem  hanc 

/  =  4^^  — 3^<^ 

contineri  in  bac  aequatione  differentio-differentiali 

64(1  —  vF)ß^ddz  —  %uu0^dudz  +  ^uz^du^  =  Cdu^ 

casu,  quo  C=  —  9.  Interim  tarnen  ne  boc  quidem  casu  integrale  completum 
exbibere  licet,  in  quod  praeterea  duae  quantitates  constantes  ingrediantur. 
Multo  minus  autem  in  genere,  quicumque  valor  ipsi  C  tribuatur,  integrationem 
sperare  poterimuB,  cum  ne  casu  quidem  C=0  [aequatio]  metbodis  cognitis 
integrationem  admittat.  Ex  quo  intelligimus,  si  aequationes  algebraicae, 
quarum  radices  bic  ad  series  infinitas  perduximus,  tertium  gradum  superent, 
serierum  inde  natarum  summas  nullius  metbodi  adbuc  cognitae  ope  investi- 
gari  posse. 

24.  Coronidis  loco  adiungam  problema  inversum,   quo   proposita  huius- 
modi  aequatione  cubica 

investigari  oporteat  aequationem  diflferentialem  secundi  ordinis  buius  formae 

ddy-^-Qdy-^-By^O, 
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in  qua  illa  contineatnr.  Quae  investigatio  semper  succedit,  diiferentiatione 
enim  bis  instituta  indeque  liic  loco  dy  et  ddy  yaloribus  substitutis,  ut  ter- 
mini  prodeant  solam  quantitatem  y  eiusque  potestates  continentes,  quas  ope 
aequationis  2/^+i?2/  +  ?  =  0  infra  tertiam  deprimere  licebit.  Quo  facto  seor- 
sim  ad  nihilum  redigantur  partes  cum  ab  y  liberae,  tum  vero"  ipsam  y  eius- 
que quadratum  yy  continentes,  ubi  commode  eveniet,  ut,  simulac  binis  con- 
ditionibus  fuerit  satisfactum,  tertia  sponte  adimpleatur.  Hoc  autem  modo 
calculum  instituendo  reperietur 

idqdp-2pdq)(4:p^  +  27qq)       "         "+"    \qdf--'~2pdq    ' 

Jl  =     ^P{dq^+pdp^dq--qdp^)         dqddp  —  dpddq 
{3qdp'-2pdq) {if  +  Wqq)  "^  ^Yqdp^^^pdq 

Haec  autem  aequatio  per 

4:p^  +  27gq     '  ^     ^  -   . 

rHdf:^2^pW/(^^^y-y'^^^ 

multiplicata  integrabilis  redditur  indeque  porro  pro  y  aequatio  cubica  latius 
patens  quam  proposita  elicietur. 

25.^  Aequatio  differentialis  secundi  gradus  magis  fit  concinna,  si  ponatar 
qq  =  ^^;  fiet  enim 


ddy--dy(^''  +  ^.-^^ 


dx 


2  (fJ^^J 

'  \2pdx         2p  "^  'Ipp Tpx         'Ip{l  +  (^        ZQxiJ+'x))  ~    ' 

quae  per 

multiplicata  et  integrata  praebet^) 

pdx^     \   -^        2p  J       36  ~  36jp' 
1)  Editio  priueeps:  ^^^  (äy  -  ^f  )U  ^  +  £ .  Oorrerit  P.  Si 
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et  ponendo  y  =  0Vp  hinc  reperitur^) 

6d0  dx 


quae  denuo  integrata  dat 

(^-|_  ]/(C+  ,,-^y^  i)(\-^  x-\-Vx{l  +x))  =  -l-]){yx  +  V(l  +  cc))\ 
unde  tandem  eruitur 

z^-l-^A(Vx  +  V{l-i'x)f+B{yx-V{l  +  x)f 

ac  cubo  sumendo 

z'===~BÄB0-\-{Ä'-\-  B')  yx  +  {Ä'  -  B')  ]/(l  +  x). 


1)  Editio  princeps:  — ; '- —  = -: —  gt^ae  äenuo  integrata  dat: 

(^  +  ]/(C'  +  ^^)>^-I)(|  +  ^  +  ]/^(l+^)) 
unäe  tandem  eruitur  i 

ac  cuho  sumendo 

Correxit  P.  St. 


PROBLEMA  ALGEBEAICUM 
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Oommentatio  407  indicis  Ehestroemiani 
Noyi  commentarii  academiae  scientiarum  Petropolitanae  15  (1770),  1771,  ij.  75—106 

Summarium  ibidem  p.  13 — 15 

SÜMMARIUM 

Problema,  qiiod  in  liac  dissertatione  resolvitnr,  cum  quadratis  magicis  multum  habet 
affinitatis,  sed  ob  affectiones  prorsus  singiüares  longe  magis  est  memorabile.  Invenieiidö^e 
nimirum  sunt  novem  quantitates  Ä,  B,  G,  B  etc,  quae  sint  eins  indolis,  nt  in  quadratum 
hoc  modo  dispositae  a      t>      n 

D,    JE,    F, 
O,    E,    I 

dnodecim  liis  conditionibus  satisfaciant 

1.  ^2+D^-f-(?^  =  l,  4.  AB-{-I)E+GH^O, 

2.  B'^+U'-i-m  =  l,  o.  AC  +  DF-i-GI  =0, 

3.  C'-^F'^-i-  P=-[,  6.  BC  -i-EF+HI^O, 

1.  A'-\-B'+C'  =  l,  10.  AD -\- BE -]- GF  =  0, 

8.  D^+E'+F'  =  l,  11.  AG +  BE-^  Ol  =0, 

9.  ^2  +  irä+P=l,  12.  DG  +  ES -^  FI  ==^0. 

Prima  observatio,  quam  111.  Auetor  de  hoc  problemate  affert,  in  eo  consistit,  ut  id 
ad  classem  problematum  indeterminatorum  referat;  id  quod  eo  magis  paradoxum  videri 
omnino  debet,  cum  numerus  eonditionum  adimplendarum  superet  numerum  quantitatum  in- 
coguitarum,  unde  problema  potius  pro  plus  quam  determioato  habendum  tbret;  verum  natura 
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problematis  penitus  perspecta  demonstrari  potest  adimpletis  sex  prioribus  conditionibus  sex 
posterioribus  necessario  satisfieri  adeoque  tres  illanim  quantitatum  arbitrio  nostro  relinqui. 
Haec  vero  ipsa  elegans  affectio,  qua  problematis  eTolutio  multo  redditur  simplicior,  tantum 
abest,  ut  sit  obvia,  ut  potius  111.  Anctor  eam  sub  forma  insignis  tbeorematis  proponat, 
quod  demonstratu  difficillimnm  censeri  debeat.  Praeterea  ipsnm  problema  non  pro  inani 
liisiT  ingenii  est  habendum,  sed  in  doctrina  de  natura  superficierum  amplissimi  usus  est. 
Quem  postquam  ostendisset  111.  Anctor,  primo  completam  tbeorematis  modo  memorati 
demonstrationem  tradit,  deinde  vero  problematis  solutionem  ex  tbeoria  angulorum  petitam 
sistit;  quae  quidem  in  se  est  elegantissima,  sed  eo  defectu  laborat,  ut  ex  ea  vix  quicquam 
subsidii  pro  resolvendis  aliis  buius  generis  quaestionibus  magis  complicatis  repeti  queat. 
Haue  ob  rem  lU.  Auetor  solutionem  generalem  investigare  aggreditur  eamque  non  modo  ad 
casum  propositum  novem  quantitatum,  sed  ad  eomplicatiores  quoque,  quos  16,  25  etc.  quan- 
titates  incognitae  ingrediuntur,  accommodat,  immo  et  ostendit,  quomodo  ad  duodecim  priores 
conditiones  novem  aliae  adiici  potuissent,  quae  vero  itidem  re  ipsa  in  sex  prioribus  neces- 
sario involvuntur.  Ooronidis  loco  111.  Auetor  problematis  solutionem  ex  methodo  Diophantea 
petitam  in  numeris  rationalibus  pro  casu  9  numerorum  subiungit.  Ad  casum  vero  16  nume- 
rorum  ista  methodus  difficulter  accommodatur;  alio  tarnen  modo  eoque  prorsus  singulari 
111.  Auetor  et  pro  hoc  casu  solutionem  latissime  patentem  nactus  est;  in  quam  tarnen  cum 
nonnisi  divinando  inciderit,  si  quis  metbodum  directam  ad  talem  solutionem  manuducentem 
investigaverit,  is  non  Algebrae  solum  communi,  sed  metliodo  etiam  Diopbanteae  insignia 
incrementa  attulisse  foret  censendus. 


Problema,  cuiiis  affectiones  hie  contemplandas  suscipio,  ita  se  habet: 

Invenire  novem  numeros  ita  in  quadratum  disponendos 

D,     H,     F, 
G,    S,    I, 

ut  satisfiat  duodecim  sequentibus  conditionibus 

1.  ÄA-^DI>+G0==1,  4.  AB  +  DE+GH='0, 

2.  BB-^EJE+HH=1,  5.  ÄC  -\- BF  +  Gl  =  0, 
8.  CG  +FF+  II  =1,  6.  BG  -\-FF-^HI  =  0, 
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7.  ÄÄ  +  BB+  CC==^1,  10.  ÄD  +  BU+CF=^0, 

8.  BD+EF+FF==1,  11.  AG  +  BS-i^  CI  =  0, 

9.  GG  +  HH+  JJ  =  1,  12.  DG^EH-^FI^O. 

Circa  hoc  problema  sequentia  observo. 

1.  Cum  numerus  conditionum  implendarum  superet  numerum  quautitatum 
determinandarum,  problema  hoc  plus  quam  determinatum  videtur.  Utcumque 
enim  couditioues  praescriptae  perpendantur,  nuUa  alia  relatio,  qua  aliquae  in 
reliquis  iam  contineantur,  in  iis  deprehenditur,  nisi  quod  summa  conditionum 
7.,  8.,  9.  conveniat  cum  summa  conditionum  1.,  2.,  3.;  unde  unica  harum 
duodecim  conditionum  in  reliquis  iam  contineri  videtur;  qua  remota  tarnen 
adhuc  undecim  conditiones  relinquuntur,  quae  binario  numerum  quautitatum 
incognitarum  exceduni  Hie  equidem  tantum  de  eiusmodi  relatione  loquor, 
quae  has  conditiones  consideranti  occurrit;  revera  enim  aliquot  necessariae 
relationes  inter  eas  intercedunt,  quae  autem  vix  ante  animadvertuntur,  quam 
problema  perfecte  fuerit  solutum. 

2.  Deinde  observo  hoc  problema  non  solum  non  esse  plus  quam  deter- 
minatum, sed  adeo  esse  indeterminatum,  ita  nt  novem  numerorum  quaesitorum 
tres  pro  lubitu  accipere  liceat  nihiloque  minus  omnibus  conditionibus  prae- 
scriptis  satisfieri  queat.  Dummodo  enim  sex  prioribus  conditionibus  fuerit 
satisfactum,  reliquae  sex  sponte  implentiir  atque  omnino  fieri  non  potest,  ut 
sex  prioribus  satisflat,  quin  simul  omnibus  satisfiat.  Quocirca  problema 
propositum  eiusdem  prorsus  indolis  maueret,  etiamsi  sex  posteriores  con- 
ditiones plane  omitterentur;  ac  tum  ei  insigne  theorema  istud  adiungi  posset: 

Quodsi  novem  numeri  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G,  J3,  I  ita  fuerint  comparatij 
ut  sex  prioribus  conditionibus  satisfaciant,  tum  etiam  necessario  sex  posterioribus 
satisfacient 

Quod  theorema  pro  difflcillimo  demonstratu  venditare  non  dubito  neque 
Video,  quomodo  demonstratio  adornari  queat,  nisi  solutio  problematis  fuerit 
explorata. 

3.  Neque  vero  hoc  problema  pro  otiosa  speculatione  seu  mero  lusu  in- 
genii  est  habendum,  sed  potius  in  doctrina  de  superficierum  natura  est  maximi 
momenti.     Cum  enim  natura  superficiei  per  aequationem  inter  ternas  coordi- 
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natas  tribns  axibus  inter  se  nofmalibiis  parallelas  exprimi  soleat,  talis  aequatio 
mntandis  axibus  in  infinitum  variari  potest,  etiamsi  axitim  communis  inter- 
sectio  in  eodem  puncto  statuatur.  Quoniam  igitur  eadem  superficies  infinitis 
aequationibus  diversis  inter  ternas  coordinatas  definiri  potest,  plurimum 
interest  earum  characterem  communem  nosse,  qui  in  eo  consistit,  ut,  si 
coordinatae  ternis  quibusdam  axibus  datis  parallelae  sint  x,  y,  0,  quae  autem 
aliis  quibuscumque  axibus  constituuntur  parallelae,  fuerint  X,  Y,  Z,  earum. 
relatio  mutua  semper  huiusmodi  formulis  contineatur 

X=-Äx  +  By+  Cz,     r==  Dx  +  Ey  +  F0,     Z=  Gx  +  Hy  +  B] 

qui  novem  coefficientes  ita  comparati  sint  necesse  est,  ut  inde  flat 

XX+TY-^  ZZ=xx-^yy-\-^0, 

quandoquidem  bis  formulis  quadratum  intervalli,  quo  superficiei  punctum  ab 
initio  coordinatarum  distat,  exprimitur.  Quod  fieri  nequit,  nisi  hae  sex 
aequationes  habeant  locum 

^^  + DD +(?(?  =  !,     BB  +  EF.  +  HH=1,     CC+FF+  II^l, 

AB  +  BE+GH^O,     AC  +  BF+GI  ^Q,     BC+EF+  III^O, 

quae  sunt  ipsae  sex  priores  conditiones  nostri  problematis. 

4.  Quocumque  autem  modo  hoc  problema  secandum  Algebrae  praecepta 
tentetur,  ob  tantum  incognitarum  numerum  semper  ad  calculos  vehementer 
intricatos  pervenitur,  ex  quibus  neutiquam  solutionem  commodam  expectare 
liceat.  Theoriaru  quidem  angulorum  in  subsidimn  vocando  haud  difflculter 
solutio  satis  concinna  obtinetur,  verum  haec  methodus  vix  ad  alias  huius  ge- 
neris  quaestiones  magis  complicatas  traduci  poterit;  veluti  si  cnxa  16,  25,  36  etc. 
numeros  pariter  in  quadratum  disponendos  similis  quaestio  instituatur,  ut 
summa  quadratorum  per  singulas  columnas  tarn  verticales  quam  horizontales 
sumtorum  unitati  aequetur,  simul  vero  summae  productorum  secundum  binas 
columnas  itidem  tam  verticales  quam  horizontales  ad  nihilum  redigantur. 
Methodum  ergo  etiam  ad  has  quaestiones  patentem,  quae  utique  in  Analysi 
maximi  momenti  est  putanda,  deinceps  sum  expositurus,  postquam  demon- 
strationem  th^orematis  §  2  memorati  atque  solutionem  problematis  initio 
propositi  ope  sinuum  et  cosinuum  tradidero. 
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DEMONSTRATIO  THEOEEMATIS  §  2  PEOPOSITI 

5.  Assumo  ergo  novem  numeros  nostros  A,  B,  C,  D,  .E,  F,  G,  ff,  I  ita 
esse  comparatos,  ut  sit 

1.  ÄÄ  +  DB  +  iaa^i,         4.  ÄB-{-DJE+aff=o, 

2.  BB  +  EU+HH^l,  5.  ÄC-\-J)F-\-GI  ==0, 

8.  CG  -i-FF-{-  II  =1,  G.  BG-\-FF+HI  =0, 

quarum  tres  posteriores  ita  repraesento 

4.  ÄB  =  —  DE—GH, 

5.  ÄC  =  —  DF-GI, 

6.  BC  =  —  EF-HI; 

unde  concludo  fore 

4-5       AÄBO  _   .  A^_  (-D-^_+  GS){DF+GI) 
6    ■        BC      "^  "  EJF>  Jffi "  ^     ' 

qui  valor  ipsius  J.^  in  prima  aequatione  positus  dat 

-{DE+  GH) {BF  +  Gl)  +  {EF  +  EI)  {BB  -]-GG)^EF+  III 

factaque  evolutione 

-  BEGI-  BFGff+  BBHI+  EFGG  =^EF-\-  HI, 

cuius  aequationis  primum  merabrum  manifesto  in  hos  factores  resolvitur 

{BH-  EG){BI-  FG)  ^  EF  +  HI 

6.  Cum  igitur  sit  EF+HI^^  —  BC,  erit 

BC=^{EG  —  BH){BI—FG) 

similique  modo  colligetur  fore 

AC  =  (FH—  EI)  (EG  -  BH) 
et 

AB  =  {BI -FG)(FH-EI), 

37* 
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quarum  duarum  posteriorum  productum  per  primam  divisum  praebet 

AA^[FE-EIf 

Mncque 

A.==±{FE-EI); 

quia  autem  singulos  numeros  tarn  negative  quam  positive  capere  licet,  ambi- 
guitas   signi  nuUam  variationem  inferre  est  censenda,   imde  sumto   superiori 

babebimus  _  ^^ 

A^FH-EI,     B^DI-FG,     G=^EG-DH. 

Cum  autem  ex  rei  natura  columnas  verticales  inter  se  permutare  liceat,  binc 
per  analogiam  concludimus  fore 

j)^BI-CE,     E=^Ga-ÄI,      F^ÄH-BG, 

Q^CE-BF,     B^ÄF—CD,     I^BB-AE. 

7.  En  ergo  novem  novas  determinationes,  quae  in  sex  conditionibus 
praescriptis  uecessario  involvuntur  et  quas  insuper  ad  duodecim  conditiones 
initio  propositas  adiicere  potuissemus.  Verum  hae  ipsae  novem  determinationes, 
quas  sequenti  modo  indicabo 

13.  A  =  FE-  EI,       16.  B^BI  -  GE,     19.  G  =  GE--  BF, 

U.  B'='BI  -  FG,      17.  E  =  CG-AI,     20.  E^AF-  GB, 

15.  C^EG  -BE,      18.  F  =  AE-  BG,     21.  I  =  BB-A E, 

lacile  ad  conditiones  sex  posteriores  initio  propositas  deducunt.  Nam  for- 
mulae  13.  per  D,  14.  per  E  et  15.  per  F  multiplicatae  et  in  unam  summam 
coUectae  dant 

AB  +  BE-^GF  =  +  BFE+  BEI+EFG  -  BEI-  EEG  -  BFE=  0, 

quae  est  ipsa  conditio  10.  initio  proposita,  similique  modo  13.  G-\-14:.E-\- 15. 1 
dabit  conditionem  11.  et  16.  (?  +  17.  JT+18.  I  conditionem  12.,  ita  ut  sit 

10.  AB  +  BE+GF^^O, 

11.  AG  +  BE+CI  ==^0, 

12.  BG-\-EE^FI=0. 
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8.  Denique  si  in  formula  13.  valores  litterarum  JE  et  F  ex  formulis  17 
et  18.  substituantur,  emergit  liaec  aequatio 

Ä^ÄHE—BGE—  CGI-i-  ÄII^  A{HH+  II)—  G(BH+  CT); 

at  ex  aequatione  11.  est  BS-\-  CI=  —  AG,  unde  colligitur 

Ä^Ä{GG-\-EE-\-II) 

ideoque   vel   ^  =  0   vel    GG  -\-  EE-\-  II^l.     Cum   autem   simili   modo  ex 
formulis  14.,  15.,  16.,  17.  et  18.  eliciantur  aequationes 

B  =  B{GG^EE^II), 

C  =  G{GG-i-EE-^II), 

J)=^D{GG  +  EE-^II), 

E=JS(GG-\-EE+II) 
et 

F=  F{GG  +  EE-^II) 

iieque  litterae  A,  B,  C,  B,  E,  F  omnes  simul  evanescant,  necesse  est  sit 

GG  +  EE+n=l, 
quae  est  conditio  9.;  hocque  modo  ostenditur  esse 

7.  AA+BB  ^CC  =  1, 

8.  BB  +  FE+FF^'l, 

9.  GG  +EE+  II  =1; 

(juae  est  demonstratio  completa  theorematis  propositi. 

SOLUTIO  PEOBLEMATIS  INITIO  PEOPOSITI 

9.  Statuamus  A  =  cos.'Q  et  cum  conditiones  1.  et  7.  praebeant 

BB-^GG=^8in.'C     et     BB  +  GC=  sin/i^, 
bis  in  genere  satisfaciemus  ponendo 

B  =  sin.  S  COS.  7],     C  =  sin.  'Q  sin.  rj,     D  =  sin.  'Q  cos.  6,     G  =  sin.  t  sin  0. 
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Considerentur  iam  coiidition.es  17.  et  21.,   quae  factis  Ms  substitutionibus  in- 
duent  has  formas 
17.  B  ==  sin.  t^  sin.  tj  sin.  d  —I  cos.  ^    seu    ^  +  I  cos.  'Q  =  sin.  £;'  sin.  ij  sin.  ß, 
21.   I  =  sin.  ^  COS.  7]  COS.  6  —  JE  cos.  ^    seu     I  +  jB  cos.  ^  =  sin.  ^^  cos.  rj  cos.  ö. 
Hinc  17.— 21.  cos.  ^  et  21.— 17.  cos.  ?  dant 

^(1  —  COS.  t^)  =  sin.  ^^  (sin.  7}  sin.  Ö  —  cos.  ^  cos.??  cos.Ö), 
I  (1  —  cos.  ^)  =  sin.  S^  (cos.  rj  cos.  ö  —  cos.  ^  sin.  ??  sin.  ö), 

unde  coUigitur 

JE  ==  sin.  7?  sin.  6  —  cos.  ^  cos.tj  cos.  6 

et 

J  =  COS.  7]  COS.  ö  —  COS.  t  sin.  tj  sin.  6. 

10.   Simili  modo    conditiones   18.  et  20.   modo   ante   demonstratae    factis 
substitntionibus  suppeditant  has  aequationes 

18.  F=H COS. ^  —  sin.  ^  cos. ?]  sin.  ö  seu  F  —  H cos.  t  =  —  sin. l^  cos. ?j  sin.  6, 
20.  il=  i^'  COS.  l  —  sin.  g^  sin.  ri  cos.  (9     seu     IZ—  F  cos.  ^  =  —  sin.  ^^  sin.  ??  cos.  6, 

unde  formae  18.  +  20.  cos.  ^  et  20.  +  18,  cos.  'Q  producunt 

F  (1  —  COS.  ^C)  =  —  sin.  t^  (cos.7j  sin.  6  ■+■  cos.  ^  sin.  'Y]  cos. ö), 
J?(l  —  cos#^^)  =  —  sin.  'C  (sin.  tj  cos.ö  +  cos.  Z  cos.?]  sin.  ö); 

unde  ob  1  —  cos.  ^^  =  sin.  ^^  elicitur 

jP  ==  —  cos.  71  sin.  ö  —  cos.  ^  sin.  rjco^.d 

et 

JSr=  —  sin.  ?j  COS.  ö  —  COS.  ^  cos.  ??  sin.  6 

sicque  novem  numeri  conditionibus  praescriptis  satisfacientes  ita  sunt  definiti, 
ut  tres  anguli  ^,  7j,  6  arbitrio  nostro  relinquantur,  in  quo  criterium  solutionis 
completae  cernitur.^) 

l)  EuLERUS  formulas  hac  paragrapho  evolutas  iam  exposuerat  in  Appendice  de  superficiebus 
Introäuctioni  in  analysm  infinitorum,  Lausannae  1748,  addita,  t.  II,  p.  369;  Leonmardi  Eüleri 
O^era  omnia^  series  I,  voL  9.  lisdem  formulis  postea  usus  erat  in  disquisitionibus  mecbauicis,  vide 
imprimis  Commentationem  336  (indicis  Enestroemiani):  Du  mouvement  d'un  corps  solide  quel- 
conque  lorsquHl  tourne  autour  cVun  aooe  moUle,  Mein,  de  l'acad.  d.  sc.  de  Berlin  [16]  (1760), 
1767,  p.  176,  praesertim  p.  197.    Leonhardi  Euleri  Opera  omnia,  series  II,  yoI  6,  P.  St. 
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11.  Solutio  ergo  completa  nostri  problematis  ita  se  habet,  ut  novem 
numeri  quaesiti  sequentes  sortiantur  valores 

J.  =  cos.t,  B=      sin.  ^  COS.?], 

D  =  sin.  ^  COS.  ö ,         E=      sin.  ri  sin.  6  —  cos.  ^  cos.  17  cos.  ö , 

Q  =  sin.  'Q  sin.  ö,         11=-  —  sin.  rj  cos.Ö  —  cos.  ^  cos.  tj  sin.  ö,     . 

C  =      sin.  ^  sin.  ?], 

JP  =  —  cos.7?  sin.  ö  —  COS.  ^  sin.  ??  cos.  ö, 

J  =      COS. ?;  COS.  ö  —  COS.  ^  sin.  ?;  sin.  6. 

Quibiis  valoribus  non  solum  sex  conditiones  priores,  quibus  problema  deter- 
minatur,  sed  etiaxn  sex  posteriores  atque  adeo  etiam  novem  novae  §  7  exhi- 
bitae  adimplentur.  Haecqne  solutio  istum  praestat  nsum,  nt  inde  facili  ne- 
gotio  solutiones  in  numeris  rationalibus,  quotcumque  libuerit,  reperire  liceat;. 
tres  scilicet  angulos  ^,  ^,  ö  ita  capi  opus  est,  ut  eorum  tarn  sinus  quam 
Cosinus  rationaliter  exprimantur.    Hinc  solutio  satis  simplex  prodibit  sumendo 

V        3         .      <-        4  3         .  4  n         ^  '      n        ^^ 

cos.  C=~^-,   sm.  e=y,    COS.  ?]  =  -,   mi,7]  =  j,    cos.  ö  =  ^-,    sin.ö=-— • 

METHODÜS  G^ENERALIS  HUIUSMODI  PKOBLEMATA  EESOLYENDI 

12.  Methodus  generalis,  quam  hie  sum  traditurus,  ex  principio  supra 
§  o  memorato  est  petita,  ubi  ostendi  problema  propositum  eo  redire,  ut  ex 
ternis  variabilibus  x,  y,  0  aliae  tres  X,  J,  Z  per  huiusmodi  formulas 
ax  +  ßy  +  Y^  ita  determinentur,  ut  fiat 

haecque  determinatio  maxime  sit  generalis;  tum  enim  coefficientes  trium 
harum  formularum  ax  +  ßy  +  Y^  V^^  novis  variabilibus  X,  Z,  Z  resultantium 
erunt  ipsi  illi  novem  numeri,  qui  in  problemate  desiderantur.  Hie  igitür 
duae  conditiones  probe  sunt  perpendendae,  quarum  altera  est,  ut  valores  ip- 
sarum  X,  Y,  Z  simpliciter  per  huiusmodi  formulas  ax-^-  ßy  +  y^^  exprimantur, 
altera  vero,  ut  tum  fiat  Z^  +  T^  +  ^^  =  o;^  +  ^^  +  ^l  Nisi  enim  illa  conditio 
adesset,  quaestio  foret  per  methodum  Diophanteam  solutu  facilis,  dum  tantum 
trium  quadratorum  summa  in  tria  alia  quadrata  resolvi  deberet,  id  quod 
nihil  habet  difficultatis. 
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13.  Quoniam  vero  rem  eo  deducere  animus  est,  ut  methodus  ad  quae- 
stiones  continuo  magis  complicatas  extendi  queat,  a  casu  simplicissimo  ex- 
ordiar,  quo  propositis  tantum  duabus  variabilibus  x  et  y  ex  iis  aliae  duae 
X  et  r  per  buiusmodi  formulas  ax  +  ßy  definiri  debeant,  ut  fiat 

Hunc  in  finem  posito 

X=  ax  +  ßy    et    Y^yx-^-  dy 
necesse  est  fiat 


aa 


+  y;r  =  l,     ßß  +  Sä^l,     ß/5  +  j,(J  =  o. 


Statuamus  ergo  a  =  cos.?  et  ß^coB.t],  ut  habeatur  7=sin.C  et  d  =  sin. -rj 
sicque  duabus  prioribus  conditionibus  satisfiat;  tura  vero  tertia  dabit 

COS.  C  COS.  ?;  +  sin.  C  sin.  7?  =  COS.  (^  —  t;)  =  0, 

ex  quo  erit   ^—  tj  =  90"  ideoque   r/  =  C—  90"  ac  propterea   cos.  t^  ==  sin.  ^  et 
sin.  7/  =  —  cos.  ^.     Unde  patet,  si  capiatur 

X  =  a;  COS.  ?  +  2/ sin.  C    et     r  =  a;  sin.  ^  — «/ cos.  c, 
fore  X'-\-Y'=x'+y\ 

14.  Hoc  lemmate  praemisso  ex  propositis  tribus  variabilibus  x,  y,  s  primo 
alias  tres  x',  y',  /  ita  definio,  ut  sit 

a;'=a;cos.C+t/sin.^,     j/' =  a;  sin.  i' —  ?/ cos.  ^    et     z  =  s; 
boc  enim  modo  certo  erit 

xix  +  y'y'  +  //  =  3503  +  2/2/  +  zz. 
Deinde  ex  bis  simili  modo  alias  tres  a;",  /',  /'  dednco,  ut  sit 

a;"  =  a?;     «/"  =  y'  cos.  t]  +  /  sin.  ■//,    /'  =  y  sin.  7/  —  /  cos.  7/, 
atque  binc  tandem  quaesitas  X,  Y,  Z  ita  deflnio 

X=/'cos.ö  +  a;"sin.Ö,     r=«/",     Z==/'sin.ö~rt'' cos.ö; 
sie  enim  utique  fiet 

X^  4-  r  4  Z^  =  a;"ic"  +  />''  +  /'/'  =  x'x'  +  2/>'  +  //  =  a;ic  +  2/2/  +  ^^. 
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15.    Ex  hac  autem  triplici  positione  sequitur  fore 
»"  =  X  COS.  Z+y  sin.  ^, 


tum  vero 


y"  =  X  sin.  l  cos.??  —  y  cos.  l  cos.  rj  +  z  sin.  ri, 
z"  =  X  sin.  ^  sin.  ?;  —  2/  cos.  ^  sin.  vj  —  ^  cos.t;, 


X  =  ic(sin.^sin.7jcos.ö+  cos.Csin.ö)-2/(cos.?sin.7?cos.ö-sin.Ssin.Ö)-^cos.7jcos.ö, 
r  =  ä?  sin.  t,  cos.  ■>;  — «/  cos.  X>  cos.  ?;  +  ^f  sin.  •?;, 

Z  =  a;(sin.tsin.7?sin.Ö— cos.^cos.ö)— «/(cos.^sin.7;sin.ö+sin.Ccos.ö)— ÄCos.7?sin.ö, 
quae  formulae  cum  ante  inventis  conveniunt. 

16.  Hanc  solutionem  esse  generalem  vel  inde  patet,  quod  ea  complectatur 
tres  angulos  arbitrarios  t,  r],  d,  qui  per  tres  transformationes,  quas  instituimus, 
sunt  introducti.  Vis  enim  huius  methodi  in  hoc  consistit,  ut  quavis  transfor- 
matione  duae  tantum  quantitates  varientur,  dum  scilicet  in  earum  locum  duae 
aliae  una  cum  angulo  arbitrario  introducuntur  tertia  manente  immutata.  Hinc 
duae  operationes  iam  quidem  solutionem  problematis  suppeditant,  sed  nondum 
completam  ob  defectum  unius  quantitatis  arbitrariae.  Quamobrem  tot  trans- 
formationes institui  oportet,  donec  tot  buiusmodi  quantitates  arbitrariae  fuerint 
ingressae,  quot  ad  maximam  solutionis  extensionem  requiruntur.  Supra  autem 
iam  observavi,  cum  quaestio  circa  novem  numeros  versetur  ac  tantum  sex 
conditiones  praescribantur,  tres  eorum  manere  indeterminatos,  quemadmodum 
etiam  in  solutione  hie  data  ob  angulos  'C,  t],  6  arbitrio  nostro  relictos  tres 
numeri  A,  B,  B  pro  lubitu  accipi  possunt. 

17.  Hinc  autem  dubium  nasci  posset,  quod,  cum  qualibet  transformatione 
novus  angulus  introducatur,  aucto  transformationum  numero  nostri  proble- 
matis solutio  multo  adhuc  generalior  obtineri  posset.  Verum  tarnen  qui  huius 
rei  periculum  facere  voluerit,  mox  animadvertet  novum  angulum  introductum 
cum^  aliquo  praecedentium  in  unum  coalescere,  ita  ut,  quotcumque  transfor- 
mationes suscipiantur,  numerus  angulorum  vere  arbitrariorum  non  ultra  ter- 
narium  augeri  queat.   Adiiciamus  enim  insuper  hanc  transformationem  ponendo 

X'=X,     r'=  Zcos.A  — Zsin.A     et     .2' =  Z sin.  2  +  Z cos.  ;i 

Leonhakdi  Eulem  Opeia  omnia  Is  Commentationes  algebraieae  38 
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fietqiie 

F  =  X  (sin.  ^  COS.  ?]  cos.  2  —  sin.  ^  sin.  ?]  sin.  6  sin.  A  +  cos.  'Q  cos.  ö  sin.  X) 

—  y  (cos.  ^  cos.  72  COS.  A  —  cos.  ^  sin.  ?j  sin.  6  sin.  ;i  —  sin.  ^  cos.  Ö  sin,  X) 

+  ;8;  (sin.  t;  cos.  A  +  COS.  ?2  sin.  d  sin.  A) ,    • 

Z'  =  ij?  (sin.  J  COS.  ??  sin.  X  +  sin.  ^  sin.  tj  sin.  6>  cos.  A  —  cos.  ^  cos.  Ö  cos.  X) 

—  ^  (cos.  t  COS.  ?2  sin.  A  •+  cos.  ^  sin.  ?;  sin.  6  cos.  A  +  sin.  ^  cos.  ö  cos.  X) 

+  0  (sin.  ?y  sin.  X  —  cos.  ?;  sin.  d  cos.  A). 

UM  etsi  quatuor  anguli  adsunt  ^,  tj,  d  et  X,  tarnen  inde  non  plares  tribus 
coefficientes  pro  lubitu  assignare  licet;  quod  quidem  non  iacile  perspicitur 
et  nonnisi  per  plures  ambages  ostendi  posse  videtur,  cum  tarnen  ex  rei  natura 
res  Sit  prorsus  manifesta. 

18.  Etianisi  maxime  arduum  videatur  has  quatuor  quantitates  indeter- 
niinatas  ad  tres  revocare  haecque  investigatio  omnino  singulares  calculi  ovo- 
lutiones  postulet,  tarnen  ratio  in  eo  sita  haud  difficulter  deprehenditur,  quod 
bis  inter  easdem  quantitates  cognomines  y  et  z  transformatio  sit  instituta. 
Scilicet  in  secunda  quantitates  y',  /  in  y\  /'  ope  anguli  ?]  et  in  quarta 
quantitates  cognomines  Y  et  Z  ope  anguli  X  in  F  et  Z'  sunt  transformatae. 
Quae  duae  transformationes  si  immediate  so  exciperent  ponendo  exempli 
gratia  primum 

y  =y  cos.  ^  +  ^  sin.  ^,     /  =  2/  sin.  J—  ^  cos.  t, 
tum  vero 

y''=  y  cos.  7?  +  /  sin.  r/,     /'==  /  sin.  ri~2  cos.  ri, 

coniunctim  prodiret 

y"  =      y  cos.  (^  —  ?;)  +  ^  sin.  (C  ~  ij) 
et 

/'  =  _  2/  sin.  i^Q  —  7?)  +  ^  cos.  (C  —  7?) 

sicque  duplex  illa  transformatio  manifesto  unicae  ope  anguli  ^  —  ?j  factae 
aequivaleret.  Quod  etiam  evenire  est  intelligendum,  etiamsi  huiusmodi  binae 
transformationes  inter  quantitates  cognomines  non  immediate  se  excipiant. 
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19.  Hinc,  cum  quaelibet  transformatio  inter  duas  tantum  quantitates 
variabiles  instituatnr,  hanc  regulam  stabiliri  convenit,  ut  hae  transformationes 
semper  inter  binas  variabiles  diversi  nominis  suscipiantur;  quo  pacto  numerus 
transformationum  ita  determinatur,  ut  plures  forent  inutiles.  Ita  cum  in 
nostro  problemate  tres  habeantur  quantitates  variabiles  litteris  o^,  y,  b  indi- 
catae,  plures  quam  tres  transformationes  locum  habere  nequeunt,  dum  una 
inter  x  et  y,  alia  inter  x  et  z  ^t  tertia  inter  y  ei  z  instituitur  hoc  modo 

00  =x  cos.  t,-\-y  sin.  ^,     x''  ==  x'  cos. t?  +  -^^  sin. ?;,      x'''=  x'\ 

y'  =  X  sin.  X^  —  y  cos.  %-,     /'  =  y^  2/'''  =  y''  cos.  6  +  /'  sin.  Ö, 

/  =  ^,  /'  =  X  sin.  r\  —  ^  cos.  7\j     f'  =  y"  sin.  6  —  f  cos.  6, 

Ubi   in   prima   quantitas   nominis  z^    in    secunda   nominis  y^   in   tertia  vero 
nominis  x  invariata  relinquitur. 

20.  Hanc  regulam  observantes  methodum  hanc  per  istiusmodi  transfor- 
mationes procedentem  facile  ad  eiusmodi  problemata  accommodare  poterimus, 
quibus  plures  quam  tres  quantitates  variabiles  proponuntur,  quas  simili  modo 
in  alias  totidem  transformari  oporteat,  ut  quadratorum  summa  maneat  eadem. 
Pluribus  scilicet  transformationibus  inter  binas  taiitum  instituendis  opus  erit, 
ubi  tantum  erit  cavendum,  ne  inter  binas  cognomines  bis  transformatio  in- 
stituatur.  Quo  observato  solutio  non  ante  erit  completa,  quam  inter  omnes 
binas  diversi  nominis  tales  transformationes  fuerint  absolutae;  cuiusmodi 
diversae  combinationes  habebuntur  sex,  si  quatuor  propositae  sint  quantitates, 
decem  vero,  si  quinque,  et  ita  porro.  Cuiusmodi  problemata  aUquot  cum 
solutionibus  hie  subiungam. 

PROBLEMA 

Quatuor  qucmtitates  v,  x,  y,  z  ita  in  alias  per  huiusmodi  formulas 

av  -\-  ßx-\-  yy  -\-  ds 
transformare,  ut  summa  quadratorum  maneat  eadem,  vel  poneMo 

V=Äv-{-  Bx+  Gy  +  Bz, 
X^Ev-^Fx^Gy^Hs, 
r==  Iv^Kx  +  Ly  +  Mz, 
Z  =  Nv+  Ox  +  Py+  Qz 

38* 
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Jws  sedecim  coefficientes  ita  äefinire,  ut  fiat 

quem  in  finem  sequentibus  decem  conditionibus  satisfieri  oportet 

5.  ÄB  +  EF-\-  IK-^NO=^0, 

1.  ÄÄ  +  EJE+  II  -{-NN=i,  6.  ÄC  +  EG-]-  IL  +J^P=0, 

2.  BB  +  FF+  KK  +  00  =  1,  7.  AB  +  EH^  IM-\-NQ==0, 

3.  GG+GG^  LL  +  PP  =  1,  8.  BG  +FG  +  KL  -\-  OP  =  0, 
4  DB+HH+MM+  ÖÖ  =  1;  9.  BD  ^  FH-{- KM-\-  OQ  =  Q, 

10.  CD -{-GH +LM+PQ  =  0.^) 

21.  Cum  hie  sedecim  numeri  ex  decem  conditionibus  inveniendi  propo- 
nantur,  evidens  est  eorum  sex  arbitrio  nostro  relinqui  seu,  quod  eodem  redit, 
solutionem  completam  sex  quantitates  arbitrarias  complecti  debere.  Methodum 
autem  ante  expositam  sequentes  revera  solutionem  sex  transformationibus 
absolvi  depreliendimus,  quae  ita  repraesentari  possunt: 


I. 

IL 

x^  =  x  cos.  a-{-y  sin.  a, 

x"  =  x^  COS.  /3  +  Ä 

'  sin.  /?, 

y^  =  x  sin.  a  —  y  cos.  a, 

2/"  =  y\ 

.^=0, 

^  =  a;'  sin.  ß  —  z 

'  cos.  ß, 

V^  =  V] 

v'-'  =  e; 

m. 

IV. 

flj"'  =  a?"  COS.  7  +  w"  sin. 

?'' 

0;^"  =  «'", 

r = 2/^ 

2/^-  =  2/"'  COS.  ^  + 

/"  sin. 

^" = ^", 

^"'  =  2/"'  Sin.  (J  - 

/"  COS. 

•y"'  =  ic"  sin.  y  —  t;"  cos. 

r 

#"  =  t;"^; 

1)  Quod  problema  Eulerus  litteris  -3^  martio  1770  missis  cum  Lagrange  communicavit  ^ 
vide  L.  HvLEM  Opera  postuma,  t.  I,  Petropoli  186:2,  p.  574  et  Oeuvres  de  Lägrange,  publiees  par 
les  soins  de  M.  I-A.  Serret,  t.  XIV,  Paris  1892,  p.  219;  Leonhardi  Eüleri  Opera  omnia, 
series  III.  P.  St. 
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V. 

VI. 

^^  =  x'\ 

a;"^  =  a;"                           =  Z, 

if  =  y^  COS.  e  +  v^'^  sin.  e, 

2/"  =  2/^                        =r, 

£'  ==  /^ 

/'  =  ^^cos.J+v^sin.^=Z, 

V                     IV       •                                 TV 

V   =y    sm. e  —  v    cos. e; 

v'^  =  ä;"^  sin.  ^  —  v"*"  cos.  ^=  V. 

In  quas  formulas  revera  sex  aiiguli  arbitrarii  ingrediuntnr,  ut  solutionis 
completae  indoles  postulat. 

22.  lam  perspicuum  est  ope  harmn  reductioniim  novas  quantitates 
X,   Y,  Z,   V  ita  per  primum  assumtas  x,  y,  0,  v  expressum  iri,  ut  fiat 

similiterqne  etiam  reliquae;  unde  facta  evolutione  coefficientes  ipsarum  x,  y,  z,  v 
m  quatuor  formis  pro  X,  Y,  Z,  V  oriundis  ipsos  eos  sedecim  numeros  prae- 
bebunt,  qui  requiruntur  pro  solutione  problematis  propositi.  Quae  cum  per 
se  sint  manifesta,  non  opus  esse  arbitror  singulos  valores  liarum  sedecim 
litterarum  evolvere.  Ceterum  cum  in  haram  sex  transformationum  prima 
binae  litterae  x  et  y,  in  secunda  x  et  z,  in  tertia  x  et  v,  in  quarta  y  et  <e, 
in  quinta  y  et  v  et  in  sexta  ^  et  ^  sint  transform.atae,  quae  sunt  omnes 
combinationes  possibiles,  in  hoc  ipso  etiam  continetur  criterium  solutionis 
completae. 

23.  Quoniam  autem  liic  occurrunt  quatuor  quantitates  x,  y,  0,  v,  in 
singulis  operationibus  duae  transformationes  binarum  institui  possunt,  quo 
pacto  evolutio  valorum  quaesitorum  non  mediocriter  sublevatur;  ubi  iterum 
cavendum,  ne  inter  easdem  binas  litteras  plus  una  transformatione  suscipiatur. 
Sic  autem  totum  negotium  tribus  operationibus  absolvi  poterit  hoc  modo: 

L  IL 

x'  =x  COS.  a  +  2/  sin.  a.  x"  =  x'  cos. ;/  +  /  sin.  y, 

y  ^x  sin.  a  —  y  cos.  a,  y''  =  y'  cos.  d  -{- v'  sin.  d, 

/  =  z  cos.  ß  -{-V  sin.  /?,  /'  =  X  sin.  y  ~  ^'  cos.  y, 

v'  =  z  sin.  ß  —  V  COS.  /3;  v''  =  y'  sin.  d  —  v'  cos.  $] 
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IIL 

'£''  =  oi^'  COS.  €  +  ^''  sin.  £  =  X, 
/-  =_  ^-  COS.  l  +  /'  sin.  ^  =  r, 
/"=^"sin.?— /'cos.^  =  Z, 
^'''  =  ir''  sin.  B  —  v'  COS.  6  =  F. 

Harum   formularum   evolutio    pro   sedecim    numeris   quaesitis    sequentes 
praebet  valores 

[+  cos.  a  cos.r  COS.  «1  [+  sin.  a  cos.r  cos.e 


+  sin.  a  sin.  (3'  sin.  e  J  i —  cos.  a  sin.  d  sin.  ^ 

r  +  cos.  /?  sin.  y  cos.  e  |  j  +  sin.  ß  sin. ;/  cos.  ß  |  ^ 


sin.  /?  COS.  (5^  sin.  e  j  l  +  cos.  ß  cos.  (5^  sin.  b 


_       r+ sin- ^  cos.fJ'cos.^l  _      f— cos.a  cos.  (J'cos.  ^ 


+  cos.  a  sin.  j^  sin.  ^)  *  1+  sin.  a  sin.  /  sin.  ^ 

j  +  sin.  /?  sin.  (J  cos.  t^  j  j  —  cos.  ß  sin.  (J  cos.  ^ 

1  —  cos.  j5  COS.  Y  sin.  ^P  1  —  sin.  ß  cos.  /  sin.  ^ 

[+  sin.  a  008.(5^  sin.  ^|  f —  cos.a  cos.  (?  sin.t;| 

1 —  COS.  a  sin.  ;^  cos.  ^J  ■'  1—  sin.  o;  sin. ;/  cos.  Q)  ' 

[  +  sin.  ß  sin.  J  sin.  ^]  [  —  cos.  /?  sin. 

J-J      =       'j  ■      y  -M      =        ^ 

1+ COS./?  cos./ cos.  Cl  i+sin. /3cos. 


d  sin.  ^ 
/  COS.  ^Q 


f  4-  COS.  a  COS.  r  sin.  b\  ^       f  +  sin.  a  cos.  y  sin.  £ 


sin.  a  sin.  (5^  cos.  e  j  '  \  +  cos.  a  sin.  (J  cos.  6  J  ' 

+  COS.  /3  sin.  Y  si^-  ^]  ^       j  +  sin*  /?  sin. ;/  sin.  e 

+  sin.  /3  COS. d  cos.  ei  ^       l  —  cos. ß  cos.  (T  cos.  ^ 


24.  Circa  hos  antem  sedecim  valores,  quibus  decem  conditiones  in  proble- 
mate  allatae  implentur,  hanc  insignem  proprietatem  locum  habere  observo, 
ut  iisdem  quoque  sequentibus  decem  conditionibus  satisfiat 
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15.  ÄE-i- BF +00+ DE  =0, 

11.  ÄÄ  +  BB  + CG  +  DD  =  1,  IG.  AI  +BK+CL  +  DM=0, 

12.  EE+FF  +  GG+  HE=^1,  17.  AN+ BO  +  CP  +  DQ  ^0, 

13.  II  +  KK+  LL  +  ilfilf  =  1,  18.  EI  +  FK+  GL  +  JTJf  =  0, 
U.  NN+  00 +PP+  QQ  ^1;  19.  EN+ FO +  GP+ EQ  =0, 

20.   IN+KO  +  LP  +  MQ  =  Ö. 

Quod  est  theorema  prorsus  memorabile  ac  simile  ei,  quod  initio  circa  novem 
tantum  numeros  demonstravi.  Eo  autem  modo,  quo  ibi  demonstrationem 
adornavi,  Mc  quidem  ob  litterarum  multitudinem  uti  non  licebit;  sed  quoniam 
ad  hos  valores  generales  successive  pervenire  docui,  demonstratio  ita  con- 
venientissime  conficietur,  ut,  si  haec  proprietas  in  valoribns  quibnsque  ante- 
cedentibus  locum  habuerit,  eadem  quoque  in  sequentibus  per  transformationem 
inde  derivatis  locum  habere  ostendatur. 


25.  Consideremus  igitur  valores  quoscumque  intermedios,  qui  per  quatuor 
primitivas  quantitates  x^  y,  z,  v  ita  deflniantur,  ut  sit 

fljW  =  %x  +  ^y  +  ^B+  %v,     y"'^  =  i§^x+%y  +  ^ä+  ^v, 
^w  =^<^x+  ^y+^z  +  mv,     t;W  =  syja;  +  D^  +  ^z  +  O^v, 

ubi  coefficientes  ita  sint  comparati,  ut  supra  memoratis   conditionibus  satis- 
faciant,  scilicet  ut  sit 

9l®  +  ^2f+©(S5  +  ^|,  =0, 

StSt  +  SÖ35+6;e  +  3)3)  =1,       3(S  +  S8^  +  (Sß  +®5»J  =  0, 

®®  +  2r^  +  @Je}+  |)|)  =1,       gt$yi+5BO+(§;^^  +  ®0=O, 

3-s^  +  t^+  ßs  +mm  =  i,     ®ö  +  ^^  +  ©ß  +  ^g)j  =  o, 

$yt$«+  DD  +  ^^5|5  +  -DO  =  1;       ©gff  +  gD  +  ÖJ^  +  ^D  =  0, 

39^  +  tD+ö5^  +  5mO=0; 

quae  conditiones  utique  in  prima  positione  locum  habent,  ubi  est 

a:(™'  =  ä5,     y^"^  =  y,    ^("'  =  0,    vw^'y, 
siquidem  tum  ha,betur 
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31  =  1, 

@=0, 

ö  =  o, 

9^  =  0, 

35  =  0, 

%-l, 

t=0, 

Ö  =  0, 

6=0, 

®  =  o, 

S=l, 

^^  =  0, 

®  =  0,  • 

^  =  0, 

501=0, 

£1  =  1. 

26.  Ponaiüus  ex  illis  valoribus  per  transformationem  sequentes  ita  deri- 
vari 

2/(»+i)  =  a;(")  sin.  Ö  ~  /"  COS.  6,  */"+''  =  @'.-r  +  %'y  +  ®'^  +  ^'v, 

eritque 

r  =  I  COS.  ö  +  ®  sin.  d,  ($'=  2t  sin.  Ö  -  ®  cos.  6,  S'=  S',  91'  =  9i, 

58'=  35  COS.  6>  +  ^  sin.  d,  %'=  95  sin.  Ö  -  f^  cos.  0,  t' =  t,  D'=  D, 

6'=  K  cos.  ö  +  ®  sin.  d,  ®'=  ®  sin.  Ö  -  ®  cos.  6,  ß'=  Ö,  ^:|5'=  5^, 

S'  =  ®cos.Ö  +  |)sin.  ö,  |)'  =  ®sin.  ö  — §co8.  Ö,  93l'  =  9Ji,  Q'^O- 

ünde  quidem  hae  conditiones  iam  sponte  implentur 

S-'ö'  +  rr  +  S'S'  +  9}?'9Jl'=  1, 
9ii'9i'  +  D'D'  +  5ß'^'  +  D'D'  =  1, 
9'9^'  +  rO'  +  S'^'  +  ^'^'  =  0. 

27.  .Reliquis  vero  etiam  conditionibus  satisüeri  facile  ostenditur;  erit  enim 

+    (§121  +  3593  + 66+®®)  COS.  Ö^ 
2r2r  +  95'33'  +  6' 6'  +  ®'®'  =  { +    (66  +  f^S^  +  ®(S  +  Jp §)  sin.  6' 

^  +  2  (216  +  35g  +  6@  +  ®  .f))  sin.  6  cos.  d 

r+l.C0S.(9' 


=  I  +  1  •  sin.  ß^  \  =  1, 


i  +  0  •  sin.  6  cos.  6 
quod  simili  modo  de  summa  quadratorum  secundae  columnae 

6'6'+S^'f^'+®'(S5'+§'.f.' 
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ostenditur.     Deinde  etiam  res  manifesta  est  circa  summam  productorum 

pariterque  etiam  circa  has  summas 

r  9^'  +  93'D'  +  ^'W  +  S)'^'  =  0, 

et 

TJnde  tantum  relinquitur  liaec 

f+  {mi  +  S5S5  +  (S;©  +  ®3))  sin.  6  cos.  Ö 


r®'+33T+(5'@'+®'|)' 


—  ((£©  +  §^  +  (SJ®  +  ^§)  sin.  Ö  COS.  ö 
+  (21©  +  58^  -HKÖJ  +  S)§)  sin.  Ö^ 

[-  (Sl©  +  S5f5  +  6;e5  +  S^)  cos.ö^ 

'+  sin.  6  COS.  ö^ 


—  sin.  ö  COS.  Ö 
+  0  .  sin.  6' 

-  0  .  COS.  6' 


^=0. 


28.  Cum  igitur  harum  decem  conditionum  veritas  in  positione  prima,  uti 
iam  ostendi,  sit  manifesta,  etiam  in  positione  secunda  per  transformationem 
binarum  inde  deducta  quoque  snbsistet  hincqiie  etiam  in  omnibus  sequentibus 
positionibus  simili  modo  ex  praecedentibus  deductis.  Quocirca  etiam  solutio 
generalis  sex  transformationibus  uti  in  §  21  absoluta  ita  erit  comparata,  ut 
non  solum  decem  conditionibus  in  problemate  praescriptis,  sed  etiam  alteris 
illis  decem  §  24  commemoratis  satisfaciat;  hocque  ita,  ut  decem  prioribus 
conditionibus  satisfieri  nequeat,  quin  simul  decem  posterioribus  satisfiat. 
Atque  hinc  iam  facile  coUigitur  eandem  proprietatem  etiam  in  problematibus, 
ubi  similis  quaestio  circa  25,  36  pluresque  numeros  instituitur,  semper  locum 
habere  debere.     Progredior  igitur  ad  sequens 


Leonhardi  Eulert  Opera  omnia  Iü  Commentationes  algebraicae 
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PROBLEMA 

Invenire  25  numeros  Ä,  B,  G,  JD  etc.   ita  in  formam  quadrati  tUsponendos 

A,  B,  C,  D,  E, 

F,  G,  E,  -I,  K, 

L,  M,  N,  0,  P, 

Q,  B,  8,  T,  U, 

V,  W,  X,  Y,  Z, 

ut  summae  quadratormn  ex  singulis  columnis-  tarn  verticalibus  quam  liorimntaWms 
desumtoncm  unitati  aequentur,  summae  productorum  autem  ex  Unis  columnis  sive 
verticalibus  sive  hormntalibus  formatorum  evanescant. 


29.  Ex  praecedentibus  intelligitur  hoc  probleina  eo  rednci,  ut  sumtis 
istis  25  numeris  pro  coefficientibus  quinque  variabües  u,  v,  x,  y^  0  per  hnius- 
modi  formulas  in  alias  transformentur 

U^Äu+  JBv-i-  Gx  +  JDy  +  IJis, 
r^Fu-\-  Gv  +  Hx+  ly  +  K^, 
X—  Lu-i-  Mv-{-Nx+  Oy+  P^, 
r=  Qu+  Bv+  Sx  ~\-  Iy+  m, 
Z  =ru+  Wv  +  Xx+  Yy  +  Z0, 


ut  fiat 


UU-i-  rr+XX+  Yr^ZZ=uu  +  vv  +  xx  +  yy  +  ß0. 


Quod  ergo  problema,  cum  quinque  quantitates  decem  combinationes  diversas 
binarum  admittant,  per  decem  transformationes  successive  in  binis  instituen- 
das  resolvetur  hoc  modo: 


^t' 


L 

u  COS.  a  -^  V  sin.  a, 


IL 


V  ^==  u  sin.  a  —  V  COS.  a, 
x^  =  x,    . 

?/  =  y^ 


u" 

=  w'  COS.  ß  -{-  x^  sin.  ß, 

«" 

=  v\ 

^" 

=  u^  sin.  ß  —  x^  COS.  /?, 

y'' 

=  ?/, 

i' 

-^'•, 
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IIL 

i/T  =  %"  COS.  Y  +  y^  sin.  Y, 

2/"^  =  ■m'^'  sin.  Y  —  2/"  COS.  p^, 


V. 


V  IV 


IV. 

^^^  =  ^,"'cos.(y  +  /"8m.J, 

^^^' =  w'"  sin.  c^  - /"  COS.  cF; 
VI. 

VI  V 

-2^      =  -W  , 


^^  =  ^^^  COS.  B  +  jr^"^  sin,  £,  v^^  =  -2;^  cos.  ^  +  ^/^  sin.  ^, 


-^    sm.  £  —  X    cos.ß, 


V  IV 

y  ==y  , 


yX  y 


VI  V       •  «>  V  O 


^vr 


^^"; 


VII. 


.,vn         ^,vi 


VII  VI  I  VT 

V    =v    COS.  T}  +  Ä!    sm.  7], 

VlI  VI       •  VT 

z     =v    sm.  1]  —  s    COS.  'ii; 


VIII. 


M' 


:  W^", 


a;^"'  =  cc:^«cos.Ö  +  2/^"sin.Ö, 
/'"  =  a;^"sin.ö-^^"cos.ö, 


IX. 


m'^  =  «f^'« 


t;'-"  =  ^"". 


a;'- 


a;^™  cos. ;«  +  /"'  sin.  x, 


^^'"^  =  a;'*''"sin.  x  —  /'"'  cos.  z; 


u^  =  m''' 


=  F, 

/  =  2/"  cos.  X  +  Z''  sin.  X  =  F, 
/  ==  if"  sin.  A  —  /''  COS.  Xr=  Z. 


r  =  v'- 


X  IX 


30.  His  ergo  operationibus  decem  anguli  arbitrarii  introducuntur,  in  quo 
character  solutionis  completae  seu  generalis  consistit.  Cum  enim  conditiones 
ex  columnis  verticalibus  petitae  problemati  solvendo  sufficiant  indeque  alterae 
conditiones  ad  columnas   horizontales   spectantes   sponte  impleantur,   quadra- 
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torum  summae  praebent  5,  producta  vero  ex  binis  10  aeqiiationes,  ita  ut 
omnino  15  conditionibus  sit  satisfaciendum;  qnare  cum  25  nnineri  investi- 
gandi  proponantur,  ex  iis  10  adhuc  manebunt  indeterminati;  in  quo  etiam 
solutio  Mc  data  egregie  consentit,  dum  plures  quam  decem  transformationes, 
quae  quidem  circa  binas  quantitates  diversas  instituantur,  locum  habere  ne- 
queunt. 

31.  Quo  illarum  formularum  evolutio  facilior  reddatur,  qualibet  opera- 
tione  duae  transformationes  coniungi  possunt,  prorsus  ut  in  solutione  prae- 
cedentis  problematis  est  factum.  Has  autem  coniunctiones  ita  capi  convenit, 
ut  quantitas  solitaiia  nullam  mutationem  patiens  in  omnibus  sit  diversa;  id 
quod  evenit,  si  binae  praecedentium  transformationum  hoc  modo  coniungantur 

(I,  VIII),     (II,  VII),     (III,  IX),     (IV,  VI),     (V,  X), 

unde  sequentes  quinque  transformationes  oriuntur: 


I. 

IL 

in. 

«^  = 

u  COS.  a-\-  V  sin.  a, 

tt"  ==  u^  COS.  y  -{-  x^  sin.  y, 

M°'  =  it"  COS.  s  -\-  iß  sin. 

e, 

v^  = 

u  sin.  a  —  V  cos.  a, 

■?/'  =  v^  cos.  ^  -\-  z^  sin.  d\ 

V™  =  «", 

x^== 

--  X  cos.jS  +  y  sin.  ß, 

a?"  =  M^  sin.  y  —  x^  cos.  y, 

^iii  ^  ^n  ^Qg^  ^  _j_  ^H  g-^^_ 

t, 

i- 

X  sin.  ß  —  y  cos.  ß, 

2/"  =  y\ 

2/"^  ==  m"  sin.  £  —  2/"  COS. 

«, 

s'  = 

IV. 

2"  =  1/  sin.  c5'  —  z^  cos.  d'; 

/"==a;"sin.  t— .s"cos. 
V. 

C; 

m"'  =  ■?*"'  COS.  1] 

+  ^j'"  sin.  7j,               'u'  =  ■«"■ 

v""  =  v'"  COS.  6  +  y'"  sin.  6,               '//  =  v''' 

cos.^  +  x^'^'  sin.  X, 

x'"  =  x''\ 

x^  =  v"' 

sin.  K  —  x^^^  COS.  jj, 

if  =  v'"  sin.  6 

-^'"cos.0,                 ?/"  =  2/"' 

COS.  l  +  2^'^'  sin.  A, 

is^^  =  M™  sin.  ?; 

—  0"^  COS.??;               /  ==?/"' 

sin.  /l  —  a"'  COS.  yl. 

32.  Simih  modo  problemata  huius  generis  circa  36  pluresque  numeros, 
quorum  quidem  multitudo  est  numerus  quadratus,  resolvi  possunt;  ubi  pro 
calculo  contrahendo  non  solum  duas,  sed  etiam  tres  ac  deinceps  plures  trans- 
formationes  in   una   operatione  complecti  licebit.     Atque   hie  perpetuo   pul- 
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cherrinius  consensus  inter  solutionem  generalem  ex  omnibus  combinationibus 
eliciendam  ac  rei  naturam  deprehendetur.  Posito  enim  in  genere  quantitatum 
quaesitarum  numero  =  nn  quadratorum  summae  unitati  aequandae  praebent  n 
conditiones,  productorum  antem  ex  binis  nihilo  aequandae  ^^^^^  sicque  con- 
iuiictim  ^^'^^  ^^  conditiones,  quo  numero  a  numero  quaesitorum  nn  ablato  restat 
'!l^.^J.t^  ac  propterea  totidem  ex  quaesitis  manebunt  indeterminati  seu  solutio 
generalis  totidem  quantitates  arbitrarias  complecti  debet;  secundum  regulam 
autem  supra  expositam  in  hunc  flnem  ^~^^  transformationibus  est  utendum, 
quibus  ergo  praecise  tot  anguli  arbitrarii  in  calculum  introducuntur. 


PEOBLEMATIS  INITIO  PEOPOSITI  SOLUTIO  aENEEALIS 
IN  NUMEEIS  EATIONALIBUS 

33.  Coronidis  loco  solutionem  problematis  nostri  e  methodo  Diophantea 
petitam  subiungam,  quae  sequenti  modo  satis  concinne  exMberi  potest. 

Sumantur  pro  lubitn  quatuor  numeri  j9,  q,  r,  s  ac  posita  quadratorum 
eorum  summa 

PP  +  S'ä'  +  ^'^  +  ^5  =  '^^ 

novem  immeri  quaesiti  ita  determinati  reperiuntur^) 

j_  _  PP  +  (M-rr-ss       j^  ^  2qr  +  2ps  ^^        2qs-2pr 

u  '  u  ^  u  ^ 

2qr  —  22^s  j^      pp  —  qq  +  rr  —  ss        -jry  2pq  -}-  2  rs 

'U  u  u 

^  jjl  _  „ '2rs-2pq ^^  PPziM:z:^l±Il . 


G 


u 


l)  Solutiones  sequentes  ex  formulis  §  34  exhibitis  oriuntnr  ponendo  a==jp,  b  =  q,  c  =  —  r, 
f^  =  —  5  et  per  p^  +  cf  +  r^  +  s^  =  ii  dividendo.  Falso  igitur  A.  Caylky  (Sttr  quelques  propriek's  des 
determinants  gauelies,  Journal  für  r.  u.  a.  Mathematik  B2,  1846,  p.  119,  praesertim  p.  121; 
vide  etiam  eiusdem  CoUected  mathemaficdl  papers,  vol.  1,  Cambridge  1889,  p.  332)  asseruit 
0.  EoDRiGUEs  primum  has  formas  invenisse  {Des  lois  geometriques  qai  regissent  les  deplacemenls 
d'un  Systeme  solide,  Journal  de  matliematiques  5^,  1840,  p.  380,  praesertim  p.  405).  Debemus 
quideni  illi  methodum  directam  expressiones  Eulerianas  obtinendi.  Sed  etiam  kic  viam  ingressus 
est,  quam  Eulerus  straverat  in  commentatione  478  (indicis  Enestkobmiani):  Formulae  gener ales 
pro  translatione  qitacimqiie  corponim  rigidonmi^  Novi  comment.  acad.  sc.  Petrop.  20  (1775), 
1776,  p.  189  5  Leoneärdi  JSuzeri  Opera  omnia,  series  II,  toL  6.  P.  St. 
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Hinc  simplicissimi  numeri,   qui  quidem  inter  se  omnes  sint  inaequales,   colli- 
guntur  sequentes  in  qnadratom  dispositi 


+t^ 

^57 

16 
57 

+Ä 

^57 

^57 

+i 

44 

57 

^57 

hic  est  jo  =  6f  2  =  4,  r  ^==  2,  s  ===  1. 


~63 

'^63 

22 
63 

2 
63 

^63 

'  63 

^  63 

38 
63 

^63 

ubi  est  i?  =  7,  g'  =  3,  r  =  2,  s  =  1. 

En  adhuc  alia  fere  aeque  simplicia  exempla^) 


^  71 

42 
71 

^71 

18 
71 

^  71 

+  1 

46 
71 

54 
71 

+  Ä 

~  99 

^99 

^  99 

58 
99 

^99 

14 
99 

74 
99 

46 
99 

^  99 

PEO  CASU  SEDECIM  NUMEEOEÜM 

34.  8i  pro  casu  sedecim  numerorum  simili  modo  in  quadratum  dispo- 
nendorum  solutio  in  rationalibus  desideretur,  unde  facile  numeros  non  nimis 
magnos  reperire  liceat,  methodus  supra  data  ad  hunc  finem  difficulter  accom- 
naodatur.    Alio  antem  modo  prorsus  singulari  sequentem  solutionem  latissime 

1)  Capiantur  primo  loco  j?  =  6,  ^  =  5,  r  =  —  3,  5  ==  ~  1,  secundo  loco  j?  =  —  8,  ^  ==  —  1 , 
r=5,  5  =  —  3.    Exempla  quidenij  quae  exhibuit  editio  princeps,  corrigenda  ei^ant.  P.  St. 
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patentem  sum  nactus,    ubi  sumtis  pro  lubitu  octo  numeris  a,  5,  c,  d,  j),  q^  r,  s 
seclecim  numeri  in  quadratum  dispositi  ita  se  habent 


+  ap  +  lq  i-cr  +  ds 

+  aq  —  'bp  +  cs  —  dr 

+  ar  —  'bs  —cp  +  dq 

+  ö^s  +  br  —  cq—  dp 

+  aq  —  'bp  —  cs  +  dr 

~ap  —  hq  +  cr  +  ds 

—  as  —hr  —  cq  —  dp 

+  ar  —  bs  +cp—  dq 

+  ar  +hs  —cp—  dq 

+  as  —  br  —  cq  +  dp 

■—ap  +  lq—cr  '\-ds 

—  aq—bp  —  cs  —  dr 

+  as  —hr  +  cq—  dp 

—  ar  —  bs—cp  —  dq  +aq  +  'bp  —  cs—dr 

—  ap-^bq  +  cr—  ds 

nbi  summa  quadratorum  in  singulivS  colnmnis  sive  horizontalibus  sive  verti- 
calibus  prodit  ubique  eadem 

=  (aa  +  &&  +  cc  +  dd)(pp  -\-  qq-\-  rr  -{-■  ss), 

Quare  ut  hae  summae  unitati  aequentur,  hanc  expressionem  quadratum  reddi 
per  eiusque  radicem  singulos  numeros  dividi  oportet.  Tum  vero  lii  sedecim 
numeri  etiam  hac  gaudent  proprietate,  ut  summa  productorum  ex  binis  co- 
lumnis  sive  horizontalibus  sive  verticalibus  sumtorum  ubique  evanescat/) 


35.  Hinc  ergo  facile  plurima  exempla  in  numeris  satis  exiguis  dedüci 
possunt,  inter  quae  sequens  ideo  notatu  dignum  videtur,  quod  omnes  numeri 
sint  inter  se  inaequales^) 


1)  Eormas  columnae  verticalis  primae  Eulbrus  iam  anno  1748,  quo  anno  in  Intrö- 
diicUone  in  analysin  infinitonmi  iminutationem  coordinatarum  traotaverat,  cum  Chr.  Goldbach 
commuriicavit,  Gorrespondance  matli.  et  phys.^  pnbliee  par  R-H.  Fuss,  t.  I,  Si-Petersbonrg  1843, 
p.  453;  Leonhärdi  Eulert  Opera  omnia,  series  III.  Mentionem  earum  fecit  etiam  in  Commen- 
tationibus  242  et  445  (indicis  Enbstroemiani):  Demonstratio  theorematis  Fermätiäni  omnem 
numerum  sive  integrum  sive  fr  actum  esse  siimmam  quatuor  paucioramve  quadratorum,  Noyi  com- 
ment.  acad.  sc.  Petrop.  5  (1754/5),  1760,  p.  13,  et  Jsfovae  demonstrationes  circa  resoMionem 
numerorum  in  quadrata,  Nova  acta  ernditorum  1773,  p.  193,  atque  Acta  acad.  sc.  Petrop. 
1777:  II,  1780,  p.  48;  Leoneard i  Euleri  Opera  omnia,  series  I,  vol.  2,  p.  338,  imprimis  p.  369, 
et  vol.  3,  p.  218,  imprimis  p.  229.  P.  St. 

2)  Numeri  sequentes  signis  columnae  verticalis  secundae  mutatis  ex  aequatione  1530  =  51  »30 
obtinentur,  scilicet  ponendo  a  ==  5,  ö  ==  5,  c  =  1,  cZ  =  0;  i?  =  4,  {/  =  3,  r  =  2,  s  ==  1.  P.  St. 
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PROBLEMA  ALaEBRAICüM 


[103-104 


quadrata 


+  37 

+  4 

+  1 

+  12 

—  6 

+  33 

—  18 

+  9 

+  11 

+  8 

—  7 

—  36 

—  2 

+  19 

+  34 

—  3 

1369 

16 

1 

144 

36 

1089 

324 

81 

121 

64 

49 

1296 

4 

361 

1156 

9 

1530 

1530 

1530 

1530 

1530 
1530 
1530 
1530 


Ac  de  productis  binorum  res  est  manifesta,  cum  sit 

—  6  •  37  +  4  .  33  —  1 .  18  +  9  •  12  =  0, 
+  ^  *  37  —  6  .  33  +  8  .  11  —  2  .  19  =  0 

etc. 

G-enerales  autem  formas  inspicienti  facile  patebit  per  eas  omnes  illas 
viginti  coüditiones  §  20  et  §  24  allatas  perfecte  impleri,  siquidem  summae 
quaternorum  quadratorum  ad  unitatem  revocentur. 


36.  Solutio  haec  eo  maiorem  attentionem  meretur,  quod  ad  eam  nulla 
certa  methodo,  sed  potius  quasi  divinando  sum  perductus;  et  quoniam  ea 
adeo  octo  numeros  arbitrarios  implicat,  qui  quidem  facta  reductione  ad  uni- 
tatem ad  Septem  rediguntur,  vix  dubitare  licet,  quin  ista  solutio  sit  univer- 
salis et  omnes  prorsus  solutiones  possibiles  in  se  complectatur.  Si  quis  ergo 
vmm  directam  ad  hanc  solutionem  manuducentem  investigaverit,  insignia  certe 
subsidia  Analysi  attulisse  erit  censendus.  Utrum  autem  similes  solutiones 
pro  amplioribus  quadratis,  quae  numeris  25,  36  et  maioribus  constant,  expec- 
tare  liceat,  vix  affirmare  ausim.  Non  solum  autem  hinc  Algebra  communis, 
sed  etiam  Methodus  Diophantea  maxima  incrementa  adeptura  videtur.^) 


1)  Quas  EüLERus  desideraverat  formulas,  detexit  A.  Cayley;  vide  dissertationem  p.  309 
laudatam  nee  non  eius  partem  alteram:  Becher  dies  uUerieiires  siir  les  defermimmts  gcmches,  eodem 
loco,  50,  1855,  p.  299  {CoUecteä  mathematical  pa^^ers,  vol.  2,  Cambridge  1889,  p.  202);  qua  in 
dissertatione  haec  Euleri  conamentatio  laudatur.  P.  St. 
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PROBLEMA  OÜRIOSÜM 

Invenire  sedecim  numeros  ita  in  quadratum  disponendos 


A 

JB 

c 

B 

E 

F 

G 
L 

H 

I 

K 

M 

N 

0 

P 

Q 

ut  non  solum  summae  quadratorum  per  columnas  tarn  horizontales  quam  verticales 
sumtorum,  sed  etiam  eae,  q%ae  per  diagonales  sumuntur,  scilicet 

Ä'+F'+V-^Q'     et     D'-^G'^K'-hN', 

sint  omnes  inter  se  aequales  ac  praeferea  producta  hinorum  ita  sumtorum,  ut  supra 
est  praeceptum,  evanescant,  scilicet 


ÄE+  BF+GQ  +  DE  =  0, 
AI  +  BK-{-  GL  +  BM=  0, 
AN+BO-^GP  +  BQ  =0, 
EI  -f  FK-{-  GL+  HM=  0, 
EN+  FG  +  GP+  HQ  =  0, 
IN  ^KG+  LP+  MQ  =  0; 


AB  +  EF-\-  IK  +  N0  =  0, 
AG^EG+  IL  -\-NP  =  0, 
AB  +  EH+  IM+NQ^O, 
B  C  +  FG  +  EL  +  OP  =  0, 
BB  +  FM+  EM+  OQ  =  0, 
CB  +  GH  +  LM-\-  PQ  =  0. 


SOLUTIO 

Hie  ergo  proponuntur  22  conditiones,  quibus  satisfieri  oportet;  omissis 
autem  duabus  ad  diagonales  spectantibus  sequens  forma  generalis  reliquas 
omnes  adimplet 


'\'ap'\-'bq-\-cr  +ds 

+  ar  —bs  --cp  +  dq 

—  as  ~br  +  cq  +  dp 

+  aq  —  bp  +  cs  —  dr 

—  aq  +  bp  +  cs  —dr 

+  as  +br  +cq  +  dp 

+  ar  —bs  +  cp  —  dq 

+  ap  +  bq-cr  —  ds 

+  ar  +hs  —cp  —  dq 

—  ap  +  bq  —  cr  +ds 

+  aq  +  bp  +  cs  +dr 

+  as  —  br-  cq  +  dp 

—  as+br  —  cq  +  dp 

—  aq  —  bp  +  cs  +dr 

—  ap  +  bq  +  cr  —  ds 

+  ar  +bs  +  cp  +  dq 

Lbokhakdi  Euleri  Opera  omnia  le  Commentationes  aigebraicae 


40 
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[105-~"106 


Ubi  summa  quaternorum  quadratorum  ex  columnis  tarn  horizonfcalibus  quam 
yerticalibus  sumtorum  est 

{aa  +  Ih  4-  cc  +  dd)  (pp  J^  qqJ^  rr  +  ss); 

cui  ut  etiam  summae  quadratorum  per  diagonales  sumtorum  aequentur,  se- 
quentes  binas  aequationes  confici  oportet 

+  <^iP2  +  ^i^s  +  acpr  +  acqs  +  adps  +  adqr  +  hcqr 

+  hcps  +  'bdqS'\'bdpr'i-cdrs  +  cdpq^O, 
—  abpq  —  ahrs  +  acpr  +  acqs  —  adps  —  adqr  —  öc^r 
—  icps  +  hdqs+bdpr~cdrs  —  cdpq  =  0, 
ex  quibus  doducuntur  hae  duae 

{ac-^M)(pr  +  qs)==0, 
(ah  +  c^?)(^^  +  rs)  +  (a^  +  bc)(ps  +  ^r)  =  0. 

ünde  hae  duae  determinationes  eliciuntur 


et 


IL 


a 
c 


I.    pr  -\-  qs  =  0 

=  —^HPi  +  'i's)-'  b  (ps  +  qr) 
b{pq  +  r$)  +  d(ps  +  qr)"" ' 


ita  ut  adhuc  sex  litterae  arbitrio  nostro  relinquantur. 

Evolvaiiius  exemplum  sumendo  p  =  Q,  ?  =  3;  r  =  l,  s 


■  2;  unde  cum 


nat}  -^~         16^:79^.   sit  c^  =  0,    6  =  1,   a  =  9,   c=16  et  quadratum  omnibus 
conditionibus  satisfaciens  erit 


+  73 

—  85 

+  65 

—  11 

—  53 

+  31 

+  107 

+  41 

—  89 

—  67 
-65 

+  1 
-  35 

—  67 

-29 

+  103 

ubi  summae  quaternorum  quadratorum  secundum  columnas  tarn  horizontales 
quam  verticales  itidemque  secundum  diagonales  sumtorum  prodeunt  =  16900, 
ex  quo,  si  M  numeri  dividerentur  per  130,  hae  summae  omnes  ad  unitatem 
redigerentur. 
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Si  quem  Mc  offendant  nnmeri  65  et  67  bis  occurrentes,  adiungam  aliud 
huiusmodi  qxiadratum  minoribus  adeo  numeris  expressum 


+  68 

—  29 

+  41 

—  37 

-17 

+  31 

+  79 

+  32 

+  59 

+  28 

-23  . 

+  61 

—  11 

—  77 

+  8 

+  49 

ubi  quaternorum  quadratorum  summa  est  8515.^) 

Notetur  denique  in  Ms  quadratis  etiam  quadrata  tarn  numerorum  angu- 
larium  quam  mediorum  eandem  summam  producere. 


l)  Quod  exemplum  Eulerüs  litteris  anno  1770  missis  cum  Lagrange  eommunicavit;  vide 
notam  p.  300.  Prodit  autem  ex  aequatione  8515  ==  65  •  131,  scilicet  ponendo  a  =  5,  5  =«  —  5, 
c^-^d,  c?-=0;  i9  =  4,  g=-6,  r  =  3,  s^  —  2.  P.  St. 


4.0* 


NOVA  RATIO 

QUANTITATES  IRRATIONALES 

PROXIME  EXPRIMENDI 

Commentatio  450  indicis  EisrEsmoEMiANi 
Novi  commentarii  academiae  scientiarum  Petropolitanae  18  (1773),  1774,  p.  136—170 

Summarium  ibidem  p.  17—19 


SUMMARIÜM 

Notissimum  est  omnem  quaiititatem  irrationalem  simplicem  ad  liauc  fomiam  (1  +  x)'" 
rediici  posse.  Sit  mim  N  numerus  quicumque  ad  potestatem  exponentis  fracti  ^  =  n  ele- 
vandus;  ei  semper  hane  formam  tribuere  licebit 

unde  fit 


Jv''  =  a"(l  +  Ay' 


sicque  sola  expressio  (l  +  ^,) '■  irrationalitatem  oontinet,  quae,  si  ponatur  |  =  .,-,  ad  formam 
(1  +  xf  reducitur,  quae  more  consueto  per  evolutioHem  binomii  Neutonjanam  in  seriem 
infiuitain  couvertitur;  idque  dnplici  modo,  primum  scilicet  directe 


secimdo  autem  ob 


orit  quoque 


(1  +  xY  ' 


1  —  nx  ■\ j--^ —  x^  —  etc. 
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ex  qiiarum  dnarum  expressiomim  multiplicatione  posito  n  pro  2n  deriTatixr  tertia 

1  4. .     cc  +  -~~^p~--^-  x'-  +  etc. 

{1   Jl.  rV  —  -—--"- -^- "-^ 

y^  ^'^J  •      n       ,    n'n  +  2    ,        ^      ' 

ciii  quidem  postremae  formnlae  infinite  multae  aliae  similes  formulam  (1  +  xY  exprimentes 
possimt  exMberi.     Fingatur  enim 

n  4.  ^Y  _  l  +  Äx+Bx'  +  Cm^  +  etc. 
K^-r-^)         1—  ax-\-  ^x'—yx^+Qt(i. 

atqne  evidens  est,  si  vel  numerator  vel  denominator  pro  Inbitu  assumatur,  alterius  coefii- 
cientes  inde  determinari.  Quamqnani  vero  problema  hoc  intuitu  est  indeterininatum  atque 
infinitas  admittit  solntiones,  ad  id  tarnen  iinprimis  est  attendendnm;  ut  utraque  series  red- 
datur  quam  maxime  convergens.  Id  iit  obtineatiir,  denominatori  finitiim  quendam  terini- 
norum  nmnerum  tribuere  licebit  atque  ita  quidem,  ut  inde  unus  pluresye  numeratoris  ter- 
mini  ordine  sese  excipientes  plane  evanescant.  Hoc  igitur  negotium  111.  Auetor  in  hac 
dissertatione  uberius  pertractat  atque  in  tribus  primis  problematibus  formulam  propositam 
(1  +  xy  in  series  maxime  convergentes  ita  resolyere  docet,  ut  denominator  sit  vel  binomium 
\  ~-  ax  vel  trinomium  1  —  ax  -]-  ßx^  vel  quadrinomium  1  -—  ocx  +  ßx^  —  yx^]  ex  quorum 
casuum  particularium  consideratione  facile  derivare  licet  solutionem  generalem,  si  scilicet 
pro  denominatore  assumatur  multinomium  quodcumque.  Resultant  ex  bac  investigatione 
formulae  notatu  quam  maxime  dignae,  quarum  ope  111.  Auetor  radicem  quadraticam  ex 
quovis  numero  proposito  non  quadrato  similique  modo  radicem  cubicam  ex  quovis  numero 
non  cubo  proxime  assignare  et  pro  extractione  radicum  altiorum  potestatum  analogas  for- 
mulas  quantumvis  exactas  formare  docet.  Immo  ulterius  quoque  earundem  usus  patet, 
siquidem  non  logaritbmum  modo  numeri  cuiuscumque  propositi,  sed  quantitatem  quoque 
exponentialem  e^  bar  um  formularum  ope  proxime  exprimere  licet  designante  e  istum 
numerum,  cuius  logaritbmus  byperbolicus  unitati  aequatur.    Quod  ut  perspicuum  fiat,  sufficit 

perpendisse  quantitatis  1 -\~  x  logaritbmum  hyperbolicum   esse  ^  ~'^  existente  n^O 

/          xV-  '^* 

et  e^  =  ( 1  -| j  j  si  pro  n  sumatur  numerus  infinitus. 


1.  Omnem  quantitatem  irrationalem  simplicem  ad  hanc  formam  (1  +  xy 
reduci  posse  constat,  siquidem  exponens  n  numerum  quemcumque  fractum 
designare  assumatur;  quicumque  enim  numerus  N  ad  exponentem  fractum 
n  =  J^-  elevandus  proponatur,  eum  semper  ad  hanc  formam 


\ 
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revocare  licet,  unde  formula  proposita  fit 


&^^ 


sicque  irrationalitas  continetur  in  expressione  (l  +  |r)%  quae  cum  formula 
proposita  (1  +  ooY  congruit  ponendo  ^===x  et  '^  =  n,  Ac  si  pro  a  fractiones 
velimus  admittere  ac  b  aeque  negative  ac  positive  sumere,  quantitas  -~  hoc 
modo  iam  quovis  casu  satis  parva  effici  potest,  unde  etiam  more  consueto 
formula  (1  +  x^  in  seriem  admodum  convergentem  resolvitur. 

2.   Per  evolutionem  scilicet  binomii  Neutonianam  haec  formula  (1  +  xf 
duplici  modo  in  seriem  infinitam  convertitur,  primum  nempe  directe 

(1 + ^y =1  + 1,;+ <^T_i)^^+ ^fc^iil-j)^.  ^  ,t,; 

tum  vero,  quia  est 
erit  quoque 


Hinc  vero  porro  lias  expressiones  invicem  multiplicando  et  pro  2n  scribendo 
n  derivabitur  tertia  expressio  multo  magis  convergens 

^         2*+       2-4      *  2.4-6    *   +etc. 

3.  Attendenti  autem  facile  patebit  infinitas  expressiones  huic  postremae 
similes  exhiberi  posse,  quae  singulae  aequales  sint  formulae  propositae  (1  +  a;)"; 
si  enim  ponamus 

^    '^    ^        1-  CCX+  ßx'^-yx^+  dx^-BX^'i-  t^^-ete.' 

determinatio  coefficientium  praebet  problema  indeterminatum  atque  adeo,  si 
vel  numerator  vel  denominator  ad  lubitum  assumitur,   alterius   coefflcientes 
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inde  determinantur.  Hinc  quaestio  nascitur  maximi  momenti,  quomodo  tarn 
nuinerator  quam  denominator  determinari  debeant^  ut  ambo  simul  maxime 
convergant;  atque  hie  quidem  denominatori  finitiim  terminorum  numerum 
tribuere  licet,  ubi  quaestio  huc  redit,  quomodo  coefficientes  deuominatoris 
assumi  oporteat,  ut  pro  numeratore  resultet  series  maxime  convergens. 

4.  Quodsi  autem  in  deuominatore  datus  terminorum  numerus  constituatur, 
numerator  erit  series  maxime  convergens,  si  unus  pluresve  eins  termini  se 
ordine  excipientes  plane  evanescant;  tum  enim  sequentes  termini  tarn  fient 
exigui,  si  quidem  fuerit  x<l,  ut  sine  notabili  errore  reiici  queaüt.  Atque 
hie  notari  convenit,  si  pro  denominatore  sumatur  binomium  1  —  ax,  quem- 
libet  numeratoris  terminum  ad  nihilum  redigi  posse;  sin  autem  denominator 
statuatur  trinomium,  bini  termini  successivi  numeratoris  in  nihilum  redigi 
poterunt;  terni  vöro  et  ita  porro,  si  pro  denominatore  quadrinomium  vel 
multinomium  assumatur.  Tum  vero  etiam  perspicuum  est  advergentiam  eo 
fore  maiorem,  quo  longius  numeratoris  termini  evanescentes  ab  initio  distent; 
unde  sequentia  problemata  resolvenda  occurrunt. 


PROBLEMA  1 

5.   Binomii  potestatem  (1  +  xy  transformare  in  talem   expressionem   maxime 
convergentem 

^  '^  1  —  ax 

denominatore  existente  binomio. 

SOLUTIO 

Si  potestas  (1  +  xy  in  seriem  evolvatur  eaque  per  denominatorem  1  —  arc 
multiplieetur,  orietur  sequens  aequatio  conficienda 

0-1    I    '\   I   <^-^)^2  I    n(n-^l)(n^2)    ,      n(n-^l)(n^2)(n^3)   ,         , 
n  n  (^  —  1)  n  (n  —  1 )  (w  ~  2)  , 

-l-A    -  B     ~  (J     -  D    -etc. 
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lam  prouti  numeratoris  terminus  vel  secundus  vel  tertius  vel   quartus  etc. 
evanescere  debet,  sequentes  coefficientium  determinationes  obtinebuntur: 

I.  Si  ^  =  0,  habetur  statim  «  =  ~  et  sequentes  numeratoris  termini  erunt 

jg_       w(w  +  l)       ^_       2n(n-l){n-j-l)      j^  _       3n(n~l){n-2)(n+ 1) 

1  •  2      '  1.2-3        "'     ^  ~  1.2 -3 -4  ®*^* 

II.  Si  JB  =  0,  habetur  statim  0;  =  -"^  et  pro  numeratore 

^  =  £±1        C—       l(^  +  l)«("^-l)       T)__2(M  +  l)w(n  — 1)(«-2) 

2.1  '  -       2.r-2.3       "'     ^—  2Tr;2T^T4  6*<^- 

III.  Si  C^O,  habetur  a  =  '^?  et  pro  numeratore 

^^2(w  +  l)      j^__  l{n  +  l)n  ___i{n  +  l)n{n--\){n~2) 

3-1      '  S-l-T'  3.T.T.3-4"      "        ^*'^" 

IV.  Si  D  =  0,  habetur  a  =  ^^^  et  pro  numeratore 

._3(»»  +  l)  2(w+l)w  l(w+l)ra(w-l)      , 

Hinc  iana  in  genere  patet,  si  quihbet  alius  sequentium  terminorum  in  nume- 
ratore debeat  evanescere,  haberi  primo 


n  —  ra 
a  = 


C3  +  1 

et  pro  numeratore 

^  =  -J^_.±±l       B^^  ^~^     (m  +  1)»        .,_  co-2     (w4-1)m(w-1) 
fo  +  l         i'  ci-l-l'i.  2  "  '  (0  +  r " "        1 72^.  3  ' 

D  =  ^~^  .  (?*j+il*» ('l-J") (tz:^      p ^^-^   («  + 1) ^ (^ - 1) (w - 2) (w - 3) 

CO  +  1  1  ■  2  •  3  •  4  '      -^^       rä  +  1  ^' ~"~ 1  •  2  ■  3  •  4T5 ' 

cuius  progressionis  lex  est  manifesta. 

COEOLLAEIUM  1 

6.  Quodsi  iam  in  numeratore  termini,  qui  evanescentem  sequuntur,  omit- 
tantur,  habebuntur  expressiones  finitae  ac  rationales  continuo  propius  valorem 
(1  +  xy  exhibentes;  ita  si  primo  ponatur  ^  =  0,  habebitur  ista  appropinquatio 

^  '        l—nx 

quae,  etsi  a  veritate  parum  recedit,  tarnen  magis  aberrat  quam  sequentes. 
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OOKOLLAKIUM  2 
7.  Sit  5=0  et  secundus  casus  praebebit  hanc  appropinquationem 

1  +-2V^       1  +  — |=-a; 
(1  +  ^)»  = -2^i_  = i.^ 

Hinc,  si  sit  n  ===-,  erit 


„^^ —  /j.      1 _ —  ^ 


_^i    1  +  -^  ^ 

(l  +  xY^ ^-^ 

2v 


COEOLLAEIUM  3 
8.   Sit  C==0  et  tertius  casus  dabit 


.         ^^  —  2 

1 ^r--"  ^ 


unde,  si  fuerit  ^  =  ~^,  erit 

(1  +  a;) 


ft  —  2  ^ 

3v 


COEOLLAEIUM  4 
9.   Sit  D  =  0  et  quartus  casus  dat 

1    ,    3(«  +  1)  „    ,    2(n  +  l)n    „  ,    1(«  +  l)w(n  -  1)    „ 

'^^  +  ^)    =  """ -^         ,  «-3 

ideoque,  si  w  =  ~,  erit 


(1  +  ^)' 


1  — ~—, 00 

4:V 


linde  perspicuum  est,  quomodo  huiusmodi  formulae  ulterius  continuari  debent, 
quamobrem  plures  Mc  non  exhibeo. 

Leokharüi  EuLßUT  Opera  omnia  le  Commeutationes  algebraicae  41 


322      NOVA  RATIO  QUANTITATES  IRBATIONALES  PRÖXIME  EXPRIMENDI     [141—142 

OOEOLLARIUM  5 

10.  In  genere  autem  habebitur  haec  forma 

(1  +  £f  _ -:! -jlil <^-^_iliI_ 1__ 

1 ^ — X 

CO 

ubi  pro  (jo  sumi  potest  numerus  quicumque;  haecque  expressio  si  in  infinitum 
continuetur,  non  solum  ad  veritatem  appropinquat,  sed  ipsum  verum  valorem 
formulae  (1  +  ^)'*  exhibebit. 

COROLLARIUM  6 

11.  Si  sumatur   oy^n-^l,   denominator  in  unitatem   abibit   orieturque 
nota  series  Neutoniana 

(1  +  o;)^  =  1  +  y  X  +  -^^-^^J^  x'  +  -^^ ^y;^A^- 1  x^  +  etc. 

Sin  autem  pro  cd  capiatur  numerus  infinitus,  erit 

(1  +  ^)»  == i L:.^_^^_„..__i:li^^.^._ __._____.._    , 

cuius  ratio  quoque  ex  binomio  Neutoniano  est  manifesta. 


GOEOLLARIUM  7 
12.   Si  ponatur  co  =  n,  habebitur 

(1  +  xy 

"  ~ i" """"■'"  '    "       

1 X 

n 

vel  numeratorem  et  denominatorem  per  n  multiplicando 

^    ■■  ,  ■"i" "^  "^  ^ 1.2"     "'^  "'  iryTs"" •'^^  +  ^^^' 


n 

(1 +«;)"■= 


'/?.  —  5S' 
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COKOLLAEIUM  8 
13.   Si  ponatur  w  =  x,  fiet  denominator  =  x  —  n  et  obtinetur^) 

(i  +  xy 

X  —  n 

similique  modo  ex  hac  expressione  imnuinerabiles  series  deduci  possunt,  qiiarum 
ratio  aliunde  non  tarn  facile  perspici  poterit;  unde  haec  investigatio  doctrinam 
serierum  non  mediocriter  amplificare  videtur. 


PEOBLEMA  2 

14.   Binomii  potestatem  (1  +  ooy  fransformare   in   huiusmodi   seriem  maxime 

convergentem 

h  J-    V—  1  +  ^^  +  -S^^  +  Gx^  +  D^^  +  Ex^  +  Fx^  +  etc. 
^^'^^J   —  t^ocx  +  ßx^ 

denominatore  existente  trinomio, 

SOLUTIO 

Eesolnta  potestate   (1  +  ^')"    in    seriem   more  consneto    coiifici   oportebit 
sequentem  aequationem 


a 


1.2     -nr- 

""  "1  ■  YVs  " "  ^ 

!■ 

■2-S-l 

'     — p   XJVXJ, 

n 

ja     - 

n(n—  1) 

1.2      «     - 

n(n 

-l)(»-2) 
1-2-3 

—  etc. 

ß     + 

.          f/?     + 

n(n-l)  ^ 
1-2      ^ 

+  etc. 

B     — 

G    — 

D 

—  etc. 

+ 
-1-^  — 

atque  hie  denominatorem  1  ~  ax-i-  ßx^  ita  definire  licet,  iit  in  numeratore 
bini  termini  successive  evanescant;,  nnde  is  eo  magis  convergens  reddetur. 


1)  Ratio  seriei  facile  perspicitur;  est  enim 

41* 


(1  +  xY  {x  -  n)  ^{1+xY^^-  ±^^^±^^1 .  p.  Si 
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I.  Sit  ^  =  0  et  ^  =  0;   erit  a  =  -J  et  ^="4±^^,  unde  habetur 

C  =  ^-  ({n-l){n-^)  _  (w-l>       («tl)«"!  _         1  («  +  2)(«  +  l)  w 

1  \         2-3  2  •  1      ^     i .  2     /  ~     ^""       "sT  1 7^71  ' 

D=,        ?*i?L:_l)      C(»*r  ?)(!L-^  _  (±Zl2;)w       (w-fl)w\  _    2-(w  +  2)(n+l)w(w-l) 

1-2           V        3-4                  3-1    ^     1.2    /            ""        4.1-2-l72~  "' ' 

■^_n{n-l){nr-2)nn—2.){n-4.)  __  (m-3)w       (w+l)'*'!  _  3(n+2)(»^+l)w(M-l)(w-2) 
1  •  2  •  3         V         4.5  4  •  1 "    "^  "  i  •  2     ,/       "~ 5  •  1  •  2  •  1  •  2  •  3  " 

et  in  genere  erit 

\   {v  +  1)  (v  +  2)  {v  +1)1"^  ■"  l"  2"  y  (v  +  2)  •  1 .  2  ' ' 

ex  quo  generali  valore  Uli  speciales  facile  derivantur. 
II.   Sit  J5  =  0  et  C==0;  erit  pro  a  et  /3 

o  n  n(n  —  l)  ^ 

a  —       rr     (^  -\ -^^ ■ —  =  0 

1  1-2  ' 

Mnc 

2(m-1)                   nin-1) 
3        '         P  =  '-^Z 

Pro  numeratore  vero  habebitur 

1  3  3~~' 

J)  =  ^0^-  1)  f  Ö*  -  llOi-  3)  _  2  (w-2)(w  - 1)    ,    « (w  -  1)\ 
1-2       V  3-4    "  "'        3-3"         +      2.T'7 

=  --?  (w  +  2)(w+l)«  («*  -^1) 
3-4-2-3-1-2         ""' 

j; _  <^-M^ - 2)  /(»* -3)(w-4)       2{n-i){n-l)    .   n(n-l)\ 
1-2 -3  V  ~     4-5        '  J7?,~~       +"~2T"3'J 

=  2  •  3  (w  +  2)  (w  +  1>  (?Lzl1K'L~l2) 
4  •  5  ■  2-3  •  1  •  2-3"  "' ' 

ii'=?ifcl)ilz:i)0!-3)/(»i-4KM-_5)        2(»i-4)(n-l)    ,    «.(«,-1 

1  •  2 . 3  •  4        "    l"       5  . 6  "~  '"  TTl +  -37-3^- 

__  3  ■  4 {n  +  2)  (w  + 1) n (n -  DQn -2) fw -  3) 

5  •  6 -'2 -T- f.  2  73 ;  r  - -'— - 
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et  in  genere 

AT—        /(^ -~v){n  —  v  —  l)       2(n-v) (n  —  1)       n(n^  1)\  _       v(v-'l)(n  +  2){n  +  l) 
jY  \~~J^j^fj-r^~^^^^  (^  +  1) .  3  '        2^     /  (v+2)(v+iy2^~' 

in.  Sit  (7=0  et  D  =  0  ac  pro  denominatore  erit 

""""  """2 '      /^~        3.4 

liincgne  pro  numeratore 

j n       n  —  2  n  +  2 

^__^^_  1.2      "^  3-4™       ^~  3-4  ' 

w  -^  ^1(^tA)  (^  r  ^}  /'(^rJ)  (^^n"^)  _  0^"3)(9^~-2)     ÖLiiii^izi?)^ 

-^  —     -    -~^  y;^    -    '  \^  -  "     -^^j-  -    -  ^2  +  3-4  / 

_  (^  +  2)(^  +  l)^^K^-  1 ) ('^'^ T 2) 
~"  2  •  3  •  4  .  5  •  1  •  2-3 

Quia  autem  sufficit  terminos,   qui  evanescentes   antecedant,  nosse,   sequentes 
non  determino,  qnia  eorum  lex  deinceps  patebit. 

IV.  Sit  I)  =  0  et  jB=0;  erit  pro  denominatore 

3    ^  ''ZL^  (^^2)(^-3)_ 

Af_  ^-'^  (^-3)(n-4)_ 

hinc 

a—     ^-^^        ,         p—  ^-^ 

at  pro  numeratore  reperietnr 

j        n        2  (n  —  Z)       3(w  +  2) 

B  __  ^  (^  —  ^)  _    2 3^(l^  — 3)       (n  —  2)  (n  ~  3)  _  3  (n  -f-  2)J^n  t  1 ) 

C  =  ~  /0^-l)(n  — 2)  _  2(j^-l)(^  — 3)       (n-~2)(n— 3)\  _  (^  + 2)  (^+ 1)-/^ 
""  1   \  2-3         ^  2.5  "^  4.5  /  5.4.3 


326      NOVA  RATIO  QüANTITATES  lERATIONALES  PROXIME  EXPRIMENDI     [145-146 
V.  Sit  E==0  et  F=0  atque  ex  allatis  facile  concludimus  fore  primo 

tum  vero 

.  _4(n  +  2)           x>_^(*HbM*^  +  l)           ^       4(n  +  2)(w  +  l)^^ 
■  6        '         ^  6T5  '  ^'== 6T5TI 

et 

ji_   l(^  +  2)(n  +  l)^(»^-l) 
6.5.4-3 

Generaliter  ergo  denique  has  eliciemus  determinationes 

ß)  +  2    '         ^       ~  (o3  +  2)(a9  +  l)     ' 

>  G9        ^  J  +  2 

1         C9  +  2 

1-2      '(a)-f-2)(a3  +  iy 

0  =  ^(^  — ^)(<^--2)     {n  +  2)  (f^  +  1)  w 
1.2.3  ''(cö+2)(0Vltß3' 

j^  _  Gj  (cd  —  1)  (gj  -  2)  (0  -  3)    (n+2)(^+l)n(';^-l) 
1-2.3-r (a>  +  2)((a  +  l)a)(^;^i)' 

ii;  =  ^  (q^  -- 1)  (g3  -  2)  ((ö  -  3)  (g_2li)    (^  +  2Kn  +^1)  n  (7^  -  1)  (w  -  2) 
1  •  2  •  3  .  4  . 5    "  ™  '  {co  +  2)  ((»  +  1)  09  (cd  -^  1)  (c^ -^^  2) 

etc. 

Unde  etiam  coefficientes  terminorum  post  evanescentes  sequentium  tacile  for- 
mantur. 

COEOLLARIUM  1 
15.  Quando  pro  denominatore  in  genere  est 

C5+2  .       ^  (ß5 -(- 2)  (c?  +  1) 

pro  numeratore  habebimus 
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7?_      CO  (ra  - 1)  (n  +  2)(w  +  l) 

^~((D+2)(m  +  l)'  1-2 

.  (o-l)((a-2)    (^  +  2)(?^  +  1)m 

^~((o  +  2)(o)  +  l)  1-2-3 

((D-2)(ca-3)    (n+2)(n  +  l)wCra-l) 
■^~(<D  +  2)(o  +  l)  1-2-3-4 

(o-3)(c3-4)    (n+2)(n  +  l)n(n-l)(n-2) 
•^~(co  +  2)(a)  +  l)"  1-2-3-4-5 

etc. 

Quorum  valorum  analogia  ad  eos,  qui  in  primo  problemate  sunt  inventi,  iam 
satis  luculenter  ordinem  sequentium,  ubi  denominator  pluribus  constabit  ter- 
minis,  declarat. 

COEOLLARIUM  2 

16.    Neglectis    terminis    in    numeratöre    post    evanescentes    sequentibus 

babebimiis  approximationes  sequentes: 

Si  CO  =  0,  erit 

(1  +  xj'  =  — -^7„(„4.i)— ' 
1  —  nx  -\ — \   ' ■  XX 

quae  quiclem  in  lioc  genere  plurimum  a  veritate  discrepat. 


COKOLLAKIUM  3 
17.  Ponamiis  co  =  1  eritque  proxime 

1  +  "-[—■  X 


(1  +  :cf  —  - ^.^^^^        ^(^^_iy 


1 "  o ■  ^  +  7  2.3      ^^ 


sin  aiitem  oj  ==  2,  erit  adhuc  propius 


l+^J!!_Ls^+(^^l|+J)«,^ 


(1  4-  a;)"  —  ^     -^öi"— 2)  ^  _^  (w  —  2)  (n—i) 

et  si  CO  =  3,  erit 


1  _  .A___^  X  +  ^ ^}-^ '-  XX 


3  («+  2)  3  (»  +  2)  («+  1)  («  +  2)  (w  +  l)w    a 

1 5       «i        -574        a;a; 
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si  (0  =  4,  erit 

(1  +  xY  = ill 6-5-4  ■*   ^  6-5.4-3 * 

si  CO  =  5,  erit 

I                                                (-6  7.6-5                  I"  7.6-5-4             "^   | 

l                                                   ,  («  +  2)(w  +  l)n(w— 1)(«_S)    5  I 

(1  +  xY  = , 7-6-&.i.S     ~ ^  ■                 I 

1  ä(^-5)„   ,    (n~5)in-i) 

7  ^"1  ^^— H • 


7-6  "''^ 


Quae  expressiones  ex  coefficientibus  potestatum  binomii  expedite  ulterius  con- 
tmuantur.     Quo  longius  vero   continuantur,  eo  minus  a  veritate  aberrabunt. 

COEOLLAEIÜM  4 

18.   Generaliter   autem   haue    formulae    (l^xf    transformationem    com- 
modius  exhibere  non  licet,  quam  ut  dicamus  esse* 

(1  _[_  xy  =  ^+^^  +  Bx'  +  Gx'  +j>gl+jg^_+g^ 

1  —  ccx  +  ßxx 

existentibus  coefficientium  valoribus 

a  =  ^i^-'")  ß  ^  in-6})(n-a_+  i) 

(0  +  2     '         ^  (a,  +  2)(aj  +  lf~' 

jI^       (ö  +  1)  cj         n+  2 

(ö+2)(a3  +  l)"T^  ' 

J?  =  -  <»_((D -!)__        (.fi 4-  2) (w -f  1) 
■(to-+2)(ra+iy  1.2  ' 

G  =  '^'°_I1^J  (?  li)    (^+  2)  («_+  1)  « 
(ra  +  2)  (m"+  1)  ■        172  .  3  ~~ ' 

■p_((o-2)(g)-3)    (w+2)(n  +  l)M(re-l) 
(ra  +  2)(a3-f  !)■■  "TTiTs-.!  ' 

etc. 
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COROLLARIUM  5 

19.   Hie  iterum  patet,   cum  quantitas  co  ab  arbitrio  nostro  pendeat,   si 
capiatur  co  =  «,  prodire  a  =  0,  ß  =  0  et 

Sin  autem  sit  co  =  cnd,  erit  oj  =  — 2  et  ß  =  l;  unde 

(1  +  ic)"  = .-i iir ^ _ — illJ 

V^    -'  l  +  2a;-|-ir« 

seu 

cuius  ratio  est  manifesta. 


PROBLEM!  3 

20.   Binomii  potestatem  (1  +  x^  fransformare   in  huiusmodi   seriem   niaxime 
convergentem 

^  ^  ™" 1  —  ax  + ßx^'^-Jx^" ^ "■ 

denominatore  existente  quadrinomio. 

SOLUTIO 

Seqiiens  ergo  aeqnatio  construi  debet 

0=1  +  ^0;  +  ^^^^+  "^^^-^^^  -^^lßS^3^  +  etc. 

-«     -         f«     -         <^=^'^-a     -         -J^S^a      -etc. 

n 


4-  /?    +  f/3    H- 

—  Y    ~ 

—  1  —  Ä  —  B     —  G    — 

Leonhardi  Euleri  Opera  omnia  le  Gommentationes  algebraicae 


n  (n ' 
1' 

='v 

+  etc. 

n 

jr 

—  etc. 

D 

—  etc. 

42 
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Hic  iam  effici  potest,  ut  in  serie  coefficientium  A,  B,  C,  D  etc.  temi  succes- 
sivi  evanescant.  Sumantur  ergo  temi  quicumque  successiye  evanescentes  et 
obtinebuntur  tres  huiusmodi  aequationes 

7             o-l       ^  "^  ((D-1)<D  ^       '           (ra-l)ca(«  +  i)~         ~  ~  ^' 

£j3_ra_iMo    ,  (a^-co  +  l)(«-cD)             (w-(o  +  1)(«-co)(m-co -1) 

^                (0          ^  "^  «(cj  +  1)  "                   o(o3  +  l)(oj  +  2)               ""' 

w-cD     -g  {n-co){n-a)  —  l)             (w-cj)(w-cj-1)(w  — o  — 2) 

^            «  +  1      ^~f"  (aj  +  l)((a  +  2)  "              ((0  +  1)(q5H-2)(c  +  3)         ~ '^• 

Hinc  differentiis  sumendis  habebitur 

M  +  l       ^  2(W+1)(W-C0  +  1)         ,     3  (W  +  1)  (W-CT  +  1)  (w-  CJ)    _ 

(©  - 1)  (D  f^  (o3  - 1 )  CO  (03  +  1)     "  "^  "  (m  -  iym'((a  + 1)  (ro  +  2)     "~  ^ ' 

fo(a)  +  l)'^  fö  (ca  + 1)  (ro  +  2)     '^  "^     ca^ra  +  l)  (co  +  2)  (m +"3) 

^  _  2(>^-g)+l)       ,    3(w-(D  +  l)(w-a3)  _ 
^  (0  +  1        ''"1'      ((o  +  l)(«  +  2)  """"' 

^  2(w-o:>)     ^        3(«-o)(n-aj-l) 

^  ra  +  2        "~f^       (co  +  2)((dH-3)"'"~^' 

quarum  aequationum  differentia  dat 


sive 


hincque  fit 


(o)  +  iy(^^  +  2)  "        (cd  +  1 )  (rö  H-^SlJXro  +  3)  ~  ^ ' 


^  =  2 Oi- ?)       ^  _,  3(w-CT)(n-co  +  l)  ^  (w-w)(m - «jf  1) («- (0  +  2) 

co  +  3     '      ^  ((D  +  3)(co  +  2)    "  ^  (Gj  +  3y((a  +  2)t^l) 

His  autem  valoribus  pro  denominatore  inventis  pro  numeratore  reperientur 

j,  03  w  +  3 

p  _       CD  ((0  - 1)         (w  +  3)  (m  +  2) 

(o  +  3)  (co  +  2J  ■  1-2 

^  _       oj  (co  -  1)  (co  -  2)        (w  +  3)(w  +  2)(ra+l) 

(03  +  3)(ra  +  2)(<a  +  l)'  1.2-3" 

D  =  (m  —  1)  (c)  -  2)  (co  -  3)    (w  +  3)(w+2)(m+1)w 

(co  +  3)  (g)  +  2) (co  + 1)  ■  1-2 -3 -4  ' 

^_(co-2)((o-3)((a-4)    _(w  +  3) {n  +  2) (m  +  l) w (n -  1) 

((»  +  3)  (co  +  2)  (co  +  1)  '  1-2 -3  •4-5 

j,_  ((0  —  3) (cd -4) (cd -5)    (m  +  3)(w+2)(^  +  1)w(^-1)(w  — 2) 

(co  +  3) (co  +  2) (co  +  1)  ■  1-2-3-4-5-6  ^ 

etc. 
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ac  clenominator  formabitur  ex  Ms  valoribus 

/q  _  ^  (^  "  ^)  (^'^  —  co  +  l) 

{n  —  m)  {n  —  CD  +  l){n~-(D -\-2) 

Quibus  substitutis  erit 

1  +  AX  +  Bx'  +  Gx^  +  Bx^  +  Ex^  +,etc. 


(1  +  xy 


l  —  ax  +  ßx^  —  yx^ 


COEOLLARIUM  1 

21.  Manifestum  Mc  est,  quicumqne  numerus  integer  positivus  pro  m  as- 
sumatur,  in  numeratore  semper  terminos  ternos  successivos  in  nihilum  abire. 
Ita  si  sit  CO  =  0,  erit 

i    .   -^^  j   *   .   -^^       0^4- 3)  (n  4-  2)  in  +  1)^    ,  ___  4  {n  +  3)  {71  +2)  {71  +  1)  n  (n  -  1)  ^5       ^^^ 

^+*"T"    ■+■      _______Iiii"-"'iii _^  _        il^l?-^-^'       ^ 

unde  reiectiö  in  numeratore  terminis,   qui  post  evanescentes  sequuntur,   erit 
proxime 

(1  +  xY=  "        n'^TTill^r+l)    2      n  (n  +  i)'(^  +  2)-   .  * 

^  - 1"  ^  +  ™-"r:2 ^  r7¥:"3 ■  ^ 

COROLLARIUM  2 

22.  Siniili  modo  ponendo  co  =  1  erit  proxime 

l  +  ^T-^ ^ 

(1  +  xy  =  — ■-y(-Z7iy^^  3 ' 

at  si  sumatur  co  =  2,  erit 

1  ..j ^ ^  ..j -_  X 

(1  +  xf  =  -     ^(^,^:zi2)ZT  ' 

4:2* 
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posito  vero  co  =  3  erit 

1  +  i'-i^-L?)  ^  4.  5il±i) O^+J)  ^s  ,   («  +  3)  («  +  2)  (n  +  1)    , 

(1  +  xY  =  ^  6."5         '^  +        "'~6T5Ti «' 

1  -  l<^^-=lgj  r  -^.  i(?-.ngK!!^_2)  ^2      (w  -  3)  {n  -  a)  («  -  1)  ~  • 
6  6-5  **  6-5-4  * 


COEOLLAEIÜM  3 

23.  Postrema  haec  formula  ideo  est  notatu  digna,  quod  numerator  et 
denominator  pari  terminorum  numero  constat  et  quod  alter  in  alterum  abit, 
si  exponens  n  sumatur  negative.  Haec  ergo  expressio  conferenda  est  cum 
similibus  ex  problematibus  superioribus  ortis 

unde  simul  ordo  huiusmodi  formularum  facile  colligitur. 


PROBLEM!  4 

24.    ^mo«JM  potesiatem    (1  +  a:)"  transformare    in    huiusmodi  progressionem 
mazime  convergentem 

(l  _|_  jt;>  ^  1  ±Äx  +  Bx'+Cx^  +  Dx^  +-Eafi  +  F^+  etc. 
denmiinatore  existente  muUinomio  quocumque. 

SOLUTIO 

Si   solutiones  praecedentium  problematum    consulamus,    ievi    attentione 
adhibita  inde  sequentem  solutionem  generalem  colligimus: 
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Ä- 


(o        n-^-cp 


(D  +  (f  1 


B  _  C3  (gj  —  l)  {n  +  y)  (^  +  y  -~  1) 

"~  (G5  +  9?)(a)-hg?  — 1)  '  1-2  ' 

^Y C3  (o  —  1)  (p  —  2)         _  ^  (n  +  y)  C^  +  y  —  1)  (n  +  y  — •  2) 

,. G)(cD-l)((S3  — 2)((o  — 3) ^  (^  +  y)(^  +  qp-l)('>^  +  y  — 2)(^^  +  9^  — 3) 

~(ö3  +  9?)((»  +  9)'— T)((ö  +  y--2)(co  +  9  l."2-3-4       "" 

etc. 
Deinde  vero  pro  denominatore: 

w    n  —  m 

1        03  +  9 

_  g? (93  —  1) (9  —  2)     {n  —  o)(n—co  +  1)(^  — o:)  +  2) 
^  ~  ^-;^-y-^ (05  +  ^)  (ö5  +  ^  -.  1)  (cd  +  9?  -^2)  ' 

""  """ IT27374 '  (g)  +  (p)l(x)  +  (p~—l)  (o3  +  9  —  2)  (03  +  9  -  3) 

etc. 

Qui  valores  ad  praecedentium  formam  propius  redncuntur^  ut  sit 

OD  n—  G) 

9  +  05  1 

^        (9  +  (ö)(9  +  (D-l)  '              i.2 
9  (9  —  1)  (9  —  2)         (n  —  co)  (nj-  o -\-l){n  —  G)  +  2) 

y  =  ^(^^q:  03)  (9  +  Co  :j^j-y^^q7;^"-— -^  --^^ -  , 

etc. 

Etsi  autem  ex  hac  lege  etiam  denominator  in  infinitum.  continuari  possit, 
tarnen  ex  principio,  unde  eum  deduximns,  patet  enm  non  ultra  terminos 
evanescentes  produci  debere,  siqnidem  pro  cp  siiinatnr  numerus  positivus  in- 
teger. 
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COEOLLAEIUM  1 

25.  Denominator  ergo  ex  numeratore  formari  potest,  si  numeri  cp  et  w 
inter  se  permiitentur  et  loco  n  scribatur  —  n.  At  posito  —  n  pro  +  n  for- 
mula  (1  +  xy  abit  in  (1  +  x)-'';  unde  si  fuerit  (l  +  xy==^,  erit  (1  +  xy''=  ^, 
ex  quo  ratio  huius  conversionis  eo  clarius  perspicitur. 

COEOLLAEIUM  2 

26.  Cum  igitur  numerator  et  denominator  inter  se  permutari  possint, 
etiam  numeratorem  apud  terminos  eyanescentes  abrumpere  licet;  tum  vero 
denominatorem  in  infinitum  continuari  oportet,  ut  fractio  obtineatur  potestati 
(1  +  ^y  aequalis. 

COEOLLAEIUM  3 

27.  Si  sumatur  cp  ==  aj,  numerator  et  denominator  multo  magis  inter  se 
assimilantur  ac  tantmn  ratione  signi  exponentis  n  a  se  invicem  discrepabunt. 
Erit  autem  tunc 

.         CO      n  +  (D 

jR  =    ^  (c3  -"  1)      {n  H-  co)  (n  +  co  ~  1) 
2  CO  (2  (ö  —  i)  '       ^       '"■^2  ' 

C  =      ^(^  — 1)  (^  -~^)        (n  +  q)  (n  +  CO  —  1)  (n  +  m  —  2) 

2  G5  (2  o  — 'ij  (2  CO— 2)  ^--^-^j^- -~ .^  - , 

J)  =  ^_„^(^":  ^)  (^  —  ^K^  T  ^)  0^  +J'^)  0^  +  C5  - 1)  (^  +  CO  -  2)  (^^  +  CO  -  3) 

2  (0  (2  CO  -  1)  (2  CO  -  27(2  cd' ™  3)  "  """ ^ ^  " l  .  2"'- 3  ."4"    

etc. : 

CO      n  —  00 

3  =    ^  (^  ~  ^)      (^  —  (o)(n  —  03  + 1) 
^        2co(2co--l)*  lTY~  ' 

y  ==,  _  J^(^  —  1)(C0  — 2)  (>^  --03)  0^ --  CO  +  1)  (^  —  09  +  2) 

'^         2  03  (2  w  —  1)  (2  CO  -  2)  '  ^ '  1 72  .~3        ^^  ' 

(J  =       03  (c3  —  1)  (co  -  2)  ((0  --  3) i^r~^K5„ZL^il(^ill5^         (^Ll  ^  +  ^) 

2  03  (2  CO  —  1)  (2  G3  -■  2) (2  CO  —  3)  '         '    ^^  "l  •  2  ♦  3  ♦  4  ~~~~ 

etc. 
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COROLLAEIÜM  4 

28.   Hinc  formnlae  superiores  (§23)  ad  approximandum  perquam  idoneae 
derivantur: 

^  ,   1    w  +  i 


(i  +  xy=     ^    ' 


1     n—l 


2 


2      ^+2  2.1    (^  +  2)(.^+l)    2 

[l-f-X)    — -        2     n  —  2        ,2.1    (w  — 2)(t^~l)    o' 

i-T'-'T^^  +  i^s r:2        ^ 

.    ,     3      ^  +  3        ,3.2    (n+3)(wH-_2)    3       3j_2_J.    {n  +  3)  (^  +  ^)  (^  +  D  ^3 
V-^  +  ^;    =  3      ^-"3        ,   3.2    (n-~3)(^  — 2)    o  ,   3.2  . 1    (n^3)(n-2)(n-^l)    3 ' 

quae  quomodo  ulterius  continnari  debeant,  sponte  patet. 


SCHOLION  1 

29.  Hae  formulae  eo  magis  sunt  notatu  dignae,  quo  minus  earum  ratio 
patet;  nam  etsi  tarn  in  numeratore  quam  denominatore  lex  progressionis  est 
perspicua,  secundum  quam  uterque  in  infinitum  continuatur,  tarnen  iam  ani- 
madvertimus  alterutrum  tantum  in  infinitum  produci  oportere  altero  ex 
linito  terminorum  numero  constante;  ibi  scilicet  quo  vis  casu  terminari  debet, 
ubi  termini  aliquot  evanescere  incipiunt,  etiamsi  deinceps  iterum  termin 
finitae  magnitudinis  occurrant.  Haec  autem  ita  sunt  interpretanda,  si  in 
valoribus  litterarum  Ä,  B,  C  etc.,  a,  ß,  y  ^*c-  factor  numeratoris  evanescens 
a  factore  denominatoris    evanescente   toUi   censeatur,   ita  ut  fractio 


2  05  —  %m 

casu  a)  =  m  unitati  aequalis  statuatur.  Sin  autem,  uti  calculi  ratio  exigit, 
haec  fractio  tantum  semissi  unitatis  aequalis  capiatur,  tum  continui  ratio  non 
amplius  infringitur;  ac  si  bac  lege  retenta  tam  numerator  quam  denominator 
etiam  ultra  terminos  evanescentes  in  infinitum  continuatur,  fractio  resultans 
formulae  (1  +  ocj'  perfecte  erit  aequalis.  Quod  idem  in  genere  est  tenendum, 
dummodo  inter  numeros  9  et  co  certa  ratio  statuatur,  ita  ut,  si  cp  ==  Aw, 
fractionis  7^;ir^^^  [valor]  etiam  casu  ca  =  m  sumatur  =  -^j^j,  ex  quo 

haec  cautio  neutiquam  principio  continuitatis  adversari  est  putanda. 
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SCHOLION  2 

30.    Quo  haec   clarius  perspiciantur,   consideremus   casum  cü  =  0   et   ob 
=  Y  erit  numerator  nostrae  fractionis 


2w 


^1  2         1-2  '2  1-2-3 

'2  1-2 -3 -4       — a; -f- etc. 

et  denominator 

^2         1-2  ~*  -"2  ~i-7^.Y^-~^' 

+  i  .  üOl+l)(w  +  2)  (n  +  3)   ,         ,    _. 


-,        1     n 


manifestum  autem  est  numeratoris  valorem  esse  =  i  +  1.  (i  +  a;)»,  deuomina- 
toris  vero  =- +  i-(i  +  a,)-»  illumque  ergo  per  hunc  divisum  praebere  (l+^>. 
Simili  modo  si  ponatur  cw  =  1,  erit 

pro  numeratore  pro  denominatore 

^=i.^l,  1    n-i 

-^  =  0'  /?  =  0, 

c  ==  -  i .  ^tlM'^L) ,  ^  ==  _  1 .  (»^  -  IM!?  + 1) 

1  •  2  •  3  /  ^  1  •  2  •  3        ^ 

4-  1  .  *>     Q     /l  '  ^  —  —  —  *  ~    ■ . 

I  • ^ • ö • 4  4  1.2.3.4  ' 

^  1-2-3-4.5  4  1:2:3:4:5" "" ~"~ 

e^^<^-  etc. 

atque  hinc  colligitur  fore 

numeratorem       =  -i  +  i-  (^  +  1)  ^  +  (|  _  1  («  „  1)  ^)  (^  ^  ^),,, 
denominatorem    ==  |  _  i.  (,,  _  1)^  +  (|.  +  |  (^  +  1)  ^)  (j  ^  ^)-„. 

quorum  iUe  per  hunc  dinsus  manifeste  praebet  fonnulam  propositam  (1  J- a;)" 
Sm  autem   in  denominatore  termini  litteris  j^  c5',  .  etc.   affecti   omitterentur, 
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tum  in  numeratore  loco  fractionis 


2g)  — 2 


unitas  statui  deberet  ob  legem 


supra  stabilitam,  unde  valores  C,  D,  E  etc.  duplo  prodirent  maiores;  foretque 
immeratoris  valor  ={l  —  ^(n—l)oo^(l'\-xy,  denominator  vero  =1—^(^—1)^^, 
qua  fractione  iterum  veritas  obtinetur.  Yideamus  ergo,  quomodo  per  hums- 
modi  formnlas  tarn  qnantitates  radicales  quam  exponentiales  et  logarithmi 
commode  vero  proxime  exMberi  queaut,  quando  quidem  constat  tarn  loga- 
rithinos  quam  exponentiales  quantitates  ad  formam  (1  +  xf  revocari  posse. 


PEOBLEMA  5 

31.    Badicem  guadraiam  ex  (juovis  numero  non-quadrato  proposito  per  formulas 
ante  exMbitas  proxime  assignare. 

SOLUTIO 

Sit  numerus  propositus  non-quadratus  ^=  aa  -{-h  et  ponatur  --  =  x;  erit 

aa  +  Z>  ==  aa(l  +  x) 
ideoque 

]/(aa  +  ?;)  =  a  (1  +  4^\ 

Habebimus   ergo    n  =  y    et    ex    praecedente    problemate    formulae    continuo 
magis  ad  V(a  a  +  h)  appropinquantes  erunt 


y(aa  +  h)  = 


1+1 
1  + 


y(aa  +  &)  = 


1    + 


a, 


1)     ,2-1    Ö.3     V 


h        2-1    3 
a^~^4:.3'2 

1)    ,   3j^    7_ 
a  2  +  6^5*2 


4    a* 

4:'  a^' 


3.2.1    7.5.3    &» 


6.5.4    2.4.6    a^ 


6      2a 


&        3  •  2    5  . 


6-5    2. 

etc. 


3    ö« 


4    a* 


3.2-1    5-3.1    b 


:a 


6  •  5  •  4    2.4-6    a^ 


Evolutis  autem  Ms  factoribus  et  posito  brevitatis   ergo    —  =  x  consequemur 
formas  sequentes: 

Leonhahdi  Euleri  Opera  omnia  I(j  Commentationes  al^ebraicae  43 
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y(aa  +  6)  = \ ^_«, 

i  +  x^+re«« 

Viaa  +  &)  =  ^-i J ^±^  a, 


4:        '16  '32       ~256 

etc. 
Sin  auteni  ponamus  -1  =2/  seu  y=    ^- ,  erit 

■     y(aa  +  I>)^'±?ya, 

l+Sy  +  yy     ' 

Y(aa  +  &)  =  L+^t272/2/  +  BO^f  +  9?/* 

1  +  9?/  +  28^2/  +  352/H  li?/ +  /  "  ^ 

etc. 

COEOLLARIUM  1 

32.  8i  formularum  liarum  numeratores  et  denominatores  attentius  con- 
templemur,  non  difficulter  observabimus  utrosque  cbnstituere  progressionem 
recurrentem   secuudi  ordinis    et   quemlibet   terminum  ita   dependere   a   binis 
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praecedentibus,  nt,  si  terni  termini  ordine  siat  P,  Q,  B,  semper  sit 

B==^{l  +  2y)Q~yyP 
seu  scala  relationis^)  habeatur  l  +  2y,  —yy. 

.   COEOLLAEIUM  2 

33.  Si  pro  y  statuamus  valorem.  -  ^^  et  numeratorem  denommatoremque 
a  fractionibus  liberemus,  habebimus  sequentes  formulas 

etc. 

COEOLLAEIUM  3 

34.  In  bis  formulis  iterum  tarn  numeratores  quam  denominatores  seriem 
constituunt  recurrentem,  cuius  scala  relationis  est  2(2aa  +  b),  —hi,  ita  nt, 
si  P,  Q,  B  denotent  tres  terminos  se  invicem  excipientes,  futurum  sit 

B  =  2{2aa  +  h)Q  —  bbP, 

At  seriei  uumeratorum  duo  termini  initiales  sunt  1  et  4aa  +  3&,  denomina- 
torum  vero  1  et  iaa  +  b,  unde  reliqui  facile  reperiuntur. 

1)  De  Seriebus  recurrentibus  atque  mdicibus  seu  scalis  relationum  vide  A.  de  Moivre 
(1667—1754),  De  fractionibus  algebmicis  raäicalitate  immumbus  ad  fracUones.  simpUciores  reäu- 
cendis,  deque  summandis  terminis  cjuarumdam  serienm  aequall  intervallo  a  se  distanübus^  Philo - 
sophical  transactions  (London)  B2  (1722/3),  1724,  numb.  373,  p.  162,  imprimis  p.  176.  Yide 
etiam  eiusdem  auctoris  Miscellanea  anahjüca  de  serieMs  et  quadraturis,  Londini  1730,  p.  27,  nee 
non  L.  EüLERi  Introductionem  in  analys'm  infinitormn,  Lausannae  1748,  t.  I  cap.  IV,  XIII,  XVII; 
Leonhardi  Eüleri  Opera  omnia,  series  I,  vol.  8.  P.  St. 

43* 
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COROLLiEIUM  4 

35.   Si  fractio  j^^   ad   minores  terminos  reduci  potest,   Ms  potius   loco 
ipsorum  h  et  4a a  uti  conveniet.     Ponatur  ergo  in  minimis  terminis 


atqne  Imbebimus 


4t  aa       0 


hincque  erit 


/       8  +  y 

B^(z  +  2y)Q-  yyP. 


COEOLLAEIUM  5 

36.  Hae  fractiones  adhuc  coininodius  expiimi  possmit  hoc  modo 

'       .z+2y  —  y-l    ' 

Yfaa  4-h)  =  ^^±^lf+  l^-f  •-  +  ^y'  +  y(^'  +  iy^  +  3y') 
^  '       z^-^^ys^+l^y-'i^^yi-yifj^lyij^Zf)' 

^       0^  +  8y3'  +  2ly',^'  +  20yh  +  ^y'-yJ/^+Gy^+iof^-^-  Uf)^ 

etc. 

COEOLLAEIUM  6 

37.  Pro  bis  fractionibus  formandis  sufflcit  unicam  haue  seriem  constituisse 
1,     z  +  2y,     z'  +  4:y0  +  3y\     z'  +  6«//  +  10/^  +  Ay\  . . .  P,   <3,  .2?,  . .  . 

quae  pariter  est  recurrens  ad  legem 

B^,{z  +  2y)Q-yyP. 
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Formata  autem  hac  serie  erit  proxime 

quae  scilicet  fractio   ex  binis  tertainis  se  immediate  seqnentibiis  illius  seriei 
facillime  formatur. 

EXEMPLUM  1 
38.    Badicem  quadratam  ex  2  proxime  exMhere. 

Cum  Sit  aa  +  5  =  2,  erit  a  =  1  et  &  =  1,  unde  A.  =  i-  =  -f~;  ergo  y  =  l 
et  ^  =  4  atque  ^  +  2^/  =  6.     Quare  ex  scala  relationis 

formetur  haec  series  recurrens 

1,  6,  35,  204  1189,  6930,  40391,  . . .  P,  Q,  B,  ... 
et  fractiones  |±p  ad  K2  continuo  magis  appropinquantes  sunt 


1/2  ^^      ^1  1?1  1^93  8119   47321   ,  ^ 
5'  29'  169'  985'  5741 '  3346l" 

EXEMPLUM  2 
39.    liadicem  quadratam  ex  3  proxime  exMbere, 

Cum  sit  aa  +  &  =  o,  statuatur  a  =  l;  erit  &  ==  2  et  ,-    ==4.  =  -i,  unde 
fit  y  =  1  et  ^  ==  2,  ergo  ^  +  2y  =  4.     Quare  ex  scala  relationis 

formetur  haec  series  recurrens 

1,  4,  15,  56,  209,  780,  2911,  10864,  . . .  P,  Q,  B,  ,  ,  , 
eritque  proxime  1^3  =  ^-i-^  sive 

^  ^~  3'   11'   41'    153'    571'   2l3l'   "79^3™   ^^^• 

ÄUter,    Vel  statuamus  a  =  2,  ut  sit  &  =  -— 1;  erit  ^^^^  =. —j^  =  1.^   unde 
y  =  —  l,  ^'==16  et  0  +  22/ =  14.     Quare  ex  scala  relationis 

B  =  UQ-P 


342  NOVA  RATIO  QÜANTITATES  IRRATIONALES  PEOXIME  EXPEIMENDr         [162 

formetur  series  recurrens 

1,  U,  195,  2716,  37829,  526890,  . . .  F,  Q,  B,  . .  . 
eritque  proxime  ]/3  =  ^~p •  2  sive 

•yo        13  181  2521  35113    „     , 


vel 


1/8  =  —  1^  5042   70226 
/  .   15'  209'  2911'  40546"  ^*^' 


PEOBLEMA  6 

40.   Badicem  cuhicam  ex  quovis  numero  non-cubo  proposito  per  formulas  ante 
exhihitas  proxime  assignare. 

SOLUTIO 
Sit  numerus   propositus   non-cubus    =a^J^h    et  ponatur    4  ==  ^r-    erit 

ideoque 

f(a'+l))  =  a(l+x)\ 

Habemus  ergo  n=^  j,  unde  ex  §  28  nanciscemur  has  approximationes 

^    .     1.     4  ^^ 

^+Y 3^ 

-.3//    S     I      7N  -^   "T    .1    '    Q    ^T" 


.,25        ,2 

etc. 


3     3-6 


3  '  3  .  6'  ^^ 


5*3.6  ^^  +  6.5.4"3T6:T^' 


5"  3.6  ^^  "^  6  .  5  .  4  '  3  .  6  .  9  ^ 


.3 
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Evolutis  autem  bis  coefficientibus  habebimus 

etc. 

COROLLAEIUM  1 

4L  Si  loco  X  valorem  -s  substituamus  et  fractiones  implicatas  toUamns, 
obtinebimus  formulas  sequentes 

etc. 
Ubi  antem  commodam  progressionis  legem  definire  non  licet. 

COROLLAEIUM  2 

42.  Sufficit  autem  forma  uti  priori;  inde  enim  cubus  ad  numerum  propo- 
situm  propius  accedens  coUigitnr,  cuius  radix  pro  a  posita  noviim  dabit  va- 
lorem pro  b  et  X.  Sic  si  radix  cubica  ex  2  quaeratur,  erit  statim  a  =  l  et 
proxime  ]/2  =  -|  .  Sit  iam  a  =  ^  et  fit  &  =  2  —  a^=  ^^  et  x  =  j-^-^,  unde  erit 
denuo  per  formam  priorem 

^     ~"  "125  +  1*4'^  126"  *  4  ~  504  ' 

cuius  fractionis  cubus  est  [proxime]    2  —  ^~^z ,    qui  ergo   a  veritate   tantum 
P^^te  ^^^^  deficit. 
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COROLLARIUM  3 

43.  Simili  modo  formulae  pro  extractione  radicum  altiorum  potestatum 
formari  possunt.  Ita  si  quaeratur  f(a'"  +  &),  ponatur  a>  =  \  et  n  = -- 
hincque  habebitur 

quae  etiam  sufficere  potest  ad  radices  quantumvis  exacte  definiendas. 


PEOBLEMA  7 

44.    Per  formulas   supra   inventas  proxme  exprmere   logarühmm   cuiusque 
nmneri  propositi. 

SOLUTIO 
Sit  1  +  äj  numerus  propositus  et  constat  eius  logarithmum  hyperbolicum 

Z(l  +  ^)  =  (i±^fcll 

^  '^  in. 


esse 


n 


existente    n  =  0.     Quodsi   iam   in    formulis    supra   inventis  n  spectemus    ut 
numerum  infinite  parvum,  habebimus 


(1  -(-  xf  = 


(i-hxy= 


(1  +  xy  = 


1  +  -2-(l+w)a; 
1  +  y(1— »«)a; 


l+l(2+n)x  +  l 


1+1(2-^)^  +  1.: 


l+4(^ 


(l  +  .)-^==lt|_?+'^)^-^i 


1+        (4_^)a;-j- 


K^+l«)' 


j(l-T»)»'' 


■)«+l^(3-H-'+;-^^(i-y";)^' 


Mif:iM:|(*+¥")^ + a^f^'i  (' +S»)  ^ 


(«-l»)^'+lf|i|(^^^RTMi(.-f;y?- 


etc. 
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Quodsi  iam  hie  ponatur  n==-0,  habebimus  pro  ?(1  +  ^)  sequentes  approxima- 
tiones 

^1  +  ^  =  -^-- 

X  +  '-^-X^ 


Z(l+^)  = ^--^-, 

l  +  x  +  Y^^ 

1(1 +  x)  '      '' 


l  +  2x  +  ^x'+~x'+^^x' 
etc. 

Vel  si  ponatur  i^  =  ^,  quoniam  fractionum  logarithmos  potissimum  indagare 
convenit,  et  fractiones  partiales  toUantur,  fiet 


+  m 

7/1  O-  ^\ ^'mn+  'dmm 

\         nJ       ßnn  +  ßmn  +  mm' 

\  n  )  ~  60n^  +  90m^^  +  36^2^  +  3 m^' 

etc. 

haeqiie  fractiones  tarn  prope  accednnt  ad  verum  valorem  Z(l+-^),  ut  seriei 
vulgaris 

ingens  terminorum  numerus  capi   deberet   ad   parem  approximationem  obti- 
nendam. 

COROLLAEIÜM  1 

45.    Ita  si  logarithmum  hyperbolicum  binarii  desideremus,   ob  m  =  1  et 
n  =  1  sequentes  prodibunt  approximationes 

131      1335        445 


12 


:  ?    'z~^r;^  ? 


3      13'    189      1926         642' 
Leonhardi  Eulebi  Opera  omnia  le  CommeBtationes  algebraicae  44 
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quibus  fractionibus  in  decimales  conversis,  cum  sit 

Z  2  =  0,693 147 180  559  945  3 , 
ent  proxime 

?2  =  0,666  666, 

Z2  =  0,692308, 

?2  =  0,693122, 

?2  =  0,693 146  42,1) 
vere 

Z2  =  0,693 147 18; 
sicque  quarta  fractio  a  veritate  tantum  parte  j^omMö ')  «deficit. 

COEOLLARIIJM  2 
46.   Numerorum  autem  binario  minorum  logarithmi  multo  adhuc  exactius 
reperiuntur.     Ita  cum  sit    Z|- ==0,405465108108164,  ponamus  m  =  l  et  n  =  2 
nostraeque  formulae  dabunt  proxime 

^1=    |-    =0,40000000, 

lj=    ll     =0,405405405, 

^¥  =  1^46=0,4054651016; 

error  scilicet  Imius  ultimae  fractionis  est  iooooSöööo  i^eoque  plus  quam  cen- 
ties  minor  quam  casu  praecedente. 

COROLLAEIUM  3 
47.    Quando  ergo  fractio  ™  adeo  semisse  est  minor,  tum  erit  tarn  exacte 

ut  error  in  fractione  decimali  post  decimam  demum  notam  percipiatur.   Aliis 
autem  methodis  vix  tarn  facile  ad  veritatem  appropinquare  licet. 

1)  Editio  princeps:  0,69314635.  Oorrexit  P.  St. 

2)  Editio  princeps:  "iQOQoöooy  ^"^^^^  ^^^^^  praecedentem).  P.  St. 
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COEOLLAEIUM  4 

48.   Si  fractio  -^  fuerit  valde  parva;  tum  sufficiet  uti  prima  vel  secunda 
formula;    ita  si  ™  =  y ,  prima  formula  dat 


et  secunda 
at  revera  est 


Zl  =  1=0,11765 


?|  =  ^  =  0,117  782  91; 


?~  =  0,11778303, 


unde  secunda  formula  circiter  jo^qqqqq  a  veritate  deficit. 


PKOBLEMA  8 

49.    Quantitatem  exponentialem  e^  per  formulas  inventas  proxime  exprimere 
existente  e  numero,  cuius  logarithmus  hyperbolicus  aequatur  unitati. 

SOLUTIO 
Notum  est  esse 


-=(i+i-)" 


si  pro  n  sumatur  numerus  infinitus.    Scribamus  ergo  ia  formulis  §  28   —  loco 
X  et  simul  ponamus  n  =  (>s,   atque  obtinebimus  sequentes  approximationes 


1 


T^  +  r: 


2 


-j        I        "  I  2      I  li 

g^ ^  ^+^^^¥1'^"'^ 8T7T6 ^  +  sriTeTE • 

■4         4        1      6       9  4  ,    ,  1 


8'   8. 7  8.7.6         '8.7.6.5 

etc, 
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Unde  lex,   qua  sequentes   huiusmodi  formulae  conflci  debent,   est  manifesta. 
Si  fractiones  partiales  tollere  velimus,  habebimus 


,._2+^ 


e-^== 


12  +  6a;  +  a;^ 
12-6«+'^' 

120+ 60^+ 123:" +a;^ 
120-60a;  +  12a;2"^^3'' 


e"  =  J-68Q  +  840a;+18Qa;H20^^  +  x^ 
1 680  —  840«  +  180a;ä  — "20^ +"^i 

etc. 


COEOLLAEIUM  1 
50.   Hinc  ergo  erit  ipse  numerus  e  in  fractionibus  proximis 
^_  3      19      193     2721     ^ 

'-T'  T'    TT'  lööi  ®**'-' 
quarum  fractionum  hanc  legem  observari  convenit,  ut,  si  ponatur 


A    ^    ^    ^    E 

%'  W   ©'  ^'  ¥ 

Sit 


e  =  -f^,  -~ .  -^ .  -^ .  -^  etc., 


^  =  3,  £==6^  +  1,  C=10J?  +  .4,  B^UG+B,  i-=  182>  +  C  etc., 
§f  =  l,  8  =  621  +  1,  (£  =  i0S8  +  2t,  S  =  l4e+58,  @  =  18S)  +  (S  etc., 
ubi  multiplicatores  6,  10,  14,  18  etc.  sunt  numeri  impariter  pares. 

COEOLLAEIUM  2 
51.  Cum  igitur  sit 

e  =  2,71828182845904523536, 

videamus,  quam  prope  fractiones  inventae  accedant  ad  veritatem 
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e=   j    =3,0000, 
e=   ^   =2,714285714, 
e  = -^- =  2;718309859, 

9791 

^  =  fl^_  2,718  281 718 
etc., 

nbi  prima  in  partibus  decimis,  secunda  in  millesimis,  tertia  in  centies  mille- 
simis  et  quarta  in  centies  centenis  millesimis  aberrat. 

COEOLLAEIUM  3 

52.    Talis  lex  progressionis   etiam  in  formulis  generalibus  pro  e!"  depre- 
henditur.     Si  enim  nostras  fractiones  ponamus 

,_  A     B     C     D     E     , 

e  -  ^,  ^,  -g,  ^~.  ^  etc., 

snmtis  J.  =  1  et  81  =  1  erit 

B  =  2  +  x,  G=Q'B-{^Äxx,  D  =  10C+Bxx,  E^UD+Cxx  etc., 
33  =  2  -  ^,  g  -=  6S5  +  9t^^,  5D  ==  lOK  +  ^xx,  ©  =  14®  +  üxx  etc. 
ünde  series  tarn  numeratorum  quam  denominatorum  facile  continuatur. 


DE  SERIE  LAMBERTINA 
PLÜRIMISQUE  EIUS  INSIGMBUS  PROPRIETATIBUS^) 

Oommentatio  532  indicis  Enbstroemiani 
Acta  academiae  scientiarum  PetropoHtanae  1779:  II,  1783,  p.  29—51 

1.  Hoc  cognomine  appellare  liceat  illam  maxime  memorabilem  seriem 
qua  vir  acutissimi  ingenii  Lambertüs  radices  aequationum  trinomialmm  primus 
expnmere  docuit  in  Actormn  Helyeticorum  Volumine  III.  ^)  Haec  autem 
Tötest    ''  '''''  '^''^'''*^  Parumper  immntentur,   sequenti  forma  repraesentari 

+  \n{n^a  +  2ß){n  +  2a-{-ß)v' 

-^iin(n  +  a  +  3ß)(n  +  2a  +  2ß)(n  +  3a  +  ß)v^ 
+  etc., 

cuius  seriei  summa  S  ita  pendet  a  resolutione  huius  aequationis  triuomialis 

ut  Sit  \         I  J  ^ 

ubi,  cum  illa  aequatio  plures  habere  possit  radices,   pro  x  earum  maximam 
yel  mmimam  accipi  oportet,   prouti  circumstantiae  postulaverint.     Praesenti 

1)  Confer  hac  cum  dissertatioue  Oommeatationem  406   huius  Toluminis   atque   alias  illas 
eommentationes  p.  263  laudatas.  P.  St. 

2)  Vide  notam  p.  274.  P.  St. 
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autem  forma  haue  seriem  exMbere  est  visum,  ut  litterae  a  et  ß  inter  se 
permutabiles  evaderent,  ita  ut,  quicquid  de  altera  fuerit  observatum,  etiam 
de  altera  valeat. 

2.  Praecipua  igitur  huius  seriei  proprietas  in  boc  consistit,  ut  eius  summa 
semper  aequalis  sit  potestati  exponentis  n,  ad  quem  certa  quaepiam  quantitas 
elevetur.  Unde  si  pro  valore  ipsius  n  quocumque  n=p  summa  seriei  ponatur 
=  F,  pro  alio  autem  valore  quocumque  n  =  q  summa  ponatur  =  Q,  tum,  quia 
habebitur  P^x^  et  Q  =  x\  manifestum  est  fore  P'>  =  Q"  sive 

lP:lQ=p:q; 

sicque,  dummodo  summa  huius  seriei  pro  unico  casu  exponentis  n  innotuerit, 
inde  summae  pro  aliis  quibuscumque  valoribus  semper  assignari  poterunt,  si- 
quidem  reliquae  quantitates  a,  ß  ei  v  eosdem  valores  retineant.  Plurimum 
igitur  optandum  foret,  ut  ista  insignis  proprietas  ex  ipsa  seriei  indole  demon- 
strari  posset. 

3.  Hie  igitur  ante  omnia  casus  notatu  dignus  occarrit,  quo  w  =  0  et 
summa  S=l.  Cum  igitur  sit  S^x'',  notum  est  casu  «  =0  formulam  -~^ 
abire  in  logarithmum  hyperbolicum  ipsius  x,  quamobrem  Mc  casus  nobis 
istam.  summationem  imprimis  memoratu  dignam  suppeditat 

lx=^v+  l(ce  +  /?)ü2 

+  |(a  +  2/?)(2ß  +  /3)^'      , 

+  s  («.+  3/?) (2a  +  2/S)  (3ß  +  ß) v' 

+  jIo  (ß  +  ^ß)  (2«  +  3/?)  (3a  +  2ß)  {Aa  +  ß)  if 

+  etc. 

Quodsi  ergo  summa  huius  seriei  iam  fuerit  explorata  voceturque  =  J,  ob 
lx  =  J  erit  x^e"  denotante  e  numerum,  cuius  logarithmus  hyperbolicus  est 
=  1.  Unde  cognito  hoc  valore  J  pro  quocumque  numero  n  summa  seriei 
propositae  erit  =  e"-';  ex  quo  igitur  aliam  seriem  infinitam  exhibere  licet 
propositae  aequalem,  scilicet 

^  =  1  +  nJ^  \  frj^  +  A  n'J'  +  A  ,,-i,/i _|_  etc.; 
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tum  vero,  quia  J  ==  1%^  simnl  habebitur  ista  aequatio 

sive 

e-ß^^e^''''  =  (a  —  ß)v, 

ex  qua  aequatione  etiam  valorem  ipsius  J  investigare  licebit. 

4.   Praeterea  vero   etiam  smnmationem    seriei   projDositae    generaliB    ita 
describere  licet,  ut^  si  fuerit 

seriei  summa  futura  sit 

atque  adeo  quicumque  valores  litteris  a  et  ß  tribuantur,  si  modo  notetur, 
uti  iam  observavimus,  quando  ex  plnribus  valoribus  pro  x  assumtis  idem  valor 
pro  V  resultare  potest,  tum  pro  summa  S^x""  eum  accipi  oportere,  qui  fuerit 
vel  maximus  vel  minimus.  His  in  genere  praenotatis  percurramus  aliquos 
casus  praecipuos  ratione  litterarum  a  et  ß,  quibus  cognitio  nostrae  seriei 
non  mediocriter  illustrabitur. 

CASUS  1 

QUO  ß  =  0 
5.   Quoniam  litterae  a  et  ß  sunt  permutabiles,  perinde  est,  sive  a  sive  ß 
evanescat.     Sit  igitur  ß  =  0  et  nostra  series  sequentem  induet  formam 

^^  =  1  -^\^  fiv  +  Y  n  (n  -i-  a)v^ 

+  y  ^^ (n  +  cc)  (^  +  2a)  v^ 

+  2j  ^  (^  +  a) (n  +  2a)  (n  +  3a)  v^ 

+  i^^(^  +  a)(^  +  2a)  (^  +  5a)(n  +  4a)  v^ 

+  etc., 

cuius    ergo    summa    erit    Ä=a?%    si    modo   x    capiatur    ex    hac    aequatione 
iT"  —  1  =  avx"",  ex  qua  prodit  x""  ==  ^-^^  ideoque 

iT  ==  (1  —  a^)   " ; 
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quamobrem  summa  istius  seriei  erit 

quae  more  soKto  evoluta  eandem  prorsus  seriem  gignit.    Quo  ergo  casu  ipsa 
series  Lambertina  iam  insigne  firmamentum  accipit. 

6.  Quodsi  Mc  exponentem  n  evanescere  faciamus,  series  hoc  modo  ad 
logarithmum  revocabitur,  ut  sit 

Zo;  ===«;  + |-a^^+ ~aa^^  + -^a^^*  +  iaV+ etc. 

Cum  igitur  sit  x=^{l  —  av)  "=,  erit 

lx==^  — —1(1  —  av). 
Notum  autem  est  esse 

Z  (1  —  av)  =  —  av~Y  cc^v^  —  y  «^^^  —  -j"  «*^*  —  ^tc, 

quae  series  ducta  in  — --  ipsam  seriem  modo  inventam  reddit. 

CASUS  II 

QUO  ß^a 

7.  Hie  casus  maxime  est  memoratu  diguus,  propterea  quod  aequatio, 
unde  valorem  x  derivari  oportet,  sit  incougrua,  scilicet  x""  —  x""  =^  Ovx^''  sive 
0  =  0;  ad  quod  incommodum  evitandum  ponamus  a  =  ß  +  co  existente  co  in- 
finite parvo  et  nostra  aequatio  erit 

sive 

x^  —  l 


CO 

Oonstat  autem  evanescente  m  esse 


■■  vxP 


Hhfü 


'  Ix, 


03 

ita  ut  hoc  casu  fiat 

quae  ergo  est  aequatio,  ex  qua  valorem  ipsius  x  elici  oportet. 

Leonhaedi  Euleri  Opera  omnia  le  Comineiitationes  algebraieae  45 


354  DE  SEEIE  LAMBBRTIFA  [33-34 

8.  Posito  autem  /?  =  «  ad  sequentem  seriem  perveniemus 

+  2j  ii(»  +  4a)V 

quae  series  ideo  maxime  est  notatu  digna,  quod  non  solum  exponentes  con- 
tinuo  crescant,  sed  etiam  ipsae  quantitates  elevatae  in  progressione  arith- 
metica  procedant,  cuiusmodi  series  vix  adhuc  a  Geometris  sunt  consideratae. 
Interim  tarnen  hie  novimus  summam  huius  seriei  esse  S^x",  si  modo  valor 
ipsius  X  huic  aequationi  conveniat,  nempe  Ix  -=  vx";  quem  autem  valorem 
aliter  nisi  appropinquando  cognoscere  non  datur. 

9.   Quodsi  ulterius  statuamus  %  =  0,  ex  supra  allatis  sequens  series  col- 
ligitur 

Za;  =  t;  +  at;^+|!ß^^3+gaV+i^«V+^«V+etc. 
Cum  igitur  sit  lx  =  vc(f,  erit 

43       _3___,  ,        54 


.4^,4 


+  i.2...6«V+etc. 

Ponamus  hie  av  ==  u,  ita  ut  alx  =  ux''.  Sit  iam  porro  x^^y  ideoque  alx  =  ly 
consequenter  aequatio  nostra  fiet  lp==uy,  quocirca  naneiscimur  hanc  sum- 
mationem 

si  modo  fuerit  «^  =  -^ . 
y 
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10.  Quoniani  in  hac  serie  exponentes  numeratorum  ab  ipsis  numeratori- 
bus  unitate  deficiunt,  eos  sequenti  modo  ad  paritatem  reducamus.  Multipli- 
cemus  utrimque  per  u  ac  diflterentiemus  fietque 

^F'^^^  +  iTs^  +  riT^^^  +  ryrsTI^  +1727775^  ■ 

Cum  autem  sit   ly  =  uy,    erit  —  ^=^udy  -i-ydti^  unde  fit  ^=  i^u   '^ 
summa  illa  erit  , 


sicque 


l—uy 


Multiplicemus  porro   utrimque  per  ^i  et  ob  uy  ==  ly  adipiscemur  haue  sum- 
mationem  maxime  notabilem 

l  —  ly  ^1.2^1.2-3       ^1-2. 3. 4      ^l-2--. 5       ~        ' 

si  modo  fuerit  it  =  -~^' 


11.  Haec  postrema  series  ob  concinnitatem  utique  meretur,   ut  in  eius 

indolem  accuratius  inquiramus.    Ac  primo  quidem  patet,  si  sumeremus  ^  =  1 

vel  u>l,  seriem  prodituram  esse  divergentem,  cum  in  forma  generali  ^^^^^ - 

numerator   continuo   magis    denominatorem    superet    ideoque    omnes   termini 

adeo  in  infinitum  excrescant,  quod  Signum  est  summae  imaginariae;  id  quod 

per  formulam   u  =  -~-  manifeste  declaratur,  siquidem  nullius  numeri  logarith- 

mus  ipso   maior  evadere  potest.     Quando  autem  u  unitate  minus    accipitür, 

summa  istius  seriei  utique  finita  prodire  potest,    quoties  scilicet  formula  -^ 

y 
flnitum  accipit  valorem,   id  quod  evenit,    quando  ly  <1  sive  y  <  e,     Sumto 

autem  i/  =  e,  unde  fit  '^  =  y,    series    nostra    etiamnunc    summam    infinitam 

habebit,   etiamsi  eius   termini   continuo   decrescant   atque   adeo  tandem  eva- 

nescant. 

12.  In  hac  autem  serie  imprimis  memorabile  occurrit,  quod,  si  u  tantillo 
superet  y/ tiermini  tandem  in  infinitum  excrescant,  id  quod  egregie  convenit 

45* 
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cum  iis,  quae  olim  circa  valorem  producti  1  •  2  •  3  •  •  •  w  observavi  in  Cakuh 
differentiali  p.  466.  ^)     Quodsi  enim  ponatur 

ut  Sit 

IT'^nln  —  ll  —  n  —  lZ In, 

loco  citato  demonstravi  esse 

11  +  12 -\-lB-^rl4:  +  ---  +  ln 

2  ^\     ^2/  ^12w        360^3  ^1260  »5        ®^^-' 

unde  sequitur  ipsum  productum 

l-'i-b---n  =  - — , 

sicque  habebimus 


T=  _JL_ .  /-ih  +  36L5-*'"- 


'|/2Mnr 

Quando  ergo  n  est  numerus  praemagnus,  totus  seriei  nostrae  terminus  erit 
^^"°^72^'  ®^  qua  forma  manifestum  est,  simulac  fuerit  eu>l  sire  «>-, 
tum  bunc  terminum  evadere  infinitum;  sin  autem  fuerit  eu  vel  =  1  vel  adeo 
<1  sive  u<~,  tum  istum  terminum  in  nihilum  esse  abiturum. 

13.  niustremus  hanc  summationem  unico  exemplo  ponentes  ly  =  ~,  ut 
summa  seriei  evadat  =1;  tum  autem  erit  w  = -.1-,  q„o  ergo  casu'certi 
sumus  fore  ^^^ 


as 


3«         ,    ,  4* 


'1-2       ^l-2-3^1.2-3-4+  ^^• 

Cum  autem  sit  e  =  2,71828,  yalores  priorum  huius  seriei  terminorum  in  frac- 
tionibus  decimalibus  ita  reperientur  expressi^) 

1)  Instüutiones  calcuU  differentidlis  (1755),  partis  posterioris  cap.  VI;  Leo^maubi  Emmi 
Opera  omnia,  series  I,  vol.  10,  p.  357.  P.  St. 

n,oof?/''  '^"'°'"  ^™'''^'  sequentes  falsi  valores  pro  «,  2u'  etc.  reperiuntur:  0,303269; 
0,183944;  0,125515;  0,090228;  0,066805;  0,050413.  Eülerus  tractasse  imhi  videtur  numerum 
log  6  =  0,434284  loco  Teri  Talons  löge  =  0,434 294.  A.  K. 
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W   =  0,303265, 

2m^  =  0,183940, 

|-m'  =  0,125511, 

|^t^*  =  0,090223, 

^*      ^'  =  0,066801, 


1 •2-3-4 
32.  6» 


5 


u'  ==  0,050409. 


Haec  ergo  series  perquam  lente  convergit,   ita  tarnen,   ut  tota  summa  non 
ultra  unitatem  ascendere  sit  censenda. 


DE  EESOLUTIONE  AEQUATIOOTS  lx  =  vx^ 

14  Quoniam  pro  casu  secundo,  ubi  ß  =  a,  summatio  nostrae  seriei  pendet 
ab  aequatione  Ix^vx"",  ex  qua  pro  quovis  valore  v  quantitatem  x  erui 
oportet,  ante  omnia  observari  convenit  cuilibet  valori  v  geminos  valores 
ipsius  X  respondere  posse.  Ad  hoc  ostendendum  faciamus  x^'^y  et  av-^u, 
ut  habeatur  ista  aequatio  ly  =  uy  sive  u  =  -^ ;  unde  patet  numerum  u  posi- 
tivum  esse  non  posse,  nisi  sit  y>l.  Tum  autem  semper  erit  u<^,  propterea 
quod  maximus  valor  formulae  -^  oritur  sumto  y  =  e,  ita  ut,  sive  y  maius 
capiatur  quam  e  sive  minus,  semper  prodeat  u<^.  Hinc  igitur  patet  seriem 
pro  casu  secundo  inventam  finitam  summam  habere  non  posse,  quamdiu 
fuerit  u>-j  sive  ^>— ,  siquidem  v  fuerit  quantitas  positiva;  quando  enim 
foret  negativa,  ob  signa  alternantia  summa  semper  futura  esset  finita. 

15.  Hinc  sequitur  porro,  quoties  fuerit  ««<i,  toties  duos  valores  pro  y 
exhiberi  posse,  alterum  scilicet  maiorem  quam  e  alterum  vero  minorem,  ex 
quorum  utroque  prodeat  idem  valor  u^^.  Veluti,  sive  statuatur  y-«2 
sive  y  =  4,  utrimque  prodit  u^^-.  Idem  usu  venit,  sive  statuatur 

3\2         9 
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358  DE  SEEIE  LAMEEETINA  [37—38 

siqnidem  ex  utroque  prodit  ^  =  |-7-i.    Idem  porro  evenit,  sive  sumatiir 


?/=(!)'  ^^  y-i-jf^ 


3^   yi 


quandoquidem  ex  utroque  fit  u  =  ~^l 

16.   Ad  tales  binos  ipsius  y  valores  inveniendos  sint  p  et  q  huiusmodi 
valores,  quibus  evadat  ^  =  -^-  =  ~^.     Ponamus  nunc  q=pr  fierique  oportet 

^•^  -_  ^P^  _  ^i^  +  ^^ 

sive  rlyp^lp.J^lr,  unde  fit  lp  =  ^^  ideoque  j?  =  r^-~^  hincque  ^.-r*""^; 
quae  formulae  quo  commodiores  reddantur,  faciamus  -.-i™  ===  ^^  ut  sit 
^  =  ^~^-/  '^^^^  bini  valores  ipsius  y,  quos  vocavimus  p  et  q,  nunc  erunt: 
alter 


alter  vero 

ex  utroque  enim  prodit 


M  ==  7 ^ — e-t- 


(m+1)» 


m 


16  [a]').  His  expositis  hie  quaestio  oritur  maximi  momenti,  uter  horum 
diiorum  valorum  ipsius  y  adhiberi  debeat  ad  summam  huius  seriei  exprimendam 


Ad  quam.:qüaestionem  dinmendam  sumamus  primo  w=i,  ut  uterque.  valor 
ipsius  y  Sit  =  e;  nuUum  enim  est  dubium,  quin  hoc  casu  sit  2/  =  e.  Nunc 
T®^?!:^Vfe?-  »<-.|-,^:eyidens  est  sumnaam  seriei  evadere  minorem,  quam  e. 
%^^Ouni  Proijiny^^^  duos  yalores;  alterum  mai.orem  alterum  qi^idem 

f^o^e^.'.giiam  e,  manifestum  est: semper  valorem  minorem  accipi  debere  ad 
summam  illiüs"  seriei  exprimendam. 'Ita  si' fuerit        '   "    "  -    '■.■■■-'■     ■■■■■■■■•; 


w™+i   .jm  +  l 

^  == —  (j  — _ 

{m  +  iy       m    ' 


1)  In  editione  principe  falso  numerus  16  iteratur.  P.  St. 
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valor  pro  y  assumendus  erit 

quippe  qui  semper  minor  est  quam  e,  dum  alter, 


maior  est  quam  e. 


THEOEEMA 


17.  Si  quanütates  x  et  v  ita  a  se  invicem  pendeant^  ut  sif  Ix  ===  vx  afque 
aäeo  cuilihet  valori  v  gemini  valores  x  respondeant,  alter  maior  quam  e  alter  vero 
minor y  tum  in  sequentibus  summationibus 

perpetuo  loco  x  minorem  valorem  accipi  oportet,  qui  scilicet  sit  minor  quam  e. 

Eatio  harum  duarum  serierum  ex  evolutione  casus  secundi  per  se  est 
manifesta.    Prior  enim  nascitur  ex  §  8  sumendo  oc  =  1. 

18.  Posterior  vero  series  ex  priore  deducitur  per  differentiationem;  hinc 
enim  differentiando  et  per  dv  dividendo  adipiscimur 


^  =  l  +  ^.  +  &±|)!,.+  ^^  +  etc. 

Cum  autem  sit  ^  =  — ,  erit  dv  =  —  (1  —  Ix)  ideoque 

x'"''^dx        ic^"^^ 


dv  1  —  lx 

Quare  si  Mc  loco  ^  scribamus  ^  —  1,  orietur  ista  summatio 

quae  est  ipsa  series  nostra  posterior. 
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19.  Hae  duae  autem  series  eo  magis  omni  attentione  dignae  sunt  cen- 
sendae,  quod  multo  sint  simpliciores  et  concinniores  quam  ipsa  series  gene- 
ralis Lambebtika;  tum  rero  imprimis,  quod  nuUa  plane  via  patere  videatur 
ad  earum  veritatem  directe  demonstrandam.  Quamquam  enim  veritas  ipsius 
senei  Lambebt^ae  iam  satis  est  evicta,  tarnen  rationes,  quibus  demonstratio 
üla  mmtitur,  ad  casum  praesentium  serierum  nuUo  modo  accommodari  pos- 
sunt,  m  quo  utique  insigne  paradoxon  conspicitur,  quod  propositionem  quan- 
dam  generalem  demonstratione  munire  Kceat,  quae  tarnen  ad  quempiam  casum 
specialem  applicari  penitus  nequeat. 

trinomtli^™'^'^°'^™'  ^''*''^    '^'^''   ^^''^''^^'   Lambebtina    ex    aequatione 

^"  — a/ =  («  —  /?)  va;''+'*     ' 

derivari  queat,  alia  occasione^  fusius  monstravi,  ubi  simul  simüem  resolutionem 
ad  aequationes  quantumvis  polynomias  extendi.    At  vero   quomodo  vicissim 
senes  Li^BEBXiNA  ad  aequationem  trinomialem  perduci  queat,  quaestio  multo 
magis  ardua  videtur,   unde   operae  pretium  erit  talem  anatysL   exposCe 
quod  opus  quo  facilius  succedat,  sequens  problema  praemittam. 

PROBLEMA 

äocere.  x^  ~  <^  ^  ia- ß),^-^^        - 

SOLÜTIO 
Posita   seriei   illius    summa    =  5  Mc   quidem   assumo   istam   summam 

"tristarort-tr"''\^'  '^^  ^'  ^^^^^^  ^^^^^  ---^^^  -^aZ  - 

mter  istam  quantitatem  x   et  quantitates   ipsam  seriem   constituentes,   quae 
sunt  a,ß,t,  mvestigare.    Facile  autem  intelligitur  hanc  ob  rationem  neutt 

demonstrandum  fmsset)  xstam  summam  S  per  talem  formam  x^  exhiberi  posse 
Hoc^^utem^concesso  ratiocinium  sequenti  modo  instituamus. 

1)  Tide  Commentationem  406  huius  yoluminis,  imprimis  p.  274. 


P.  St. 
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22.  Posito  scilicet  Ä=fl;"  primo  loco  exponentis  indefiniti  n  statuo  va- 
lorem  determinatum  »==_a  indeque  ista  series  obtinebitur 

X-"  =  l-ccv  -l-aßv'-^cc.  2ß(a  +  ß)v'-j^a-  Bß(cc  +  2/3)  (2«  +  ß)v^ 
-~a-  4:ß(a 4-  3/3) (2«  +  2/3) (3a  +  ß)v'  —  etc. 

Simili  modo,  si  statuamus  »  =  — /3,  ad  sequentem  seriem  pertingemus 

x-P==l-ßv-^ßav'-^ß.2a(ß+a)v'-^ß-3a(ß-{-2a)(2ß  +  cc)v* 
-~ß-4a(ß  +  3a) (2/3  +  2«)(3)S  +  «)t''  -  etc. 

23.  lam  priorem  harum  duarum  serieram  a  posteriore  subtrahamus  atque 
impetrabimus  istam  aequalitatem 

x-^  —  ar"  =  {a  —  ß)v, 

propterea  quod  praeter  terminos  secundos  omnes  sequentes  se  manifesto 
destruimt.  Quodsi  iam  istam  aequatioüem  inventam  per  xf^^  multiplicemus, 
prodibit  ipsa  aequatio  trinomialis  assumta 

<i(f  —  oif={a  —  ß)vc(f+^. 

24.  Dummodo  igitur  demonstrari  posset  summam  seriei  Lambertinae 
aequari  potestati  exponentis  n  cuiuspiam  qnantitatis  x,  quae  ab  n  non  pen- 
deat,  praecedens  analysis  firmam  utique  demonstrationem  suppeditaret.  Hunc 
autem  defectum  in  sequente  problemate  supplere  conabimur. 


PEOBLEMA  PRINOIPALB 

25.  Operationes  analyticas  exponere,  qme  ad  cognitionem  verae  summae  seriei 
Lambebtinäe  manuducant 

SOLUTIO 

Cum  series  proposita  Lambertina  quatuor  quantitates  a,  ß,  v  et  n  in- 
volvat,  temas  priores  a,  ß  et  v  tamquam  datas  et  constantes  spectemus, 
dum  quarta  n  quasi  variabilis  consideretur;  hocque  modo  summam  quaesitam 

Lbobhabdi  Edlbbi  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  46 
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8  tamquam  certam  functionem  quaatitatis  n  contemplari  Kcebit,  quam  more 
recepto  hoc  modo  repraesentemus  S=(p:n,  ita  ut  sit 

+  -hA^  +  «4-  3^)  (»^  -f-  2«  +  2ß)  {n  +  Ba-\-  ß)v^ 

26    Cum  igitur  haec  aequatio  vera  esse  debeat,  quicumque  numeri  loco  n 
scnbautur,  loco  «  statuamus  primo  n~cc  et  impetrabimus 

+  ä  (**  ~  «)(«  +  ^ß)(n  +  a  +  2/3)  (w  +  2ß  +  ß)v^ 
•    +iö  (^  ~  4(n  +  min  +  «  +  Bß){n  +  2«  +  2ß){n  +  3«  +  ß)v' J^  etc. 
Simili  vero  modo  reperiemus  fore 

<p--{n~ß)==l  +  {n-.ß)^j^^(^^_ß^^^^^^^, 

+  \{n~ß)(n  +  2a){n  +  a  +  ßy 

+  Ä(**  -  ^)(^  +  3«)  (w  +  «  +  2/?)(w  +  2«  + /?)^;* 

+  lfe('^-^)(»^  +  4«)(w  +  ß  +  3/?)(«  +  2«  +  2^)(«  +  3ß  +  /?).,s  +  etc. 

cmn  ^J:^^*^^.^^'^^^"^«  P^i°rem  harum  duarum  serierum  a  posteriore,  et 
hXamus  -^-«-nq-  ordinis  praetermissis  factoribus  communibus 

hoc  observato  subtractione  facta  inveniemus 

■^Tii'^'—ß)n{n-\-a-^2ß){n-\^2a  +  ß)v^   - 
+  i(«-/?)^(^  +  «4-3^)(w  +  2ß  +  2/3)(«4-3«  +  /3),;=+^ 
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28.   Quia  in  häc  serie  omnes  termini  factorem  continent  (a  — /?)'y,  per 
hunc  dividendo  consequimur  hanc  aequationem 

q) :  (n  —  ß)  —  (p  :  (n  —  a) 

(cC'-^ßjV  ,•■■-  ■•■--:'■    r- ■■■.:■  ■' 

+  i~^n(n  +  a  +  Sß)(n  +  2a^2ß){n  +  Sa  +  ß)v^+etc.; 

quae  series  cum  sit  ea  ipsa,  quam  charactere  (p:n  insignivimus,  pro  summa 
eruenda  hanc  adepti  sumus  aequationem 


(p  :  (n  —  ß)  —  (p:(n  —  a)  =={a  —  ß)v(p: 


n. 


29.  Totum  negotium  igitur  ad  hanc  quaestionem  est  perductum,  cuius- 
modi  functionem  ipsius  n  pro  cp :  n  accipi  oporteat,  ut  huic  aequationi  satis- 
flat.  Leviter  autem  eam  inspicienti  mox  patebit  ei  tali  positione  satisfieri 
posse 

ubi  quidem  neque  Ä  neque  h  litteram  n  involvat;  tum  autem  erit 

cp:{n  —  a)^  Ah''-''     et     cp:(n  —  ß)  =  Äh''^^, 

Substitutis  autem  Ms  valoribus  aequatio  inventa  istam  induet  formam 

A  {l^-^t^  —  ft^*-«)  =  (a  "  ß)  vAt, 

quae  divisa  per  Ah''  abit  in  hanc 

lr^  —  h'''  =  {a~-ß)v; 

quam  si  ducamus  in  h'"'^^  et  loco  h  scribamus  jt,  deducimur  ad  ipsam  aequa- 
tionem trinomialem  initio  commemoratam  . 

x""  —  x^  =.{a  —  ß)  vx""^^. 

30.  Sic  igitur  solidissime  est  evictum  summam  seriei  Lambbrtinae  neces- 
sario  tali  formula  exprimi,  nempe  S=A]c''  sive  S=Ax'',  ubi,  cum  posito 
n  =  0  summa  seriei  debeat  =  1,  manifestum  est  litteram  A  necessario  fieri 
=  1,  ita  nt  summa  istius  seriei  prorsus  sit,  uti  est  assignata,  scilicet  8^^x% 
siquidem  quantitas  x  ista  aequatione  eliciatur  x''—.x^--=(a  —  ß)vx°"^^.  -  . 

46* 
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31.   Contra  haac  solutionem  obiici  posset  aequationi  inventae 

<P-{n~ß)  —  (p'.(n~a)  =  {a  —  ß)vcp:n 

fortasse  adliuc  aliis  modis  satisfieri  posse  praeter  valorem  <p:n==ÄTc'',  quod 
quidem  negari  nequit,  cum  hmusmodi  aequationes  plerumque  plures  ad^ttere 
soleaot  solutiones.  Yerum  etiamsi  sufficere  queat  istum  valorem  prorsus 
satisfacere  atque  adeo  ita,  ut  neque  Ä  neque  Ä  ab  n  pendeat,  tamen  idem 
ex  principiis  analyseos  infinitorum  etiam  sequenti  modo  confirmari  potest 

32.   Cum  Ä=9):»  sit  fonctio  ipsius  n,  hac  quantitate  variabili  assumta 
ex  notis  principiis  constat  fore 

'  dn   ^  1-2  dn'        1.2-3dn'  "^  1 -2  •3-4dw*  ~"  ®^^- 

similique  modo 

^  an    ^  l-2dn'         1  •  2 •  3 (?w'  "^  T:"2T3T4^^4  -  etc. 

His  substitutis  perveniemus  ad  istam  aequationem  differentialem  infinitam 

ex  qua  quantitatem  8  erui  oportet. 

33.  Cum  autem  in  singulis  huius  aequationis  terminis  variabilis  S  unicam 
ubique  dimensionem  occupet,  in  calculo  integraK  autem  ostensum  sit  tali 
aequationi  aliter  satisfieri  non  posse  nisi  huiusmodi  valoribus 

hoc  evicto  si  statuamus  e\^k,  fiet 

8=Gk% 

prorsus  uti  ante  assumseramus,  ita  ut  iam  nihil  amplius  super  serie  Lam- 
bertina desiderari  posse  videatur. 
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UBEEIOE  CONFIEMATIO  SOLUTIONIS  DATAE 

34   Si  ad  solam  conditionem  inventam  respiciamus,  qua  esse  debet 

cp:{n  — ß)  —  (p:{n  —  a)  =  (€c  — ß)v(p:n, 

ei  utique  modo  multo  generaliori  satisfieri  potest.  Quodsi  enim  singulae  lit- 
terae  p,  q,  r,  s  etc.  faerint  radices  aequationis  hnius  iJ?~^  — a?""*"  =  («  —  /?)  ^, 
manifestum  est  istum  valorem 

cp  :m  =  Äp''  +  5g«  +  (7r^  +  Ds''  +  etc. 

eidem  conditioni  satisfacere.  In  hac  igitur  formula  certo  continebitur  valor 
summae  Ä  seriei  Lambertinae;  quae  cum  sit  determinata  et  a  solis  quanti- 
tatibus  a,  ß,  n  et  v  pendeat,  quaeritur,  quomodo  litteras  illas  iudefinitas 
A,  B,  Gy  D  etc.  determinari  oporteat,  ut  flat  S-==(p:n. 

35.  Hie  autem  statim  duo  casus  se  offerunt,  prouti  vel  unica  radicum 
summam'  S  definit  yel  omnes  plane  radices  ad  eam  definiendam  concurrunt, 
quos  ergo  ambos  casus  soUicite  perpendi  conveniet.  Tibi  primum  observo, 
si  Omnibus  radicibus  j?,  g^,  r,  s  etc.  simul  fuerit  utendum,  eas  sine  dubio  pari 
ratione  ingredi  debere,  cum  nuUa  sit  ratio,  cur  cuipiam  earum  uUa  praeroga- 
tiva  tribueretur.  Forent  idcirco  coefficientes  illi  Ä,  B,  0,  B  etc.  inter  se 
aequales  ideoque 

S'==  j;(^'^+  2'^^+  ^-^  5-+  etc.), 

quare,  cum  casu  n  =  0  jfieri  debeat  /S^«==l,  si  numerus  radicum  statuatur  =i, 
hoc  casu  fit  S=Äi,  ergo  J.  ==  i  . 

36.  Praeterea  autem  nostra  series  ita  est  comparata,  ut  sumto  ^  =  0 
etiam  prodeat  eins  summa  S=l.  lam  vero  casu  ^  =  0  nostra  aequatio  erit 
>^-/5„^-«^0  sive  ^«-^  —  1  =  0,  cuius  una  radix  semper  est  =  1  et  summa 
omnium  radicum  semper  est  =0  solo  casu  excepto,  quo  «—/?  =  !.  Quodsi 
ergo  sumatur  n  =  l,  prodiret 

>^  =  f  (i^  +  2  +  ^  +  5  +  etc.)  =  0 , 
cum  tamen  summa  sit  =  1,  ita  ut  ista  hypothesis  veritati  adversetur. 
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37.  Idem  incommodum  etiam  multo  clarius  elucescet,   si  in  genere  sta- 
tuamus  ^  =  1,  quippe  quo  casu  foret 

S=j(p  +  q  +  r  +  s  + etc.), 
ubijp  +  g  +  r  +  5  +  etc.  est  summa  radicum  aequationis  trinomialis 

ideoque  aequabitur  coefficienti  secundi  termini,  postquam  aequ^tio  in  ordiÄem. 
fuerit  redacta;  qui  cum  plerumque  deficiat,  summa  seriei  etiam  nihiii  foret 
aequalis.  Quod  cum  veritati  contradicat,  satis  evictum  est  non  omnes  radices 
aequationis  trinomialis  ad  summam  8  constituendam  concurrere  posse. 

38.  Hoc  igitur  casu  remoto,  quo  omnes  radices  aequaliter  ingrederentur, 
relinquitur  casus  prior,  quo  summa  8  per  unicam  istarum  radicum  determi- 
natur,  quemadmodum  in  solutione  assumsimus.  Evidens  autem  est  istam 
radicem  fore  yel  maximam  vel  minimam;  hie  scilicet  idem  discrimen  usu 
venit  atque  in  resolutione  omnium  aequationum  per  series  recurrentes,  qua 
methodo  pariter  tantum  una  aequationum  radix  vel  maxima  vel  minima  in- 
veniri  solet,  sicque  solutio  nostra  data  iam  extra  omne  dubium  est  collocata. 
Occasione  autem  methodi,  qua  sumus  usi,  sequens  problema  adiunxisse  non 
pigebit 

PEOBLEMA 

39.  Invenire  omnes  fundiones  quantitatis  varidbüis  n,  quibus  huic  conditioni 
generali  satis fiat 

(p  :  n  =^  acp  :  {n  -{-  a)  +  b<p  :  {n  -\-  ß)  -i-  ccp  :  {n  +  y)  +  etc. 

SOLUTIO 

Quodsi  ratiocinium  uti  in  praecedenti  problemate  instituamus,  facile 
patebit  isti  conditioni  satisfieri  posse  statuendo 

ita   ut  Ä  et  Je  sint  quantitates    constantes.     Facta   autem   hac   substitutione 
prodibit  haec  aequatio 

„ ,  .^r  =  j:aÄ^+«  +  ^6^^^+/^  +  ^cr^^  +  .4^^«+^  +  etc., 
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quae  per  Äk""  divisa  praebet 

1  =  aA^  +  6Ä;^  +  cÄ;>' +  c?^;^  +  etc., 

ita  ut  Je  designet  quampiam  radicem  huius  aequationis,  cuius  adeo  singulae 
radices  conditioni  praescriptae  pariter  satisfacient.  Quin  etiam  omnes  has 
diversas  solutiones  quomodocumque  inter  so  combrnare  licebit.  Ita  si  ^,  q, 
r,  s  etc.  fuerint  radices  istius  aequationis,  problemati  nostro  generaliter  satis- 
fiet  statuendo 

(p:n  =  Ap"  +  Bf  +  Cf'  +  etc., 

ubi  litterae  Ä,  B,  GyD  etc.  penitus  arbitrio  nostro  relinquuntur;  haecque  est 
solutio  generalis  problematis  illius  analytici,  quod  frequenter  insignem .  usum 
afferre  poterit. 

40.  Sed  revertamur  ad  seriem  Lambertinam  atque  ostendamus,  quomodo 
ex  ea  innumerabiles  aliae  series  affines  derivari  queant. 

PEOBLEMA 

41.  Proposita  serie   Lambeetina^    quam   hrevitatis   gratia    mh   hac   forma 
referamus 

S  =  l  +  Äv  +  Bv'+  Cv'+Bv^+etc, 

cuius  novimus  esse  summam  =  ai''  sumendo  pro  x  sive  maximam  sive  minimam 
radicem  huius  aequationis  trinomiae 

inde  innumerabiles  alias  series  affines  formare^  quarum  summam  pariter  assignare 
liceat, 

SOLUTIO 

Hie  igitur  litteris  A,  jB,  (7,  D  etc.  brevitatis  gratia  sequentes  yalores  tri- 

buimus 

A==^n, 

C=  ^n{n  +  a  +  2/3)  (^  +  2a  +  ß), 

D  =  — n(^  +  a  +  3^)(^^  +  2a  +  2/?)(>^  +  3a  + /?), 

E  =  ^n{n  +  a  +  4.ß){n  +  2a  +  3/?)(^  +  3a  +  2ß){n  +  4a  +  /?) 

etc. 
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iHs  igitur  valoribus  notatis  duae  potissimum  viae  patent  ad  alias  series  inde 
derivandas;  altera  scilicet  per  differentiationein.  altera  vero  per  integrationem 
institui  potest. 

42.  Cum  Sit  {a  —  ß)v  ^x'^^  ~<xr'',  erit 
sive 

hinc  ergo,  si  nostram  seriem  diflferentiemus  ac  per  dv  dividamus,  ad  sequen- 
tem  perveniemus  summationem 

aaß-ßsf    '  =  -i  +  2-B^  +  3 Gvv  +  ^Bv^  +  5^«^ 4-  6 Fv'  +  etc. 

43.  Potuissemus  etiam  seriem  propositam  per  quampiam  potestatem 
ipsius  V  ante  multiplicare,  quam  diflferentiatio  instituatur;  veluti  multiplicando 
per  t^,  ut  habeamus 

v'x"  =  «^  +  Ai)'*^  +  5t;^+-°+  C«;^+3_[_  Dt;^+*_|_  etc., 
haec  series  differentiata  ac  per  dv  divisa  praebet 

Xv'-'x"-\-nv'x''-'  ^  =  Xv'-'+{X  +  l)Av  +  (1  +  2)J5^^+^+  {X  +  3)  a^/"^^^ 
+  (^  +  4)  jDv'^'  +  (A  +  5)  ^^;^+*  +  etc., 

quae  expressio  per  x^-"-  divisa  praebet  hanc  summationem 

dcic 

Ix""  +  ^v^""-^  ^  =  ^  +  (A  +  1)^^  +  (A  +  2)J5^^+  (A  +  3)  Gv' 
+  (A  +  4)D^^  +  etc., 
pro  qua  modo  vidimus  esse 

d-ü       "~"       ax?  —  ßö^      ' 
quo  valore  Substitute  ista  summa  evadet 
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44.  Quodsi  iam  hanc  seriem  denuo  per  v^  multiplicemus  iterumque  dif- 
ferentiemus,  mnumerabiles  novas  series  adipiscemur,  quarum  summatio  itidem 
est  in  potestate.  Hocque  modo  continuo  ulterius  progredi  licebit,  quem  autem 
laborem  persequi  prorsus  foret  superfluum. 

45.  Simili  modo  per  integrationem  novas  series  elicere  poterimus.  Quodsi 
enim  seriem  propositam  per  ♦ 

^'--^ß — -^r 

multiplicemus  et  utrimque  integremus,  perveniemus  ad  sequentem  summationem 

=  ^  +  {- Ävv  +  ™ 5^^  +  |-  Gv^  +  -i-  D^'  +  etc.  4-  const.; 

ad  quam   constantem   deflniendam   consideretur   casus   v  =  0,    quo  fit   ic  =  1 
indeque  constans  =  , ~ ^,  ■ 

46.  Potuissemus  etiam  ante  integrationem  multiplicare  per  v^';  verum 
hoc  modo  in  calculos  nimis  operosos  incidissemus,  unde  nobis  sufficiat  fonteni 
aperuisse,  ex  quo  innumerabiles  huiusmodi  novae  series  hauriri  queant. 


Leonhardi  Euleri  Opera  oinnia  le  Commentationes  algebiaicae  47 


NOYA  METHODUS 

FEACTIONES  QUASCUMQUE  RATIONALES 

TN  FEAOTIONES  SIMPLICES 

EESOLYENDIO 

Commentatio  540  indicis  Enestroemiani 
Acta  academiae  scientiarum  Petropolitanae  1780:  I,  1783,  p.  32—46 


1.    Sit    ^ 


-^  fractio  quaecumque  proposita,  cuius  tarn  numerator  P  quam 
denominator  Q  sint  functiones  rationales  integrae  quantitatis  variabilis  z, 
denominator  autem  Q  sit  productum  ex  quotcumque  factoribus  simplicibus 
formae  z±^a,  sive  aequalibus  sive  inaequalibus  inter  se,  et  notnm  est  istam 
fractionem  semper  resolvi  posse  in  fractiones  simplices,  qiiarum  denominatores 
singuli  formentur  ex  factoribus  ipsius  Q,  numeratores  yero   sint  quantitates 

1)  Oonfer  liac  cum  dissertatione  Comnieütationes  728  et  794  huius  voluminis:  De  resoMione 
fractionum  compositarum  in  simpliciores,  Mem.  de  l'acad.  d.  sc.  de  St.  Petersbourg  1  (1803/6), 
1809,  p.  3,  et  Theorema  arithmeticum  emsqiie  demonstratio,  Comment.  aritbm.  2,  1849,  p.  588. 
Oonfer  porro  Introdiictionem  in  analysin  infinitorum,  Lausannae  1748,  t.  I  cap.  2  et  12,  Leoneardi 
ExTLERi  Opera  omnia,  series  I,  vol.  8,  et  Instüutionum  ealculi  integralis  vol.  I,  §  56,  Petropoli  1768, 
Leoneardi  EüLERi  Opera  omnia,  series  I,  vol.  11,  p.  28,  nee  non  Commentationes  162  et  163 
(indicis  Enestroemiani)  :  Methodus  integranäi  formiilas  differenüales  rationales  unicam  variaUlem 
involventes,  Comment  acad.  sc.  Petrop.  14  (1744/6),  1751,  p.  3,  et  Methodus  facilior  aique 
expeditior  integranäi  formulas  differenüales  rationales,  Comment.  acad.  sc.  Petrop.  14  (1744/6), 
1751,  p.  99,  Leoneardi  Eüleri  Opera  omnia,  series  I,  vol.  17,  p.  70  et  149.  Vide  denique  Com- 
mentationes 572  et  592  (indicis  Enestroemiani):  Nova  methodus  integrandi  formulas  differenüales 
rationales  sine  sulsidio  quantitatum  imaginariarum,  Acta  acad.  sc.  Petrop.  1781:  I,  1784,  p.  3, 
Leoneardi  Eüleri  Opera  omnia,  series  I,  vol.  18,  p.  113,  et  De  resoluiione  fractionum  transeen- 
denUumininfinitas  fractiones  simplices,  Opuscnla  analytica  2,  1785,  p.  102,  Leoneardi  JE uleri 
Opera  omnia,  series  I,  vol.  15.  P.  St. 
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constantes^  siqnidem  variabilis  2  in  numeratore  P  ad  pauciores  dimensiones 
assurgat  quam  in  denominatore  Q^  quoniam  aliter  praeter  istas  fractiones 
simplices  insuper  partes  integrae  essent  adiiciendae.  Qui  casus  cum  nuUa 
laboret  difficultate,  propterea  quod  partes  istae  integrae  facile  reperiuntur, 
dum  numerator  P  per  denominatorem  Q  actu  dividitur,  sufficiet  eiusmodi 
tantum  fractiones  considerasse,  in  quarum  denominatore  Q  variabilis  ^  ad 
altiores  potestates  ascendit  quam  in  numeratore  P.  Tum  igitur,  quando  pro 
singulis  factoribus  denominatoris  Q  inventae  fuerint  fractiones  simplices  ipsis 
respondentes,  summa  omnium  barum  fractionum  aequabitur  fractioni  propo- 
sitae  -Q,  Primus  quidem  in  Introductione  mea  ad  Analysin  infinitorum^) 
methodum  tradidi  satis  simplicem,  cuius  ope  omnes  istae  fractiones  partiales 
pro  singulis  denominatoris  factoribus  reperiri  queant  sine  nllo  respectu  ad 
reliquas  habito,  quarum  ratio  antebac  teneri  debebat.  Postmodum  vero 
istam  metbodum  magis  excolui,  et  quemadmodum  ope  calculi  differentialis 
facilius  ad  quosvis  usus  accommodari  possit,  uberius  ostendi/)  Nunc  autem 
penitus  nova  idea  sese  mihi  obtulit  eandem  resolutionem  perficiendi,  quae 
plerumque  negotium  non  mediocriter  sublevare  videtur.  Imprimis  autem  ad 
functiones  transcendentes  mira  facilitate  accommodari  potest,  unde  operae 
pretium  fore  existimo,  si  istam  novam  methodum  accuratius  exposuero. 

2.  Sit  igltur  z  —  a  factor  simplex  denominatoris  Q,  sive  solitarius  sive 
quotcumque  sibi  aequales  admittens.  Ac  priori  casu  inde  fractio  simplex 
oriunda  erit  j^ .  Sin  autem  denominator  binos  huiusmodi  factores  aequales 
involvat,  scilicet  (z  —  a)\  tum  resolutio  binas  dabit  fractiones  simplices 
(-^TT^i  + -"z:^ ;  at  si  factorem  habeat  cubicum  (^  —  a)^,  fractiones  simplices 
inde  ortae  erunt  ^-^3  +  j^—-^,  +  —^  et  ita  porro  pro  altioribus  potestati- 
bus.  Totum  igitur  negotium  huc  redit,  ut  pro  singulis  huiusmodi  factoribus 
numeratores  a,  ß,  y  etc.  definiantur,  pro  qua  investigatione  iam  olim^)  prae- 
cepta  dedi.  Nova  autem  methodus,  quam  hie  sum  traditurus,  huic  innititur 
principio,  quod  posito  -s?  ==  a  omnes  istae  fractiones  partiales  evadant  infinitae, 
dum  reliquae  omnes  manent  finitae  magnitudinis  ideoque  prae  illis  quasi 
evanescant.  Hinc  si  in  fracfcione  proposita  ^  statuatur  0  =  a,  ea  utique  etiam 
in  infinitum  excrescat  eiusque  valor  debite  evolutus  praebebit  ipsas  illas  frac- 
tiones simplices  in  infinitum  abeuntes,  id  quod  hio  accuratius  sum  persecuturus. 

1)  Vide  notam  praecedentem.  P.  St. 

47* 
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3.  Ne  igitur  consideratio  infiniti  moram  facessat,  statuamus  non  ^— 6^  =  0 
sed  z  —  a==m  denotante  co  quantitatem  infinite  parvam  atque  adeo  ipsam 
evanescentem  ac  ponamus  tarn  in  numeratore  P  quam  in  denominatore  Q 
ubique  ^  =  a  +  a),  quo  facto  numerator  P  eyolvatur  in  huiusmodi  formam 

p  =  ^  +  J5a)  +  (70)0)  +  Da>^  +  etc., 

denominator  vero  Q,  quia  per  liypothesin  evanescit  posito  ^8?  =  a,  talem  induet 
formam 

^  =  Sto)  +  350)0)  +  ©0)«+  2)0)^+  etc., 

ubi,  si  factor  z  —  a  fuerit  solitarius,  primus  terminus  81  o)  necessario  aderit. 
Sin  autem  denominator  Q  factorem  habeat  {z~a)\  erit  31  =  0  ac  denominator 
a  termino  S5a)^  incipiet.  Quodsi  vero  denominatoris  factor  fuerit  {z  —  a)\ 
primus  terminus  in  denominatore  erit  ^m\  et  ita  porro,  ita  ut,  si  in  genere 
factor  fuerit  (^  — a)%  infima  potestas  in  denominatore  sit  9^0)^ 

4.  Haec  quidem  substitutio  ponendo  ^  =  a  +  a)  operationes  tantum  vul- 
gares algebraicas  postulat;  interim  tamen  per  nota  principia  diiferentialium 
mirifice  sublevari  potest.  Nam  si  in  genere  loco  z  scribatur  ^  +  o),  functio 
ipsius  z  quaecumque  P  accipiet  istum  valorem 

"^  Idz  "^  l'2dz'  "^l-2.3c?^s+1.2.3-4rf^^  +^*^" 

Hoc  igitur  modo  statim  forma  tarn  numeratoris  P  quam  denominatoris  Q 
secundum  potestates  ipsius  co  disposita  reperietur  tantumque  opus  est,  ut  in 
singulis  terminis  loco  z  ubique  scribatur  a.  Quousque  autem  istas  expressiones 
per  potestates  ipsius  co  continuari  oporteat,  ex  primo  denominatoris  termino 
seu  infima  potestate  ipsius  co  facile  diiudicabitur,  unde  sequentes  casus  evol- 


vamus. 


CASUS  I 
QUO  DENOMINATORIS  Q  FACTOR  EST  ^  ^  a 

5.  Hoc  igitur  casu  non  erit  21  ===  0,  unde  fractio  nostra  ^  facto  ^  =  a  +  o) 
induet  haue  formam 

1     Ä  +  Bco  +  Cco^  +  Dco^  +  etQ. 
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ubi  fractio  ista  per  divisionem  evolvatur  tantum  usque  ad  primam  potestatem  co, 
propterea  quod  in  fractione  praeflxa  ~  liaec  littera  unicam  tantum  habet 
dimensionem,  unde  hoc  casu  tarn  numeratorem  P  quam  denominatorem  Q  ad 
duos  tantum  terminos  extendisse  sufficit,  ita  ut  sit 

£    Ä  +  Bco 


Nunc  igitur   ex    evolutione  istius   fractionis   ^^X^l   oriatur   quotus   a  +  ßo 
eritque 


:  +  : 


His  autem  valoribus  inventis  fractio  nostra  discerpitur  in  has  partes 


a 


(O 


+  ß; 


quarum  cum  prima  tantum  fiat  infinita^  si  loco  co  restituamus  valorem  z  —  a, 
fractio  simplex  hinc  resultans  erit 


Hoc  igitur  modo  facillime  fractiones  simplices  ex  singulis  denominatoris  Q 
factoribus  solitariis  formae  z  —  ä  obtinentur;  neque  adeo  opus  est  valorem 
ipsius  ß  nosse,  unde  sufficere  potuisset  tantum  primos  terminos  J.  et  Sl  in- 
dagasse.  Oritur  autem  A  ex  numeratore  P  posito  ^  =  a;  at  21  oritur  ex 
formula  -^  posito  itidem  ^  =  a.  Cum  enim  posito  ^  =  (i  fiat  Ö  =  0,  si  loco 
^  scribatur  a  +  o>?  prodibit  2l  =  -ä^- 


6.  Interim  tarnen  bonum  est  etiam  valorem  ipsius  ß  nosse,  quoniam  inde 
quaestio  non  parum  curiosa  facile  potest  resolvi.  Cum  enim  ex  factore 
2  —  a  deducta  sit  fractio  jzr^^  si  pro  reliquis  omnibus  terminis  scribamus 
Ktteram  Bj  erit  utique  -^  =  j^^  +  M.  Quodsi  ergo  desideretur  summa 
omnium  reliquorum  terminorum  JS,  casu  quo  ponitur  ^  =  a  sive  z^a-^-  m^ 
quippe  quae  summa  est  finita,  ex  aequatione  modo  inventa  fiet  -R  =  -^ — jzr^ 
ideoque  posito  0  =  a  +  «>  erit 

B^^'\-ß  —  ^^ß] 

CO  *  ß)  ' 
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sicque  valor  Htterae  /?,  quem  mvenimus,  exprimit  summam  omnium  reliquo- 

81         Sl«  ' 


rum  terminorum  pro  casu  0  =  a,     Erat  autem  /3==™—  "^^ 


7.  Facile  autem  patet  hoc  modo  pro  omnibus  factoribus  simplicibus 
denominatoris  Q  easdem  prodire  fractiones  partiales,  ad  quas  methodus  ante- 
hac  exposita  deducit.  Si  enim  ponamus ^  =  — ^ — f- -B  ac  per  z~a  mul- 
tiplicemus,  fiet 

ü —  ==  G^  +  it  (^  —  a), 

Quia  nunc  novimus  numeratorem  quaesitum  a  esse  constantem,  pro  eo  semper 
idem  valor  prodire  debet,  quicquid  pro  z  scribatur.  Ponatur  igitur  ^  =  a,  ut 
ratio  reliquorum  terminorum  B  ex  calculo  egrediatur/ fietque 

posito  scilicet  ^  =  a\  tum  autem  tarn  numerator  quam  denominator  evanescit, 
unde,  si  eorum  loco  sua  differentialia  ponantur,  fiet 

dQ 
Posito  igitur  z^a  erit 

Fdz 


a  = 


dQ 


At  vero  supra  assumsimus  casn  ^  =  a  fieri  P=Ä  et  ^  =  Sl,  ita  ut  et  hinc  ' 
etiam  prodeat 

Ä 


«-91 


.  CASUSII       .  .:.... 

.     ,  QUO  DENOMINATORIS^  FACTOR  EST.  (^-a)^ 

8.   Hie  igitur  ia  forma,  ad  quam  nostram  fraetionem  ~  posito  ä  =  a  ■+  w 
convertimus,  erit  31  ==  0,  unde  fractio  pro  hoc  casu  ita  referri  poterit 

1       Ä  +  Bm+  Coaca 


(0(0     93  +  6o)4-S)c)( 
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Hic  scilicet  potestates  ipsius  ca  non  ultra  secundam  protendimus.    Nunc  illa 
expressio  in  lianc  formam 

•i 

reducatur  et  reperietur  calculo  subducto 

Ä      ^_B       Äd  C       .BS       At)      AIS.* 

His  igitur  valoribus  inventis  nostra  jfractio  discerpetur  in  has  partes 

^«  +  -^  +  ^ 
quarum  binae  priores  ob  (0  =  0  — a  praebent  istas  fractiones  partiales 


at  quantitas  y  aequabitur  summae  omninm  reliquorum  terminorum,  siqnidem 
in  Ulis  statuatur  0  =  a, 

CASUS  III 
QUO  DENOMINATORIS  FACTOR  EST  {^^af 

9.  Hic  igitur  ob  31  =  0  et  ^  =  0  fractio  evolvenda  erit 

1     Ä  +  Bco  +  Ca)(D  +  D(D^ 

quae  reducatur  ad  haue  formam 

ope  harum  aequalitatum 

A^a(S.,    B^a'Si  +  ßfi,     G^  a(^  + ß^  i^  y^,    D  =  a%  +  ß(B  +  y"^  +  ^(E, 

quibus  valoribus  inventis  ex  denominatoris  Q  factore  cubico  (^  —  ay  obtinentur 
istae  fractiones  partiales 


(0  —  ay   '   (js  —  ay      0  —  a 
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At  vero  S  exMbet  summam  omnium  reliquorum  terminorum,  si  in  ipsis  ubique 
scribatur  z^a.  Facile  autem  intelligitur  hoc  modo  etiam  ad  altiores  pote- 
states  procedi  posse. 

10.  Haec  methodus   etiam    succedit,    si    factores    denominatoris    fuerint 
imaginarii,  scilicet  formae 

0  —  a  +  bV—l; 

tum  autem,  quoniam  etiam  factor  erit  2  —  a~hV—l,  binae  fractiones  par- 
tiales  hinc  ortae 


s—a+iY-l       s-a—hY-l 

facüe  in  factorem  dupHcatum   realem  contrahentur,   cuius  denominator  erit 
(^  —  ay+hh.    Hoc  igitur  sequenti  exemplo  ostendisse  iuvabit. 

EXEMPLUM 

11.    Si  fractio  ^qposita  resolvenda  fuerit  |=       /j"_^^^    -,    eam  in  frac- 
tiones simpUces  resolvere. 

SOLUTIO 

Hie  igitur  primo  omnes  angulos  cp  quaeri  oportet,  quibus  denominator 
t&ng.  (p  —  coa.  <p  evanescit.     Ponatur  igitur 

tang.  y)  —  cos.  y  =  0     sire     sin.  a  —  cos.  w^  =  0, 
ita  ut  sit 

sin.  9J^4-sin.  y  =  1, 
unde  colligitur 

sin.^  =  :ii±i^, 
sicque  pro  sin.  9)  duo  habentur  valores 

sin.^  =  -i±l^     et     sin.^  =  IlirJ^, 

quorum  prior,   cum  sit  unitate  minor,   dabit  valorem  realem  pro  angulo  <p. 
Cum  enim  sit  proxime 

^^^^^  =  0,618034, 
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erit  9?  =  38^  10' 22';  quem  angulum  brevitatis  gratia  ponamus  =  ^,  ita  ut  sit 

sin.  J  -=  0,618034     et     cos.  ^  =  0,786151 
atque 

tang.^=  0,786153^) 
ideoque,  uti  posuimus, 

COS.  S  =  tang.  ^. 

12.  Alter  autem  valor  pro  sin.  cp  inventus  dat  sin.  9?  =  —  1,618034,  qui, 
cum  sit  unitate  maior,  monstrat  hunc  angulum  esse  imaginarium,  ad  quem 
deflniendum  notetiir  esse 

qui  valor  cum  manifesto  maior  sit  unitate  et  quidem  positivus,   utamur  hac 
formula 

cos.  (n  —  öl/—  1)  =  r_?^=^ . 
Quodsi  ergo  faciamus 


erit 


cp^dO'—7t  +  6V—i  =  dV—i  —  -^, 


sin.9)  = ^ , 

quamobrem  debet  esse 

r-^t^.  =  + 1,618034  =  i.tl^, 

2 

pro  quo  numero  brevitatis  gratia  scribamus  e,  ut  sit  e^  +  e^^  =  2e,  unde  col- 
ligitur 

..  _ .  +  n..  - 1)  _  i±i^  +  |/i±ii  = .  + 1/. 

et  substituto  valore  fit  6^  =  2,890054').  Hinc  igitur  fiet  ö  =  Z.  2,890054,  su- 
mendo  scilicet  logarithmum  hyperbolicum,  qui  reperitur,  si  logaritbmus  vul- 
garis multiplicetur  per  2,3025851.  Cum  igitur  logarithmus  vulgaris  sit 
0,4609060,  erit 

e  =  0,4609060  ■  2,3025851  =  1,0612752. 

1)  Editio  princeps:  tang.  f  =  0,786154.  Oorrexit  P.  St. 

2)  Editio  princeps:  e^  =  2,0581710;  qui  numerus  ex  valore  erroneo  ]/€  =  ]/Ö,161803l  loco 
]/l,618034  ortus  esse  videtur.    Itaque  etiam  sequentes  valores  corrigendi  erant.  P.  St. 

Lbowhardi  Euleei  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  48 


378  J^OVA  METHODUS  FEACTIONES  QUASCUMQUE  KATIOFALES  [40-42 

13.  Inventis   igitur  his   valoribus   pro   ^  et  Ö    ex  priore   9  =  ?  omnes 
angnli  cp,  quibus  noster  denominator  tang.  9  —  cos.  (p  evanescit,  sunt  in  genere 

2i7t  +  ^     et     (2i  +  l)7r  — ^, 

quippe  qni  anguli  omnes  eundem  habent  sinnm,  nnde  coUiguntur  omnes  fac- 
tores  simplices  reales.  Pro  imaginariis  autem  tantum  loco  t,  scribi  oportet 
dV~l  —  ^TC  sicque  simnl  obtinentur  omnes  factores  imaginarii. 

14.  Primo  igitur  denominatoris  nostri  factor  sit  (p  —  2i7t  —  ^  ponaturque 
hie  factor  =  co,  ita  ut  sit 

(p  =  2i7t  -|~  ?  +  tt?, 
eritque 

sin.  cp  ==  sin.  (^  +  co)  =  sin.  ^  cos.  o?  4-  cos.^  sin.  co  =  sin.  ^  +  a>  cos.  ^, 

quoniam  non  ultra  primam  dimensionem  ipsius  co  progredi  necesse  est.  Deinde 
vero  erit 

COS.  cp  =  COS.  (^  4-  cu)  =  COS.  ^—  CO  sin.  ^, 
denique 


tang.  cp  =  tang.  (^  -f  co)  =  tang.  ^  + 


CO 


C0S.g2 


Hinc  igitur  denominator  erit 


tang.  S  —  COS.  ^  +  CO  (sin.  ^  +  ^^) ; 
at  vero  per  hypothesin  est  tang.  ^ — cos.  ^  =  0,  unde  denominator  iste  erit 

a>(sin.  ^H —^2)' 

\  ^    '    COS.  gv 

Ubi  notetur,  si  accuratius  procedere  voluissemus,  in  denominatorem  insuper 
terminum  o^  ingressurum  fuisse,  quem  autem  Mc  negligere  licet,  quia  nuUus 
factor  bis  occurrit.     Hinc  ergo  nascitur  valor  infinitus  nostrae  fractionis 


sin.  t  sin.  g  cos.  g^ 


c.(sin.g+^)  co(siii.gcos.§Hl)' 

ex  quo  haec  fractio  partialis  deducitur 

;  sin,  gcog.  g^  1 

sin.  g  cos.  g^  +  1  q)--'2iiJt  —  t 
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Quare   si  pro   i  omnes  numeros   tarn  positivos   quam  negativos   statuamus, 
prodibit  ista  series  fractionum 

sin,  g  COS.  e^     /    1 _!_,        I  1     '  1  1  \ 

At  si  pro  ^  scribamus  6V—l  —  -^n,  series  fractionum  imaginariarum  erit 

1  .  1  .  1 


sin,  l  COS.  g^ 
1  +  sin.  g  COS.  §* 


+ 


+ 


1 


+ 


9— f^r  — Ö]/--! 


+  etc. 


erit 


Mncque 
tum  vero 
et 


15.   Pro  altero  casu,  quo  in  genere  erat  factor 

(p  —  (2i  +  1)  ^  +  ?  =  tt^? 

9?  =  (2^  +  1)^  — -  &  +  ca 

sin.  (p  =  sin.  (^  —  a>)  =  sin.  ^  —  co  cos.  ^, 

COS.  y  ==  —  COS.  (^  —  w)  =  —  COS.  ^  —  w  sin.  ^ 


tang.  (f  =  —  tang.  (^  —  co)  =  ■—  tang.  £  + 


CO 


COS.  g' 


.2» 


quare  totus  denominator  erit 

-  tang.  ?  +  COS.  ?  +  CO  (^^^^  +  sin.  ^)  =  «,  (sin.  C  +  ^p) 

ob  —  tang.  ^  tI-  cos.  £  ==  0,  unde  pars  infinita  nostrae  fractionis  erit 

sin.  g  sin,  g  cos.  £^ 

Nunc  igitur,  si  loco  (x>  scribamus  valorem  assumtum 

9)-(2i  +  l)7i  +  ^, 

48* 
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orietur  forma  generalis  fractionum  siroplicinm 

sin.  §  COS.  ^  1 


(1  +  sin.  g  cos  g2)     ^-(2^+l);i;  +  g;* 

Logo  i  ergo  successive  scribamus  omnes  valores  0,  +1,  +2,  +3,  ±4  eta 
et  colligetur  sequens  series  fractionum 

sin>gcQs4^    /       1 L_^_  .   L™,^  I   1  .  1  ,    V 

l+ßin.ecos.g2V<p-^jr;  +  i;'^<jP  +  ;t  +  g'^9)---3:t  +  g'^g?+3^  +  e'+'9 

Quodsi  iam  Mc  pro  l  scribamus  <9]/— 1  —  yTt,  orientur  fractiones  imaginariae, 
quae  erunt 

1  .  1  .  1 


sin.  g  COS.  ^ 
1  +  sin.  l  COS.  ^ 


+ 


+ 


1 


+ 


qp  — |:r  +  öy— 1 


etc. 


16.   CoUigamus  nunc  primo  seorsim  omnes  fractiones  reales,  et  cum  omnes 
habeant  eundem  coefficientem  constantem 

sin.  %  COS.  g^ 
l+sin.tcos.g2' 

ante  omnia  in  eins  valorem  numericum  inquiramus.    Primo  igitur  cum  ftiisset 

sin.  ^  —  cos.  ^  =  0, 

cos.^^  =  sin  5 
sin.g2      , 


erit 

ideoque  iste  coefficiens 


porro  vero  erat 

ideoque 

unde  fit  coefficiens 


~   1  +  sin7^"2"' 
sin.  'Q  +  sin.  g  =«  1 
sin.  ^  ==:  1  —  sin.  g, 

1  ~-  sin-  g 

2  — sin.§' 
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Denique  vero    pro   factoribus    realibus   eruimus    Bim'C=^^^~p^,    i^iide  noster 
coefficieBS  evadet 

cuius  ergo  valor  erit  0,2763932,   pro   quo  brevitatis  gratia  scribamus   a,   et 
omnes  fractiones  simplices  reales  in  ordinem  redactae  erunt 


17.   Pro  partibus  autem  imaginariis  idem  coefficiens  communis 

sin.  g  COS.  g^ 

1  +  sin.  ^  COS.  £^ 
ob 

cos.  t^  =  sin.  ^    et     sin.  ^^  -=  1  —  sin.  g 
transmutatur  ut  ante  in  hanc  formam 

1  ■—  sin.  ^ 

2  —  sin.  £  * 

At  vero   pro   partibus  imaginariis   invenimus   sin.  ^  =  ^™i-iiJ~5  ^    in   quo    iam 
involvitur   substitutio   ante   memorata  J==Ö'/-™  1  —  ™^"      Hoc    ergo   valore 


jh'db  L,==:  a  y  —  X  — 
substituto  coefficiens  communis  erit 


3  +  1/5  _  5+]/5 
5  + 1/5  ~      10 

ideoque  in  numeris  0,7236068,  pro  quo  numero  scribamus  /?,  ita  ut  sit  a +  /?  =  !. 
Hanc  ob  rem  bini  ordines  fractionum  imaginariarum  erunt 

ß + ^ .  _^„_i , ± .  etc 

(p-öY-i  +  iTc     (p-dY-i'-^üt     (p^ey-i+^7t     q)—ey-i'-~i7t         '' 

L^ + L + 1 + ± -etc 


/ 
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Hinc  ergo  si  binae  harum  fractiouum  in  nnam  summam  colligantur,   imagi- 
naria  se  mutuo  destruent  ac  prodibit  sequens  series 

ubi  notetur  esse  ÖÖ«- 1,1263051^). 

18.  Quoniam  partes  imaginariae  commode  se  contraM  sunt  passae/  ut 
similis  contractio  in  partibus  realibus  succedat,  statnamiis  ^^^n  +  Tj  et 
ambae  series  ita  se  babebunt 


+  :^irT^;~lz,  +  T^rZT:;^—^  +  z^-r-rz—z  +  zr—rr~:  +  etc., 


+  ^jL3^  .  ^  +  -«mrirT:™  +  -^rrTZ-rz:  +  zr~^^-  +  etc. 


Hic  ergo  cnilibet  termino   convenit   quasi   socius   binisque   contractis   orietur 
sequens  series 

a{2(p-'7t) a(2(p  +  dz)  a(2(p-67t)  a(2(p  +  7jt) 

ubi  notetnr,  cum  sit  7]  =  ^  — {-cnt;  quoniam  in  partibus  radii  est  J=  0,6662405, 
fore??=  — 0,9045558  ideoque  1??;  =  0,8182214,  cum  ante  fuisset  00  =  1,1263051'). 

19.    Quae  igitur  bactenus  sunt  allata  huc  redeunt,   ut  fractio  proposita 


sm.  9 


tang.  9  —  COS.  gp 


aequetur  binis  sequentibus  seriebus  iunctim  sumtis 


l<p-^7cY-7j7j '^ (^  +  f^y^r^rj  -r  ^^_r^^y_^^  +  (^  +  |;,)2z:^  +  etc., 

ß{2tp+n)  ß(2(p-37C)  ß(2(p  +  67t)  ß(2^_^7t)       .      , 


1)  Editio  princeps:  0,5210210.    Yide  notam  p.  377.  Correxit  P.  St. 
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Hinc  igitur  sequitur,  si  sumatur  9  =  0,  quo  casu  fractio  ipsa  in  nihilum  abit, 
fore 

\j  =s  — \ jL. ßtir 

4.'lß7C    _      4-3/3jg  4.'6ßx  ^  _       A-l  ßsc 

Ceterum  hoc  exemplum  perquam  idoneum  est  visum,  quo  applicatio  ad  fac- 
tores  imaginarios  illustraretur. 


ANALYSIS  FACILIS  ET  PLAJ^A 

nf™^^f  ™^  MAXIME  ABSTßüSAS  PERDUCENS 

QUIBUS  OMmUM  AEQÜATIONÜM  ALGEBRAICAEUM 

NOJST  SOLÜM  RADICES  IPSAE 

SED  ETIAM  QÜAEVIS  EAPüM  POTESTATES 

EXPßIMI  POSSÜNTO 

OonTentui  exMbita  die  15.  Aprilis  1776 

Commentatio  631  iEdicis  Enestkoemiani 

Nova  acta  academiae  seientiarum  Petropolitanae  4  (1786),  1789,  p.  55-73 

Summarium  itidem  p.  112—114 

SÜMMARIÜM 
T6  1  .    p.  164,  me  ,e„e  ,m  .q,rto,  1.  ^^e  de  Kqu.ilon  trmomiale  «x.  +  S«;'-^    dont 

1  «!P™«es  par  de  „mblables  series.    Dm»  le  „tooire  mmHom^, 

2)  C'est  le  memoire  406  de  ce  volTxme.  P.  st. 
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intitule  Ohservationes  circa  radices  aequationum  rillustre  Geometre  cherche  d'abord  la  serie 
qui  exprime  la  plus  grande  racine  de  requation 

1  =  ^  +  4. 

et  il  en  d^duit,  par  induction,  celle  ponr  requation 


1--^  + 


x^  ^  x"" 


De  la  il  passe  aux  equations  quadrinomes  et  enfin  aux  equations  d'uu  nombre  de  termes 
quelconque. 

Dans  le  present  memoire  l'Auteur  traite  le  meme  sujet,  mais  d'uue  autre  maniere,  et  en 
partant  d'un  principe  entieremeiit  different.  Afin  de  donner  une  idee  de  cette  metliode 
changeons  l'equation  mentionnee  trinomiale  en  celle-ci 

et  il  est  clair  que  la  puissance  n^^  de  la  racine  doit  etre  exprimable  par  une  serie  composee 
d'une  infinite  de  termes,  dont  chacun  est  une  certaine  fonction  de  Texposant  n,  En  met- 
tant  donc 

Zn-a^fd  ,(^Yi'-~a)+f:{n—a)  +  f:{n  -  a)  +  etc., 
Z^^-ß^.f  :  (n-ß)+f:  (n  -  ß)  +  f:  {n  ^  ß)  +  etc. 

ces  fonctions  indefinies  devront  etre  determinees  de  maniere  que 

f  m-f  :  (n  -  oj)  =  Gf  :{n  -  ß\ 

r  :  n  -  r  :(n-a)==  Gf  :  (n  -  ß), 

f-:n  ^  f':(n  ^  a)  ^  Gf :  {n  ^  ß) 

etc. 

Moyermant  ces  equations  on  est  en  etat  de  determiner  la  fonction  f  i  n  de  fafon  qu'elle 
satisfasse  ä  la  premiere  equation;  d'oü  Ton  deduit  la  fonction  f:  (n  —  ß),  et  de  lä,  par  la 
seconde  equation,  la  fonction  f :  n,  qui  donne  f :  (n  —  /3),  et  ainsi  on  continue  de  proceder 
jusqu'ä  ce  que  la  loi  de  progression  deyient  evidente.  Tout  revient  donc  ä  trourer,  par 
une  fonction  proposee  de  n,  une  autre  fonction  9?:^,  de  maniere  que 

q)  :  n  —  q)  :  (n-—  a)  ^  N, 

ce  que  l'auteur  enseigne  ä  effectuer  dans  une  suite  de  Lemmes  qui  facilitent  non  seulement 
l'invention  de  la  serie  pour  la  puissance  n^®  de  la  racine  Z,  mais  qui  sont  en  eux-memes 
tr^s  propres  ä  repandre  du  jour  sur  la  theorie  des  fonctions. 
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Apres  avoir  trouve  de  cette  maniere  la  serie  pour  une  pnissaace  quelconque  n  de  la 

raeine   de  requation  trinomiale,  l'auteur  applique   sa  methode  ä  une  equation   de   qiiatre 

termes,   et  finit  par  montrer  de   quelle  maniere   on  peut   s'en  seryir  pour  des  equations 
polynomes  quelconques. 

Quant  ä  la  serie  de  Lambert,  qu'il  nous  soit  permis  de  rappeler  aux  Geometres  un 
memoire  de  feu  M.  Eüler  qui  se  trouye  dans  les  Actes  de  TAcademie  pour  le  second 
semestre  de  Tannee  1779,  oü  il  a  montre  plusieurs  proprietes  remarquables  dont  cette  serie 
est  douee.^) 


PßOBLEMA 

1.  Prqposita  aeqmtione  algebraica  tribus  terminis  constante,  quam  semper  hac 
forma  repraesentare  licet 

invenire  seriem,  quae  exprimat  välorem  ipsius  x". 


SOLUTIO 

i. 

Haec  aequatio  ponendo  x  =  Ä''Z  semper  ad  hanc  formam  simpliciorem 
revocari  potest 


unde  ponendo  B^Ä^C  erit 
quae  per  Z""  miiltiplicata  praebet 

Mnc  igitur  quaeri  oportet  valorem  potestatis  Z^  quandoquidem  hinc  erit 

^"  =  Ä^Z". 
Manifestum  autem  est  valorem  ipsius  Z"  exprimi  debere  per  seriem,  in  quam 
1)  C'est  le  memoire  532  de  ce  volume.  P.  St. 
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exponens  ^  ingrediatur,  quam  ergo  spectare  licebit  tamquam  functionem 
ipsius  n,  et  quia  haec  series  ex  inflnitis  terminis  constabit,  eam  ita  reprae- 
sentemus 

Z^^f:n-^f:n  +  f :  n  +  T' :  ^  +  T' :  ^  +  etc., 

quae  ergo  forma  ita  debet  esse  comparata,  ut  posito  n  =  0  flat  Z^  =  l;  unde 
patet  statui  debere  f  :n-=  1,  reliquos  vero  terminos  factorem  habere  debere  % 
ut  evanescant  posito  ^^  =  0  prodeatque  Z^  =  1, 

2.  Constituta  hac  serie  si  loco  n  scribamus  n  —  a,  habebimus 

Z--^  =  f:(n-a)  +  f:{n~a)-^  f:  {n  -  a)  +  T:  (n  —  «)  +  etc. 
similique  modo  erit 

Z-^  =  /'o.  ^^_ß^  ^  ^.  ^^_ß^  _^  r:(n~ß)  +  r :  (n-ß)  +  etc., 

ubi  iterum  notetur  esse  f^:(n  —  a)  =  l  et  f^:(n  —  /?)  =  1.  Cum  iam  nostra 
aequatio  sit  Z**  — Z"~"=  C^'^"^,  scribamus  loco  potestatum  ipsius  Z  series 
assumtas  sequenti  modo 

+    Z''      =  +  f:n  +    f:n  +     f:n  +    r:n  +  etc. 

_Z«-"    =-f:(n-a)  -    f:(n-a)-~     r:(n~a)-    r:(n-a) -etc, 

=  CZ^--^  =    Cf:  (n-ß)+  Cf:  {n-ß)-\-  Gf\{n  -  ß)  +  Cr:  (n  -  /i?)  +  etc. 

Nunc  fuuctiones  istae  indefinitae  ita  determinentur,  ut  fiat 

Lf    :n~f   :{n-a)=^Gf  :{n  —  ß)=G, 
IL  r  :M-r  :(n-a)^Cr   :(n-ß\ 
III.  r  :n-r  :{n-a)^Gr  :(n-ß), 
lY.  f-:  n  -  r  :  {n-a)^  Gf  '(^  —  ß) 
etc. 

3.  Ope  harum  aequatiouum  ergo  primo  quaeri  debet  natura  functionis 
f:n,  ut  primae  aequationi  satisfiat;  qua  inventa  innotescet  functio  f:(n  —  ß) 
ex   eaque   per   secundam   aequationem  quaeri   debet   indoles   functionis  f'in, 
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unde  innotescet  functio  f':(n~ß);  hincque  porro  simili  modo  ex  aequatione 
tertia  deducetur  indoles  functionis  /'":  n  et  ita  porro,  donec  lex  pateat,  qua 
singulae  hae  functiones  ulterius  progrediuntur;  unde  patet  resolutionem  om- 
nium  harum  aequationum  re^ocari  ad  haue  quaestionem,  qua  proposita  func- 
tione  ipsius  n  quaeritur  alia  functio,  veluti  <p :  n,  ut  fiat 

(p:n~(p:[n  —  a)  =  N, 
quem  in  finem  sequentia  Lemmata  evolvamus. 


4.   Si  faerit 
erit 
ideoque 


LEMMA  1 

<p:n~(p  :  (n  ~  a)  -^  Ja; 


•ande   vicissim,    si  ponatur   Ja^k,    ut  fieri   debeat    g)  :n~  (p  :  (n- a)^7c, 
reperietur 

kn 
cp  :n  = 


Quare,  cum  ex  prima  aequatione  esse  debeat  f:n  —  f:(n~a)^C,  necesse 
est,  ut  Sit  f:n==^~,  unde  pro  secunda  aequatione  fiet 


5.    Si  fuerit 
erit 
unde  coUigitur 


f:(n-ß)  =  ^(n-ß). 


LEMMA  2 

(p  :  n  =  Jn(n  -\-  a  ~  v), 
(p:{n~-a)  =  J[n  —  a)(n  —  v), 

(p:n  —  (fj:{n  —  a)  =  2  Ja  (n  —  ^  v). 


Quodsi  ergo  prodire  debeat  9 : »  —  ^ :  (w  —  «)  =  Ä (?^  —  A),  ob  ^  =  A  et  t;  =  2; 
erit  ^        .         2« 

(p:n^—(n  +  a-2X). 
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Quare,  cum  aequatio  secunda  iam  sit 

f",n-r:{n-a)  =  Gf':{n-ß)^^{n-ß), 


ob  h  =  —  et  A  =  /3  erit 


r'n--§^^n{ni-a-2ß), 


unde  pro  tertia  aequatione  fiet 


f"'i^-ß)-^Ä^-ß)i^-^<^-M- 


2aa^ 


LEMMA  3 

6.  Si  fnerit 

g):n  =  Jn  (^  +  <^  —  f)  (^  +  2a  —  v), 
erit 

(p:(n  —  a)  =  J{n  —  a)(n  —  v)(n'{-  a  —  v); 
Mnc  ergo  fit 

(p  :n  —  <p:(n  —  a)  =  3  Ja  (n  -{-  a  —  v)(n  —  y  '^)  > 

unde  vicissim  posito  5Ja  =  k  et  y'2;==A,    ut  prodeat  h^n -}- a  —  SX){n  — X)^ 
sumi  debet 

cp:n  =  ^{n  +  a  —  SX)(n  +  2a  —  3A). 

Quia  nunc  pro  nostra  aequatione  tertia  fieri  debet 

f":n-r:(n-a)^^^in-ß)(n  +  a-3ß), 
facta  applicatione  fiet  Ä  =  ,y--  et  A  = /3  Mncque  concluditur  fore 

f-:n  =  -~n{n-^a  —  3ß)(n  +  2a  —  3/3), 
unde  pro  aequatione  sequente  habebimus 
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LEMMA  4 

7.   Si  fuerit 

(p:n  =  Jn(n-\-a  —  v)(n-{-2a  —  v)(n-i-Btt  —  v\ 
erit 

9  :  (w  —  a)  =  J(n  —  a)(n  —  v)(n  +  a  —  v)(n  -\-  2a  —  v) 
Mncque 

(p:n  —  (p:{n—d)^  AJa(n  -\- a~v)(n -j-2a  —  v)  [n  —  ^-v). 

Quare  si  debeat  esse  (f:n~<p:(n  —  a)  =  k(n  —  X)(n-i-ci  —  U)(n-{-2a  —  4A), 
sumi  debet  J^±et  ^^AX  Mncque  fiet 

Quare,  cum  aequatio  nostra  quarta  sit 

r:n-r:{n-a)^-^,(n-ß){n-i.a-iß)(n  +  2a-4ß), 
facta  applicatione  fiet  Z;  =  ^^  et  A  =  /3  hincque  concluditur  fore 

^""'  *^  =  §Ii?^ (^  +  «  -  ^/5) ('«•  +  2«  -  4/?)(^  +  3ß  -  4/?), 
unde  pro  quinta  aequatione  nanciscemur 

r  :(n-ß)  =  2~i(«  -ß)(n-\.a-  5ß) (w  +  2«  -  5/?) (n  +  3a  -  5ß). 


LEMMA  5 
8.   Si  fuerit 

<f:n^Jn(n  +  a-  v)(n  +  2a  _«;)(«  +  3«  -  v)(«  +  4a  —  ^) 
erit  /VI  y? 

9, :  (w  -  ß)  =  ^(ra_  ß)(w  _-,;)(^  _j_  (,_  ^)(^  +  2a-v)(n  +  3a-  v) 
hincque 
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Quare  si  äebeat  esse 

(p  :  n  --  (p  :  (n  —  a)  =  k{n  —  X)  (n  +  a  —  5X)  {n  +  2a  —  6X)  (n  -{-  3a  —  5>l), 

siimi  debet  J  =  -^  et  5A  =  'y;  tum  ^ero  erit 

y  :  ^  ==  — -^(^  +  a  —  5A)  (n  +  2a  —  5A)  (n  +  Sa  —  5A)  {n-\-Aa  —  5X). 

Aequatio  autem  quinta  cum  ita  se  habeat 

f""  -.n-f""  :{n  —  a)  =j^{n-  ß){n  ^  a-hß){n  -^'ia-hß){n  +  ^a-hß), 

Mc  sumi  debet  k  =  ^j^  et  1  =  ß,  unde  concluditur 

f"" :  n  = r^  n{n  +  a  —  hß){n-\-2a  —  hß)  («  +  3a  —  5/3)  (»  +  4«  —  5/3). 

Hinc  iara  sine  ulteriore  calculo  concludere  licet  fore 

/•VI :  n  =  -„.^^s-  «  («  +  «  —  6/3)  (J^  +  2a  -  6;S)  («  +  3a  —  6/3) 


et 


720«^ 

X  («  +  4a  —  6/3)  (»^  +  5a  —  6^3) 

/■vii.  n  =  -^-^n(n  +  «  -  7^)  (w  +  2a  -  7/3)  (w  +  3a  —  7^) 
X  (^  +  4a  —  7/3)  (w  +  5a  —  7^)  («  +  6a  —  7/3). 


CONCLUSIO  FINALIS 

1  0 

9.    His  igitur  colligendis  si  aequatio  proposita  fuerit  1==^  +  ^)   ^^'^ 
pro  potestate  quacumque  ipsius  Z  sequens  resultat  series 

^^  =  l  +  ^^  +  ^-^(^  +  a-2/3)  +  S^e/^  +  ^-3/?)(^^  +  2a-3/3) 

+  ^^i  n(n  +  a-  4/3)  («  +  2a  ~  4/3)  (w  +  3a  —  4^) 
+  ^^^ n(n-\-a  —  5ß)(ni-2a  —  5ß} («  +  3a  —  5/3)  (j«  +  4a  —  5^)  +  etc. 
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SCHOLION 

10.  Haec  serieS;  quam  eruimus,  eo  magis  est  notatu  digna,  quod  nuUa 
alia  via  patet  eam  inveniendi.  Quin  etiam  analysis  nostra  ita  est  comparata, 
nt  veritas  solutionis  non  solum  ad  omnes  exponentes  integres  n,  sed  etiam 
ad  quosvis  valores  fractos  atque  adeo  negatives  extendatur.  Praeterea  vero 
etiam  ex  nostra  serie  generali  logarithmns  hyperbolicns  ipsius  Z  exprimi 
potest.     Cum  enim  semper  casu  ^==0  sit 


erit  nostro  casu 


^^=7  +  S(«-''^/^)  +  S(«-3/3)(2a-3/?) 


+ -^li?- ("  -  ^^)  (2«  -  4/5)  (3ß  -  4/3) 


+  j^  («  -  5/?)  (2ß  -  5ß)  (3a  -  5ß)  (4c  -  5ß)  +  etc. 

TJnde  si  tota  haec  series  designetur  littera  J,  ut  sit   IZ=J,   erit  Z^e" 
ideoque 

quae  ergo  quantitas  aequalis  erit  seriei  supra  iuventae  pro  Z'\    At  vero  ista 
expressio  e"^  in  seriem  evoluta  praebet 

quae  ergo  series  seriei  supra  inventae  necessario  erit  aequalis,  id  quod  etiam 
comprobabitur,  dum  saltem  priores  termini  evolventur.     Cum  enim  sit 

C       Co  '  0'-' 

^==V+27;^(«-2^)  +  ^(«--3/3)(2«-3/?)  +  etc., 

erit 

^--^  + -^^'^-2/5)  + etc., 

C^ 
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unde  deducimus 

n         HP  ns 

00  o^ 

+  2^*»«  +  2^ «w(«- 2/5)4- etc. 


G 
sive 


+  ~.n'+etc. 


Z''^l  +  -n  +  ^n(n  +  a-2ß) 
+  6^  (^(«  -  3^) (2«  —  3/3)  +  nn(n  +  Ba-  6/5))  +  etc., 
quod  cum  serie  pro  Z"  supra  inventa  perfecte  congruit. 


THEOREMA  GENERALE 

11.    Quodsi  ergo  proposita  fuerit  aequaUo  initio  commemorata 


erit 

n 

sive 


Z=4      et      C=4, 

-4^                       A^ 

^B     n         B^     n     n-+a  —  2ß         B^     n     n  +  a-Bß     n  +  2a- 
A^             A'^                                     J.« 

■3/3 

B^     n     n  +  a  —  4:ß     n  +  2a  —  4.ß     n+  Sa  —  4:ß          , 

^     ^£     cc             2a                       3a            '            4a          "  +  etC. 
A'^ 

n  71 —ß  n  —  'äß  ^ 

.        a  a  2  a 

n-S/i' 


+  Ä  "^    B 


3-^     ^^  +  f^-^  ^ß      n  +  ^a  —  Sß 
a  2a  Sa 


a  2a  3ß;  4a 


w  — 5/*^ 


4-  Ä~^~ B^  •  ^  •  n  +  ^  —  5/3     ^  +  2a  -  5/3     »^  +  3a  -  hß     i^  +  4a  — 5/3  . 

"^  '  a  "        2a  '  3a  *  4a"         '  5a  ^ 
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Vidssim  igitur  prqposita  hoc  Serie  eins  summa  erit  =  af'  existente  x  radice  Jiuius 
aequationis 

id  guod  aliquot  exemplis  illmtrare  liceat. 

EXEMPLUM  1 

12.  Statuamus  «  =  1  et  /3  =  1,  ut  proposita  sit  ista  aequatio 

X  X 

linde  fit  x  =  Ä-}-  B,  consequenter 
series  autem  inventa  hoc  casu  nolbis  dat 

qnae  est  ipsa  evolutio  binomii  NBUTONUisrA,  quam  nunc  patet  veram  esse, 
quicumque  numerus  pro  exponente  n  accipiatur,  sive  integer  sive  fractus,  sive 
positivus  sive  negativus,  sive  etiam  surdus;  cum  in  Algebra  communi,  ubi 
liaec  evolutio  est  traetata,  exponens  n  necessario  sit  integer  positivus/) 

EXEMPLUM  2 

13.  Ponamus  ut  ante  « =  1,  at  sumatur  ß  =  0,  ita  ut  sit 

l  =  -+£, 
unde  fit  x  =  YzrB'  consequenter 


1)  De  evolutione  potestatum  binomii  yide  etiam  Oommentationes  465  et  637  (indicis  Ene- 
STEOEMiANi):  Demonstratio  tlieorematis  NEUTomAm  de  evoMione  potestatum  Unomii  pro  casihus, 
quihus  expönentes  non  sunt  numerl  iniegri,  Novi  comment.  acad,  sc.  Petrop.  10  (1774),  1775, 
p,  103,  et  Nova  demonstratio,  qmd  evolutio  potestatum  Ummn  Neütoniäna  etiam  pro  exponentihus 
fraciis  valeat,  Nova  acta  aead,  sc.  Petrop.  5  (1787),  1789,  p.  52;  Lwi^eärdi  Eüleri  Opera 
omnia,  series  I,  vol.  14  et  15,  P,  St. 
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series  autem,  ad  quam  sumus  perducti,  hoc  casu  erit 

sive 

(1  -  £)-«=  1  +  f  ^  +  ^i)  J5^  -I-  nin  +  l)(n  +  2)^,_^  ^^^_^ 

quae   est    demonstratio    eiusdem    theorematis   ¥eutoniani   pro    exponentibns 
negativis. 

EXEMPLUM  3 

14   Sumamus  Ä=^2a  et  B  =  h  sitque  porro  a  =  l  et  /?  =  2,  nt  nostra 
aequatio  fiat 

sive  XX  =  2ax  +  &?  tinde  fit 

quo  valore  substituto  series  ante  inventa  praebebit 

+  ""^""-fl-'h^-^'a^-^F  +  'LC-r^lilirJlÖLTl^s»-^         +  etc., 

cuius  veritas  pro  casu,   quo  w  =  l,   ex  evolutione  vulgari  confirmari  potest. 
Sumto  enim  w  ==  1  erit 

noviruus  autem  ex  resolutione  vulgari  esse 

^  ^  ^  ^a         2-4a8    ^  2-4-6a5         2-4-6-8a'^         ' 

cui  si  addatur  a,  ipsa  illa  series  prodit. 


60* 
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EXEMPLUM  4 
15.   Sumamus  a  ==  2  et  jS  =  1,  xit  sit 

sive  xx  =  A-\-  Bx  ideoque 

loco  Ä  autem  scribamus  aa  et  2&  loco  B,  nt  sit 

quocirca  series  inTenta  nobis  dabit 

+  yuTaaf'  =  a^  +  ^  a^'^'  .  2&  +  ^  .  ^  a'^~^ .  4&& 

quae  reducitur  ad  haue  formam 

(& + y&F+ö^)" = a"  +  T  ^"~' ^ + T  • -J «"' '  *^ 

,    n     n  —  l     w  +  1    „_378   ,    n     n  —  2     n     n  +  2    ^^4,1  ,      . 

baec  autem  forma  ulterius  reducetm*  ad  banc 

(p  +  YhT+'o^ay  =  a"  +  j  a'"'b  +  ^  a^-^&& 

+ 1.2.. .6 ^      *  "^  1.2. ..7 a      ö  +  etc. 

Ita,  si  sumamus  »  =  1,  habebimus 

1      hb  3  &*,      3-15       &« 


^  +  ^^^  +  ««===«  +  ^  +  172  •■^-1:^:3:4  •ä«-  +  r2T:T6-^-etc.; 
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novimus  antem  esse 

l     II       1-1    &*,   1.1.3     66 

Vob  4-  aa==  a  4- '-  •  ~  — r  H ^  —  etc.: 

^  ~2      a         2-4    f//^  2-4.6     a'^  ^ 

cui  si  addatur  h,  ipsa  illa  series  prodit, 

EXEMPLUM  5 
16.   Sumamiis  a  =  1  et  /j  =  — 1,  ut  nostra  aequatio  sit 


unde  fit 


1  +  1/1-4115 
hinc  ergo  prodit 

^  -  -  ~  1 . 2 . 3  ■  4  ■■"^"^~  ■""^"  ^      ^  "t- " -  -    ^  jy.  ^~-;-^;-^---^-' ^      i^  +  etc. 

Hinc  ergo,  si  sumamus  ^^  =  1,  erit 

>  i.niji.^a  -A  +  A-B+-I  A'B-  +  lilA'B'  +  l^^  A'B^ 

Est  vero 

1/(1  -  4.AB)  =  1  -  2ÄB  -  2^^5^-  4-4^1?^-  2  •  bA^B'-  etc.; 

quae  series  ab  unitate  subtracta  et  per  2B  divisa  praebet  seriem  modo  in- 
ventam. 

SCHOLION 

17.  Series  autem  generalis,  quam  supra  elicuimus,  primum  ab  acutissimo 
Lamberto  ex  principiis  maxime  diversis  est  inventa,  quam  idcirco  Lamber- 
TiNAM  appellare  liceat,  propterea  quod  inter  egregia  liuius  viri  inventa  merito 
est  referenda.  Methodus  autem,  qua  Mc  usi  sumus,  ad  aequationes  multo 
generaliores  extendi  potest,  quando  scilicet  aequatio  proposita  quatuor  plu- 
resve  terminos  continet;  id  quod  pro  casu  quatuor  terminorum  ostendisse 
operae  erit  pretium. 
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EXEMPLUM  4 
15.   Sumamus  a  =  2  et  ß~l,  ut  sit 


1  =  ^+1 


sive  xx  =  A-\-Bx  ideoque 


loco  Ä  autem  scribamus  aa  et  2h  loco  B,  ut  sit 

a;  ==&  + 1/(66  + aa), 
quocirca  series  inventa  nobis  dabit 


(6  +  y56  +  aa)»  ==  a"+ -Ja'-^ .  2&  +  ^  4  a-^ .  4&6 

^  2      4 

+  2    ^ 6~'*      -^^  +y^-"6"'~¥~''    '•Iß&'  +  etc, 

quae  reducitur  ad  haue  formam 

n     n-1     n  +  1  ^-ä7,3   ,    n     n-2     n    w  +  2    .,_^,,  ,      , 

baec  autem  forma  ulterius  reducetur  ad  haue 

(h  +  VbbTmy  =  ä"  +  ^  a"-H  +  ^  a"-^&6 

^M-l)    n- 3 j3    ,    ««(^«^J)     ,_, , 4    ,    »K?!'^ -  1) (nn - 9)     ,_5    - 
^1-2.3  ^l-2-3-4  ^^        1T2T3TIT6— <*       ^ 

ww(w^-4)(«w-16)        ,   e  _^  ^(ww-1)  (»i«  -  9)  (mm  ~  25)    „    ^  „   ,      , 
1-2---6  '  1.2-  -Tt  "^       ''   +  ®*ß- 

Ita,  si  sumamus  n  =  1,  habebimus 

^  ^  ^     ^1-2     a        1-2.3-4- a3-t-i.2...6     a^        etc., 
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novimns  autem  esse 

cui  si  addatur  h,  ipsa  illa  series  prodit. 

EXEMPLUM  5 
16.   Sumamus  a  =  l  et  /i  =  —  1,  -ut  nostra  aequatio  sit 

unde  fit 

i±yi^ÄB 

X  ~— g  ; 

hinc  ergo  prodit 

4.  l(^ .±^(£±6)  («  +  7)    .„_,,     ,        n(n  +  6)  (•«  +  7)  («  +  8)  {n  +  9)    ,„+5  ^5  ,      . 
^  1 . 2  •  3  •  4  ^      J3  i-  -  ^ ""ITiTis"; 4 ".^5  ^      -^  +  etc. 

Hinc  ergo,  si  sumamus  n  =  1,  erit 


1  ±  1/(1- 4^1?)  _    .    ,      ,,  ^    ,     4     .3„,   ,5-6 


6-7-8 


5  »4 


Est  vero 

1/(1  -  4^^)  =  1  -  2ÄB  -  2Ä'B'~4Ä'B'-2  •  5-4^  J?^-  etc.; 

quae  series  ab  unitate  subtracta  et  per  2J5  divisa  praebet  seriem  modo  in- 
ventam. 

SCHOLION 

17.  Series  autem  generalis,  quam  supra  elicuimus,  primum  ab  acutissimo 
Lamberto  ex  principiis  maxime  diversis  est  inventa,  quam  idcirco  Lamber- 
TiNAM  appellare  liceat,  propterea  quod  inter  egregia  huius  viri  inventa  merito 
est  referenda.  Methodus  autem,  qua  hie  usi  sumus,  ad  aequationes  multo 
generaliores  extendi  potest,  quando  scilicet  aequatio  proposita  quatuor  plu- 
resve  terminos  continet;  id  quod  pro  casu  quatuor  terminorum  ostendisse 
operae  erit  pretium. 
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PEOBLEMA  ÖENEEALIÜS 

18.  Si  proposita  fuerit  aequatio  dgebraica  Jiuius  formae 

invenire  seriem,  quae  valorem  potestatis  cuiuscumque  ipsim  Z,  puta  Z",  exprimat. 

SOLUTIO 
Multiplicetur  aequatio  proposita  per  Z",  ut  habeatur 

Z"  —  Z"-''  =  ^Z"-'*  +  GZ^-y, 

et  potestatem  quaesitam  Z"  ut  ante  tamquam  functiouem  ipsius  n  spectare 
licebit,  quae  per  partes  continuo  procedentes  ita  repraesentetur,  ut  sit 

Z^^f:n-^r:n  +  r:n-{-r:n  +  f"":n-\-  etc. 

Ubi,  cum  sumto  »==0  fleri  debeat  Z"=l,  sit  perpetuo  f:n  =  l;  tum  vero 
ut  reliquae  partes  casu  n  =  0  eTanescant,  siugulas  factorem  n  habere  necesse 
est.    Hinc  ergo  erit 

Z'^-''  =  r:{n-a)  +  f':(n~a)  +  r:{n-a)  + etc., 
Z''-'^=^r:(n-ß)  +  r:(n-ß)  +  r:(n~ß)  +  etc., 

^''~'-f-(^-r)+f-{n-r)  +  r:{n-r)  +  etc. 

lam  istae  series  loco  barum  potestatum  in  nostra  aequatione  substituantur, 
et  cum  partes  in  membro  sinistro  sponte  se  toUant,  reliquae  partes  sinistrae 
partibus  antecedentibus  in  dextro  membro  aequari  debebunt,  unde  sequentes 
aequationes  resultabunt: 

I  r   :n-f   -.{n-aj^Bf  ■.{n-ß)  +  cr  :{n-y)^B+C, 
n.  r  ■.n~f"  ■.{n-a)^Bf  :{n~ß)  +  Gf  :{n-y), 

l^-r:n~r:(n--a)  =  Br:(n-ß)+Cr:(n-r), 

ll.r:n~r":[n.-a)^Br:{n~ß)+Gr:{n-y) 

etc. 


67-68]    QÜIBÜS  AEQÜATIONÜM  ALGEBBAICAKÜM  RADIOES  EXPEIMI  POSSUNT      399 

19.  In  subsidium  iam  vocemus  lemmata  supra  allata,  ex  quibus  constat 
fore,  ut  sequitur: 

I.  Si  fuerit  (p:n  —  (p:(n  —  a)  =  k,  erit 

kn 
(p:n  =  — 

a 

II.  Si  fuerit  cp  :  n  —  (f  :  (n  —■  a)  ==  k{n  —  X),  erit 

in.  Si  fuerit  <p  :  n  —  (p  :  (n  ~  a)  ^  k{n  —  X){n  -}-  a  —  SX),  erit 
9  :  w  =  1^  (w  +  «  —  32)(n  4- 2a  —  3A). 

IV.  Si  fuerit  (p:n  —  (p:(n~a)=^k (-??,  —  X)(n-\-a  —  U)(n-i-2a  —  U),  erit 

(p  •  n  =-  —{n  +  a  ~  4cX)(n  -\-  2a  —  U)(n  -i-  3a  —  U). 

V.  Si  fuerit  (f:n—<f:{n—a)=^k(n—X)(n+a—5X)(n+2a—5X)(n+3a—5?i), 
erit 

'ß-^^^-^i^  +  <'-  5^)  (n  +  2a~  5X)(n  +  3a  -  5X)  (i*  +  4a  -  5A); 
et  ita  porro. 

20.  Herum  lemmatum  ope  ex  prima  aequatione,  ubi  pro  lemmate  primo 
est  Ä  ==  5  4-  (7,  elicimus 

f  :n== ; 

a  a 

hinc  igitur  pro  secunda  aequatione  erit 
et 


Summa     _  "^^(»^  -  ^)    .    2BCr  /         ß  j^  y\       CG  ,  . 
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quae  formula  quia  ex  tribus  constat  partibus,  singulas  cum-  lemmate  secundo 
conferri  oportet  ac  pro  prima  parte  erit  ^  =  ^  et  A  =  /9,  pro  secunda  parte 
est  Ä  =  --^  et  jl  =  ^±^,  pro  tertia  parte  est  ^^~  et  A  =  /,  unde  ex 
oranibus  simul  sumtis  colligitur 

21.    Progrediamur  iam   ad   aequationem  tertiam    ac    pro    eins    membro 
dextro  habebimus 

ftpn 

Cf":in-ry==~,(n-y)(n-^a-3r)  +  ^(n-r)(n  +  a-2ß-y) 


Summa    =^,in- ß)(n  +  a~Bß)  ^^^-(n  +  a-2ß -y)(n -^-l±^) 

quae  quia  quatuor  constat  partibus  cum  lemmate  tertio  conferendis,  pro  prima 
parte  erit  ^  =  ^  et  A  =  /?,  pro  secunda  parte  erit  Je  =  ^^  et  A  =  -■^, 
pro  tertia jero  parte  est  ä  =  ^^  et  A  =  ^+--?,  denique  pro  quarta  parte 
est  /*;  =  2^  et  A  = ;/,  quibus  observatis  functio  quaesita  f"  itidem  ex  quatuor 
partibus  constabit,  quae  sunt 

f"'n=  -^^nin  +  «  -  3/?)(w  +  2a  -  Bß) 

+    6^  n{n  +  a  —  2ß  —  Y){n  +  2a  —  2ß  —  y) 

3BCC 

+  ~6-^3-«(»  -hcc  —  ß  —  2y){n-{-2a  —  ß  —  2y) 

-^  ____^(^  -\-a~By)(n-}-2a  —  By). 
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22.   Tractemus  simili  modo  aequationem  quartam  atque  ex  valore  f"":n 
invento  habebimus 

Bf":{n-ß)  =  -^(n-ß){n-\-a-4.ß){n^2a~4.ß) 

+  ~6^  ^** "~ /^K^  +  «  —  3/?  —  r)  (w  +  2a  -  3/3  —  ;/) 
'^~6^(^  —  ^)(w  +  «  —  2/3  —  2y)(n  +  2a  -  2/3  —  2;') 
+  -Q^{^'  -ß)(n  +  cc  —  ß  —  By)(n  +  2a-ß  —  Sy), 
Gf" :  {n  —  Y)^  ^--^--  {%  - ;/)  (w  +  a  -  3/3  -  y)  {n  +  2a-Bß-  y) 

+  -ß-^  {n-y){n  +  a  —  2ß  —  2y){n  +  2a  —  2ß  —  2y) 
-\--~^^(n~y)(n  +  a-ß-3y)(n-\-2a-ß-8y) 
+  'YctT^^  —  y)(n  +  a  —  Ay)  (n-\-2a  —  Ay). 
His  iam  terminis  coUectis  valor  formulae 

Br:(n-ß)-\.Or:(n-y) 
constabit  sequentibus  quinque  partibus 

^^..  (n-ß)(n-{-a~  4/3)  (*^  +  2a  -  4/3) 


6  k 


+  -6  «3  -  r  ~      i)  ('^  +  «  -  3/3  -  y)  {n  +  2«  -  3/3  -  ;.) 

+  -^^—  [n  -  ^^-il-j  (w  +  a  -  2/3  —  2^) [n  +  2a-2ß-  2y) 

,     45C»  /         ß  +  Zv\  , 
-^  ^-^\n  -^—-I-)[n^  a-  ß  -By){n^2a-  ß  -By) 

+  "-ß-^s-  (**  —  /)  (w  +  a  —  4;-)  (w  +  2a  —  Ay). 

23.  Quoniam  igitur  functio  quaesita  f^:n  ex  quinque  partibus  compo- 
nitur,  singulas  cum  lemmate  quarto  comparari  oportebit  ac  pro  parte  prima 
erit  Ä  =  -^   et  l^ß,   pro  parte  secunda  est  k==^~f-   et  X  =  ^^  +  \    pro 

Leonhardi  Eulehi  Opera  omnia  le  Commentatioues  algebraicae  51 
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parte  tertia  h  =  ^f^  et  A  =  ^,  pro  parte  quarta  est  h  =  ^  et  A  =  ^-^?^, 


denique  pro  parte  qninta  erit  'k'-^—,  et  A  == ;/;   nnde  coUectis  omnibus  ter- 
minis  reperietur 

r-n  =  -—^n{n-^a-4.ß){n-^2a-Aß){n-\-ba-Aß) 

H-  \l^^{^  +  n~^ß  —  Y){n  +  2a  —  2,ß~y){n  +  Za  —  2,ß^Y) 
+  ""^4^  ** (*^  +  "*  ~  ^^  - '^^)  (^  +  ^«  -  2/5  -  2/)  (n  +  3a  -  2/3  -  2;/) 


24  Superfluum  foret  hos  calculos  ulterius  prosequi,  quandoquidem  ex 
allatis  iam  tuto  concludere  licet  sequentem  functionem  f"^ :  n  hunc  habituram 
esse  valorem 

J55 

r''^  =  -^^^n(n+a-5ß)(n+2a~-bß){n+Sa~5ß)(n  +  4.a--5ß) 

+  T2Ö"£?**^'^+'^~2'^~'^^)('^-+2'^~2'^~^^)(''*+^«-2/3-3;')(«+4a-2/3-3/) 

unde  formatio  omnium  sequentium  functionum  satis  dilucide  perspicitur. 

25.  Quodsi  iam  omnes  isti  valores,  quos  pro  functionibus  f:n,  f'-.n, 
f":n  etc.  elicuimus,  in  unam  summam  coUigantur  et  ob  f:n  =  l  unitas 
praefigatur,  obtinebitur  series  desiderata,  quae  scilicet  valorem  potestatis  Z" 
exprimit,  neque  ergo  opus  est  omnes  istas  functiones  bic  deniio  coUectas 
referre. 
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COEOLLABIÜM 

[25  a]/)  Hae  ergo  series  inflnitis  constant  terminis,  in  quibus'omnes  possi- 
biles  binarum  litterarum  5  et  C  combinationes  occurrunt.  Quin  etiam  pro 
combinatione  quacumque,  quae  sit  S^C,  in  genere  terminus  eam  involvens 
assignari  poterit.  Primo  enim  ista  forma  multiplicetur  per  numerum  omniüm 
combinationum;  qui  posito  brevitatis  gratia  h  -}-  c  =  i  si  indicetur  littera  N, 
erit,  uti  constat,  N=^  -^--±lii±:-:^±.^^-^  deinceps  si  ponamus  6/?  +  c^  =  6,  erit 
terminus  huic  formae  respondens 

■      iTsTsT-Tr««  w  (n  +  ß  —  Ö)  (w  +  2 a  —  6»)  (w.  +  3a  —  ö)  .  •  •  (w  +  (^  —  1)  ß  —  Ö). 

Veluti  si  forma  ^roposita  fuerit  B^C\  erit  «  =  5  Mncque  i\r  =  iiliUii!  =  lo, 
deinde  vero  erit  <9  =  3/?  +  2/  sicque  ipse  terminus  huius  formae  erit 

-j^^^n(n  +  a—Bß~2r){n-\-2a-Bß-2r)(n+3a-3ß—2y)(n+4.a-Sß~2y), 


prorsus  ut  supra  est  exhibitus. 


SCHOLION 


26.   Hinc  iam  abunde  patet,  si  aequatio  proposita  pluribus  adhuc  constet 
terminis  habeatque  hanc  formam 

i  — j5  =  ;gi*H-^y  +  ^s  +  ^,  +  etc., 

tum  ope  eiasdem  methodi  seriem  infinitam  investigari  posse,  quae  valorem 
potestatis  Z"  exprimat;  ista  enim  series  incipiens  ab  unitate  infinitos  involvet 
terminos  ex  omnibus  plane  combinationibus  litterarum  B,  C,  I),  E  etc.  for- 
matos.  Si  enim  in  genere  proponatur  haec  combinatio  B''C'D'^E%  statuatur 
primo  b  +  c  +  d  +  e  =  i  et  quaeratur  numerus  N,  ut  sit 


1  •  2  -  3  •  •  •  &  .  1  •  2  ■  3  •  •  ■  c""l .  2  ■  3  •  •  •  d^l  •  2  •  3  •  ■'■  e  ' 

sitque  brevitatis  gratia  1  •  2  •  3  •  4  •  •  •  i  =  I;  factor  prior  huius  termini  erit 

NB^C'jyi:' 


la' 


1)  In  editione  principe  paragrapM  Signum  deest.  P.  St. 

51* 
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praeterea  vero  adiungendi  sunt  factores  exponentem  n  involventes,  pro  quibus 
inveniendis  statuatur 

lß  +  cy-\-dd  +  eB  =  e, 

eruntque  isti  factores  numero  i  isti 

^ (^  +  oj  —  Ö)  (^  +  2c^  —  ö)  (^  +  3a  —  ö) .  • .  (^  +  (i  —  1)  a  —  ö), 
ita  ut  totus  terminus  sit 

— n{n+a  —  d){n  +  2a  —  d){n  +  ^a—d)'"{n-^{i~l)a~6\ 

Quamobrem  super  indole  omnium  harum  serierum  maxime  memorabiliuin, 
quas  olim  in  Tomo  XV.  Novorum  Commentariorum^)  fusius,  sed  deficiente 
demonstratione^)  descripsi,  nihil  amplius  desiderari  posse  videtur. 

1)  Vide  Oommentationem  406  huius  voluminis,  imprimis  p.  281.  P.  St. 

2)  Editio  princeps:  sufficiente  demö7%straUone.  Correxit  P.  St. 


DE  INNUMEEIS  GEJSTERIBUS  SEEIEEUM 

MAXIME  MEMOEABILIÜM 

QÜIBUS  OMNIUM  AEQUATIONÜM  ALGEBRAICAEÜM 

^ON  SOLUM  EABICES  IPSAE  SED  ETIAM 

QÜAECÜMQUE  EAEUM  POTESTATES 

EXPEIMI  POSSUNT^) 

Oonventui  exhibita  die  11.  Aprilis  1776 

Commentatio  632  indicis  Enestroemiani 

Nova  acta  academiae  scientiarum  Petropolitanae  4:  (1786),  1789,  p.  74—95 

Summarium  ibidem  p.  114—115 

SÜMMARIUM 

Nous  avons  dejä  fait  mention,  dans  le  precedent  extrait,  d'un  memoire^)  qua  notre 
illustre  Geometre  avoit  donne  dans  le  XV«  volnme  des  Nouveaux  Oommentaires,  sur  le 
meme  sujet  qu'il  traite  ici  et  dans  la  dissertation  precedente.  II  y  avoit  montre  qn'on  peut 
non  seulement  exprimer  la  racine,  mais  une  puissance  quelconqne  de  la  racine  d'une  equa- 
tion  algebriqne  quelconque  par  une  serie  infinie  assez  simple  et  d'un  loi  de  progression 
assez  evidente.  Ici  ü  va  plus  loin,  comme  on  va  voir  par  Texposition  suivante  du  contenu 
de  ce  memoire. 

Soit  l'equation  proposöe  dejä  reduite  ä  cette  forme 

l^~  +  -~j  +  —  +  etc., 


1)  Confer  hac  cum  dissertation e  Oommentationem  406  huius  voluminis  atque  alias  illas  com- 
mentationes  p.  263  laudatas.  P.  St. 

2)  C'est  le  memoire  406  de  ce  volume.  P.  St. 
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oü  les  exposans  a,  ß,  y  etc.  sont  des  nombres  quelconques  positifs  ou  negatifs,  entiers  ou 
rompus,  et  A,  B,  G  etc.  des  coefflciens  dones  de  tant  de  dimensions  que  Thomogeneite 
exige,  c'est  ä  dire  d  autant  que  les  exposans  a^  ß,  y  etc.  indiquent.  Et  il  est  d'abord  clair 
que  dans  la  serie  qui  doit  exprimer  la  puissance  W^^  de  la  racine  x,  le  premier  terme  sera 
J."  et  que  tous  les  autres  termes  seront  composes  des  autres  lettres  J5,  C,  D  etc.  taut  seules 
que  combinees  eutre  elles.  On  pourra  douc  les  ranger  en  differentes  classes.  La  premiere 
sera  formee  des  termes  qui  contiennent  les  lettres  B,  C,  D  etc.  simplement;  la  seconde  de 
ceux  qui  contienrient  les  quarres  de  ees  nombres  et  leurs  produits  de  deux  ä  deux;  la  troi- 
sieme  classe  renfermera  les  termes  oü  ces  lettres  seront  combinees  trois  ä  trois,  et  ainsi  de 
suite.  M.  EüLEE  avoit  deja  donne,  dans  le  memoire  cite  du  XV®  volume  des  Nouveaux 
Oommentaires,  des  regles  pour  la  formation  des  termes  de  chaque  classe,  qu'il  expose  aussi 
de  nouveau  dans  le  memoire  present,  mais  d  une  maniere  beaucoup  plus  generale  et  en 
meme  tems  plus  simple.  Mais  ce  qui  rend  ce  memoire  surtout  interessant,  c'est  que  son 
celebre  Auteur  y  a  reussi  a  demontrer  rigoureusement  ces  regles,  et  par  consequent  la 
verite  de  ses  series,  qui  dans  le  memoire  anterieur,  dont  nous  venons  de  parier,  avoient  le 
defaut  d'etre  non  seulement  fondees  sur  une  methode  extremement  indirecte,  mais  ä  laquelle 
l'induction  avoit  aussi  outre  cela  beaucoup  plus  de  part  qu'on  n'aime  i  lui  accorder  en 
pareilles  matieres. 


1.   Proposita  aequatione  qnacnmque  algebraica  ad  hanc   formam  reducta 

%x'  +  ^^:r^  +  ^x'  +  So;^  +  (S^^  +  etc.  =  0, 

ubi  exponentes  a,  b,  c,  b,  e  etc.  sint  numeri  quicumque,  sive  integri  sive  fräcti, 
sive  positiv!  sive  etiam  negativi,  in  Tomo  XV.  Novorum  Commentariorum 
ostendi^)  non  solum  huius  aequationis  radicem  x  sed  etiam  quamvis  pote- 
statem  (Kf  per  seriem  inflnitam  satis  concinnam,  cuius  omnes  termini  secun- 
dnm^  certam  legem  formentur,  pluribus  modis  exprimi  posse,  quae  eo  magis 
omni  attentione  atque  adeo  admiratione  dignae  videntur,  quod  earum  ratio 
propemodum  omnes  vires  Analyseos  superare  videtnr,  propterea  quod  istae 
series  non  solum  per  longas  ambages  sint  inventae,  sed  etiam  in  earum 
formatione  plurimum  inductioni  sit  tributum.  Quamobrem  plurimum  operae 
pretium  fore  videtur,  ut  omnes  operationes,  quibus  hae  series  formantur, 
dilucide   exponantur    et   omnia   momenta,    quibus    earum   formatio   innititur, 

1)  Yide  Oommentationem  406  huius  voluminis.  P.  St. 
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summo  studio  perpendantur.  Tum  enim  demum  sperare  licebit  in  veram  ori- 
ginem  istarum  serierum  penetrare  atque  omnia  mysteria,  quibus  earum  natura 
adhuc  involuta  deprehenditur,  ad  principia  cognita  revocare. 

2.  Prima  operatio,  qua  aequationem  quamcumque  propositam  ad  hunc 
scopum  praeparare  oportet,  in  hoc  consistit,  ut  tota  aequatio  per  quempiam 
suorum  terminorum  dividatur  hocque  modo  ipsa  aequatio  ad  huiusmodi  for- 
mam  reducatur 

quod  ergo  totidem  diversis  modis  fieri  poterit,  quot  terminis  ipsa  aequatio 
fuerit  composita;  ubi  iterum  est  monendum  exponentes  a,  /?,  y,  S,  s  etc. 
quoscumque  numeros  denotare  posse,  sive  positivos  sive  negativos,  sive  inte- 
gros  sive  fractos.  Quin  etiam  perinde  est,  quonam  ordine  isti  termini  dispo- 
nantur.  Tantum  hie  in  Hmine  notasse  iuvabit,  quoniam  ipsi  radici  x  una 
dimensio  tribuitur,  propter  homogeneitatem  omnium  terminorum  quantitatibus 
Ä,  B,  G  etc.  respective  tot  dimensiones  assignari  oportere,  quot  exponentes  «, 
/?,  ^  etc.  indicant.  Ita  littera  Ä  censenda  est  habere  a  dimensiones;  numerus 
vero  dimensionum  litterae  B  est  ß,  at  litterae  C  ^  y  ^^^-^  ^^  ^^^^^  '^^^^  probe 
est  observandum,  quod  in  serie,  quae  valorem  radicis  x  referat,  omnes  eins 
termini  imicam  dimensionem  constituere  debent.  In  seriebus  autem,  quae  ra- 
dicis X  potestatem  quamcumque  x''  exprimunt,  eyidens  est  in  singulis  terminis 
htteras  A,  B,  C,  I)  etc.  n  dimensiones  complere  debere. 

3.  His  expositis  pro  quacumque  radicis  potestate  o(i'  tot  diversae  series 
infinitae  exhiberi  possunt,  quot  litterae  Ä,  B,  G,  I)  etc.  in  aequatione  repe- 
riuntur,  propterea  quod  primus  seriei  cuiusque  terminus  ex  quovis  membro 
iUius  aequationis  formari  potest,  quasi  reliqui  non  adessent.    Ita  ex  membro 

0;'"=- J.  sequitur  x=^Ä''  et  x^'^A";   ex  membro  autem  secundo   ~-^  =  l  pro- 


x^ 


n 


diret  x''=-B^]    similique  modo  ex  tertio  membro   prodiret  x'' ^  G^  ]    et   ita 
porro.     Yocemus   igitur   illud   aequationis   membrum,    ex   quo  primum  seriei 

terminum  constituere  hbet,  aequationis  membrum  principale,  pro  quo  in  po- 

A 
sterum  assumamus  perpetuo  membrum  primo  loco  positum  ~,   ita  ut  ini- 

n  X 

tium  seriei  investigandae  sit  x''==^A'\ 
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4.  Constituto  igitur  pmo  termino  seriei,  quae  valorem  ipsiue  a;«  expri- 
mat,  qui  ergo  est  a;»  =  >,  manifestum  est  omnes  terminos  sequentes  ex  re- 
liquis  litteris  B,  C,  B,  E  etc.  tarn  singulis  quam  utcumque  myicem  combi- 
nat:s  forman  debere,  unde  pro  reliquis  terminis  infinites  ordines  constitui 
convemet,  quorum  primus  contineat  singulas  litteras  B,  G,  B  etc  solitarias 
secundus  ordo  omnia   producta  ex   binis  harum  litterarum,    quae   ergo   sunt 

«r^TT^^'^'^  ^ '  ^'  ^'  '*'•'  ^'^^  ^^^°  ^'''^^'^  «^  binis  diTersis 
f  '  ^,:J^  '*'•'  *'^*^"^  ^«^'0  o^-io  complectetur  omnia  producta  ex  tribus 
harum  litterarum,  sive  iisdem  sive  diversis,  quae  ergo  erunt  B'    C    7)»  p+p 
BBCBBB,  BOG  BBB,  BGB  etc.;  quartus  vero  ordo  conti^ebi't  praL:; 
potestates  quartas  harum  litterarum  omnia  producta  ex  quatemis  earum  inter 
se  conmnctis.^_Ex  quo  intelligitur  ordinem  qmntum  involvere  omnia  producta 
ex  qumis    ordmem  sextum  ex  senis,  et  ita  porro  in  infinitum.      Hinc  totum 
negotmm  huc  redit,  quomodo  omnes  terminos  cuiusque  ordinis  formari  opor- 
teat    ut  Omnibus  in  unam  summam  collectis  et  ad  primum  A^  additis  pro- 
deat  series  infinita   verum  valorem  potestatis  x^  exprimens,   quamobrem  pro 
quolibet  ordme  regulas   singulos  terminos  formandi  exponamus,  quemadmo- 
dum  m  dissertatione  initio  commemorata  sunt  traditae. 

PßIMA  EEGULA  PßO  POEMANDIS  TERMINIS  PEIMI  OEDIOTS 

5.  Hinc  ante  omnia  patet  cum  qualibet  litterarum  B,  G,  B  E  etc 
eiusmodi  potestatem  ipsius  Ä  coniungi  debere,  ut  dimensionum  numerus  pro- 
deat  ==^.  Qiaomam  igitur  littera  B  censetur  habere  ß  dimensiones,  litterae 
vero  ^numerus  dimensionum  est  a,  si  pro  B  statuatur  ista  potestas  A  tum 
producti    AB    numerus    dimensionum     erit     Xa  +  ß  ^  n,     unde    coUigitur 

^  =  —'^'1^^  '^  1^**^1-^  ^  ^ascitur  A  "-B.     Similique  modo  ex  littera  G 
orietur  A  ^  C.     Tum  vero  ex  littera  B  orietur  i^"  D  et  ita  porro.    Prae- 
terea^vero  his  smgulis    productis    praefigi   oportet  communem  multiplicato- 
lem  -;  quamobrem  termini  seriei  quaesitae  ex  singulis  litteris  B,  C,  B  E  etc 
ormndi  ita  se  habebunt 


^   r^-r.   ,    n     -'  "-' 


-A  «  B  +  ^A^-G  +  ±A-^B  +  ^A~^E^  etc. 
sicque  habentur  omnes  termini  primi  ordmis  pro  serie,  quam  investigamus. 
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SECUNDA  REGULA  PEO  FOBMANDIS  TERMINIS  SECUNDI  OEDINIS 

6.  Quoniara  Mc  occurrunt  termini  diiplicis  formae;  scilicet  vel  ipsa  qua- 
drata  B\  G\  D^'etc.  vel  producta  ex  binis  diversis  BG,  BD,  BE,  OB  eta, 
multiplicatores  cuique  formae  iungendos  seorsim  evolvamns.  Ac  primo  qui- 
dem  pro  forma  B^,   quae  habet  2ß  dimensiones,   iungi  debet  haec  potestas 

Ä  ""  ;    deinde  vero  ex  iis,    quae  in  dissertatione  iam  allegata  demonstravi, 
patet  insuper  adiungi  debere  multiplicatorem  ex  duobus  factoribus  constantem 

n    ^  +  ci  —  2j3 

unde   termini   seriei   quaesitae,    qui    ex    quadratis    B^,    G^,  D*^  etc.   oriuntur, 
erunt  sequentes: 


Ex  forma 

Tiascitnr  terminus 

BB 

n 

2oj 

GG 

n 
a 

n  +  a-2y^   «     CG, 

BB 

n 
a 

EE 

a 

n  +  a-^B^   «    EE 

etc. 

etc. 

7.  Pro  formis  autem  binas  litteras  diversas  involventibus  sufficiet  con- 
siderasse  formam  BG,  quae  primo  recipit  coefficientem  numericum  numero 
permutationum  barum  litterarum  respondentem,  qui  est  2,  ut  hinc  habeatur 
2J5(7.     Deinde  quia  numerus  dimensionum  est  ß-^Y^  potestas  ipsius  A  iun- 


ii—ß~y 


genda  erit  J[     ""    ;  ac  denique  multiplicator  insuper  adiiciendus  erit 


cc  2a 


Eis  igitur  coniunctis  ex  singulis  nostris  formis  huius  ordinis  orientur  sequentes 
termini  pro  serie  quaesita: 

Leonharüi  Eüleri  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae  52 
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[79-80 


Ex  forma 
BG 

BD 

BE 

CD 

CE 

BE 

etc. 


nascitur  terminus 

n — (i  —  y 

a  2a 


BG, 


jr    n  +  a  —  ß'—d 
a  2a 


JL  ""     BB, 

2.^.--:^±ZlA~^BE, 
a  2cc  ' 

2.-±.'t±lz:l-A2"^GB, 


2a 


n    n+a—y — s 
a  2a 


li  y 5 


A     "     CE, 

2.-lJl±^i:l^/"^BE 
etc. 


TERTIA  EEGULA  PRO  FOEMANDIS  TEEMINIS  TERTH  OEDINIS 

8.   In  hoc  ordine  primo  occurrit  B\  cuius  index  naturalis  ex  permuta- 
tione  ortus  est  =1;    deinde  potestas  ipsius  A,  quia  dimensionum  numerus 

ipsius  B'  est  3ß,  erit  Ä~^.     At  vero  multiplicator  insuper  adiungendus  nunc 
constabit  ex  tribus  factoribus  eritque 

n^    n  +  a~-3ß    n+2a—3ß 
oc  '  2a~        '      ^^ä  ' 

quibus  coniunctis  termini  ex  singulis  cubis  oriundi  se  habebunt  sequenti  modo: 
Ex  forma  nascitur  terminus 

B'  ^  _n  +  cc-~~Sß    n+2jx  —  dß     ^^^=^ 


a  2a 


3a 


Ä   "   B\ 


B' 

etc. 


±    ^^  +  (^-Sy    n  +  2a-~3y  .^^. 


—  .Ü+^"~^*    >^  +  2ci  — 3^  / 


-3c5 


2a 


3a 


Ä   "    D^ 


etc. 
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9.   Secuiida  forma  in  hoc  ordine  occurrens  est  BBC,  cui  convenit  index 
naturalis   =  3,    et  quia  numerus  dimensionum  est  2ß  +  y,  potestas  ipsius  Ä 

iungenda  erit  Ä     ""     ;  tum  vero  multiplicator  insuper  adiiciendus  erit 
unde  pro  singulis  formis  formabuntur  sequentes  termini: 


Ex  forma 
BBC 

BCG 

BBB 

BBB 

etc. 


nascitur  terminus 

3  .  Ji  .  ^  +  c^~2j3  — y    n  +  ^a  —  ^ß  —  y  ^      "^""bB G 
'       cc  2a  Sa 

e{,J!     n  +  a'-ß  —  2yn  +  2a  —  ß—2yj      ä      ß(jQ 
a  2a  Sa  ' 

^     n     n  +  a'-2ß—S    ^  +  2ci~  2j3--~a    .       ^T^j^j^j^ 

^     n_    n  +  a--ß--2d    n  +  2a  —  ß'-2d    .      -^      ^ j. j. 
o;  2  ctf  Sa 

etc. 


In   hoc   ordine   superest   terminus   BGB    ternas    litteras   dispares   involvens, 
cuius  index  numericus  ex  permutatione  natus  est  6,  et  quia  numerus  dimen- 

n — ß — y—ö 

sionum  hie  est  ß  -{-y  +  d,  potestas  ipsius  Ä  iungenda  erit  A      ""      ;  at  vero 
multiplicator  insuper  iungendus  erit 

n     n-^  a  —  ß  —  y—S    n+2a  —  ß  —  y—d 

V*  2  a  '  Sa  ~ '' 


unde  ex  forma  BGB  nascitur  iste  terminus  pro  serie  quaesita 

n — ß — y  —  6' 

n     n  +  a  —  ß  —  y  —  d     n  +  2a  —  ß  —  y  —  o     . ä 

a  2ci  So; 


BGB; 


unde  facile  patet^  quomodo  termini  ex  reliquis  formis  huius  naturae  BCJE, 
CD  JE  etc.  sint  formandi,  quos  superfluum  foret  hie  seorsim  apponere,  quan- 
doquidem  omnes  has  litteras  inter  se  permutare  licet,  quamobrem  etiam  in 
sequentibus  unicam  formam  ex  quolibet  ordine  evolvisse  sufficiet. 


52'^ 
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QUAETA  REGULA  PRO  FOEMANDIS  TERMINIS  QUARTI  ORDINIS 

10.    Ex  hactenus  allatis  facile  intelligitur,  quomodo  pro  singulis  formis, 
quae  in  hoc  ordine  occurrunt,  termini  inde  resultantes  formari  debeant. 


I.   Ex  forma  £^  nascitiar  iste  terminus 


II.  Ex  forma  B^G  nascitur  terminus 

4-  "  _n  +  a-Zß-'y    n+^a~Zß-j     n±Ba-äß-y   r^~^-^,^ 
«  Sk  3ß  4^  ~^  -^  t'- 

III.  Ex  forma  B^G^  nascitur  terminus 

n_    n  +  a-2ß~.2y    n  +  2a-2ß-2y    n+3a-28~2v     ^^=Mr£z 

a  2cc  3ß  ^a ^  ^  ^• 

IV.  Ex  forma  B^CD  nascitur  terminus 


^^    n    n  +  a-2ß-y-8    n  +  2a~2ß-y-S    n  +  3a~2ß-y-$     ^^=^ 


n  —  i/i—Y-ä 


V.   Ex  forma  BGBE  nascitur  terminus 


^4.  ^    n+a-ß-y-d-E  n+2a-ß-y-d-E  n+3a~-ß-y-o-s 


QUINTA  EEGULA  PEO  FOEMANDIS  TEEMINIS  QÜINTI  OEDINIS 

11.   In  hoc  ordine  sequentes  occurrunt  casus  seorsim  evolvendi: 
I.  Ex  forma  B''  nascitur  terminus 

II   Ex  forma  B'C  posito  brevitatis  gratia  4ß  +  y  =  d  nascitur  terminus 

^     n    n  +  a-S   n ±^(^-_6   n  +  3a~-d   n  +  icc  —  d    ~ 

a'        2a        '         Sa         '         Aa  5^        Ä  ""  B^Q, 

IIL    Ex  forma  B'C'  posito  brevitatis  gratia  ^ßJ^2y^d  nascitur  terminus 

in    *^    n+a-d    n+^a  —  e    n+Za-e    n  +  la-O    -- 

cc  2a  da  4a  ^a  ^  O  . 
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lY.    Ex   forma  B^CB   posito  brevitatis  gratia  3/?  +  /  +  ^  =  ^  nascitur 
terminus 

^^    n    n  +  a—d   n  +  ^a  —  O    n  +  ^a  —  d    n  +  Aa  —  d   r~^-r.Qpjy 
a  2a  See  4c  a  Sa 

V.  Ex  forma  B^C^B  posito  brevitatis  gratia  2/9  +  2;/ +  (^  =  0  nascitur 
terminus 

n—e 
tyr.    n    n  +  a—d    ^4-2«~ö    n+Sa  —  d    n  +  4:a—0.~~~^j^2r(2T\ 

a  2  a  Sa  4t  a  oa 

VI.  Ex    forma    B^CBE    posito    brevitatis    gratia    2j5  +  ;^^  +  ^  +  e  =  ö 
nascitur  terminus 

^^    n    n  +  a  —  d    n  +  2a-d    n  +  Sa  —  d    n  ■{- 4:a'— 6  ^"~^j^2m~\-T? 

()0 r -~~-r ™---^.-^  . -_.~^ A        J3    (jJJHj. 

a  2a  Za  Aa  oa 

YIL  Ex  forma  B GBEF  posito  brevitatis  gratia  /?  +  ;/  +  (y  +  ß  +  ?=ö 
nascitur  terminus 

120  .  ^  .  ^  +  <^  — ^    n-i-2a  —  e    n-^Sa  —  O  ^  n  +  Aa-^O  j^~^ß  CBJEF 
a  2a  Za  4ca  ha 

Eine  iam  lex  progressionis  ita  manifesto  perspicitur,  ut  superfluum  foret  ul- 
teriores  ordines  evolvere. 


KEGULA  GENEEALIS  PRO  TEEMINIS  FOEMAE  B'  INVENIENDIS 

12.  Quoniam  igitur  hie  terminus  ad  ordinem  i  pertinet,  per  se  patet 
eins  exponentem  %  necessario  esse  debere  numerum  integrum  positivum,  dum 
reliqui  exponentes  a,  ß^  y,  d  etc.  omnes  plane  numeros  tam  positives  quam 
negatives,  sive  integres  sive  fractos,  admittant.  Deinde  quia  hie  terminus  est 
Simplex  potestas,  eins  index  numericus  erit  =1.  Porro  quia  litterae  B  tri- 
buuntur  ß   dimensiones,   hie   numerus  dimensionum   erit  iß  =  6  hincque  po- 

n—e 

testas  ipsius  Ä  iungenda  erit  Ä  "  .     Denique   multiplicator   ab   exponente   n 
pendens  continebit  i  factores,  qui  sunt 

n     n+a  —  d    n+2a—d         n  +  (J^  —  l)a  —  6 
a  2a  3a  ia 


414  DE  INNUMERIS  aENEEIBUS  SEEIERUM  [83—84 

His  ergo  coniunctis  terminus  ex  forma  B^  oriundus  erit 

1.."  .w  +  «-6>   w+2«-6)    M  +  3«-6>        n  +  {i-l)K-e  f'^-pj 
a'       2«        ■         3«         ■         4a         ■"  ia  ' 

quae   formula   facile   ad    terminos    formae    vel   C    vel  D*    vel  ^'"    vel    etc. 
transfertur. 

EEÖULA  GENERALIS  PEO  TERMINIS  FOEMAE  B'  C"  INVENIENDIS 

13.  Hie  ut  ante  sponte  intelligitur  exponentes  &  et  c  nonnisi  numeros 
integres  positivos  designare  posse,  unde  iste  terminus  pertinebit  ad  ordinem 
&  +  c.  Ponamus  autem  &  +  c  =  «.  Primo  igitur  huius  terminx  index  nume- 
ricus  definiri  debet,  quem  indicemus  littera  N,  et  ex  theoria  permutationum 
constat  fore 


l-2-3---6.1.2-3---c' 


Deinde,  quia  litterae  B  dimensiones  ß,  litterae  vero  C  dimensiones  y  tribu- 
untur,    numerus   dmiensionum   erit   bß  +  cy  =  d   Mncque   potestas   ipsius   Ä 

adiungenda  erit  Ä  "  .     Tertio  vero  multiplicator  ab  exponente  n  pendens  erit 
ut  ante 

n    n  +  a  —  d    n  +  2a  —  e        n+{i~l)tt—d 
«  2  CS  3«         "*  iä  ' 

nisi  quod  hie  ipsi  d  debitus  valor  est  assignandus,  quamobrem  his  eoniunctis 
reperietur  terminus  ex  forma  proposita  B'C  oriundus  iste 


^j    n    n  +  u-9    n  +  2a-d    n  +  Ba-6         n  +  (i-l)a-e  /y"^,^. 
ß  2«  3«         ■         4«         ■■■'         1^^      "       ^      ^  ^'■ 


REGULA  GENERALIS  PRO  TERMINIS  FORMAE  B'G'ir  FORMANDIS 

14  Ponatur  hie  index  ordinis,  ad  quem  haec  forma  est  referenda, 
&  +  c  +  c?  =  «;  numerus  vero  dimensionum  in  hoc  termino  contentarum  sta- 
tuatur  ut  hactenus  hß  +  cy  +  d&^d,  unde  tarn  potestas  ipsius  A  quam 
multiplicator  definientur  ut  ante;  quare  cum  index  numericus  sit 

/\r_  1-2-3.4---? 
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bis  coniungendis  terminus  formae  propositae  respondens  erit 

77  —  0 

-^    n     n  +  a  —  d    n  +  2a—6    n  +  Sa—6         n  +  (i—l)a~~6    r~^ ^^^ ^^  -^^ 
a  2«  3g:  ^a  ia 


FOBMATIO  SEKIEI  VALOEEM  IPSIUS  x^  EXPEIMENTIS 

15.  Postquam  secundam  praecepta  exposita  oxnnes  termini  cuiusque  or- 
dinis  in  infinitum  fuerint  inventi,  nil  aliud  opus  est,  nisi  ut  omnes  isti  ter- 
mini in  unam  summam  coUigantur,  quae  ad  primu^n  terminum  addita  prae- 
bebit  valorem  potestatis  x"".  Hinc  ergo,  si  summa  oinnium  terminormn  primi 
ordinis  ponatur  =  St,  secundi  ordinis  =  33,  tertii  ordinis  =  ®  etc.,  erit 

n 

a;"  =  ^'^+3t  +  S3  +  6;  +  S)+  etc. 
hicque  valor  propterea  satisfaciet  aequationi  propositae 

A    ,    B    ^    ö    ^   B    .     , 

l  =  ^  +  5^  +  ^  +  ^+"*'^-' 

quae  cum  babere  queat  plures  radices  seu  valores  ipsius  x,  hie  in  genere  vix 
definire  licet,  quemnam  valorem  expressio  inventa  sit  exbibitura;  plerumque 
quidem  omnium  radicum  maxima  quandoque  etiam  minima  bic  locum  babere 
deprebenditur. 

16.  Si  praeter  terminum  principalem  ^  aequatio  unicum  contineat  ter- 
minum -~^,  in  Omnibus  ordinibiis  unicus  tantum  babebitur  terminus,  unde  pro 
boc  casu  series  inventa  se  ita  babebit: 

n  n  —  ß  w  —  2  ß 

a  a  2a 

a  2a  3a 

n—'iß 

n     n-\-a  —  4=ß    n-\-2a—"iß    n -\- Z  a —- 4:  ß    r~^  j.^ 
a  2c^  3a  Aa 

n  —  Jjß 

n    n  +  a  —  6ß    n  +  2a  —  5ß    >?  + 3«  — 5/3    n  +  4cc--5jS    .-""^^s 
a  2(x  3a  4a  6a 

etc. 
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Quae  ergo  series  convenit  aequationi 

ita  ut  radix  potestatis  n  ex  hac  serie  extracta  exhibeat  quampiam  radicem 
istius  aequationis;  et  quoniam  pro  n  numermn  quemcumque,  sive  positivum 
sive  negativum,  sive  integrum  sive  fractum,  accipere  licet,  Mnc  innumerabiles 
diversae  formae  pro  eadem  aequationis  radice  x  exhiberi  possunt. 

17.  Sin  autem  aequatio  praeter  terminum  principalem  4-  duos  pluresve 
complectatur  terminos,  tum  etiam  in  serie  inventa  numerus  terminorum 
cuiusque  ordinis  continuo  magis  augebitur.  SciHcet  si  numerus  litterarum 
B,  G,  I)  etc.  fuerit  =  h,  qui  ergo  numerum  terminorum  in  primo  ordine 
contentorum  indicabit,  tum  numerus  terminorum  secundi  ordinis  erit  ^i^^ii)^ 
tertii  vero  ordinis  ^^^+')9+^\  q^^rti  ordinis  ^  ^JM^C^^+^K^+j)  ^^que 
adeo  in  genere  numerus  terminorum  ordinis  i  erit 

l-2.3.-.i 

18.  Quoniam  igitur  in  enumeratione  terminorum  cuiusque  ordinis  probe 
cavendum  est,  ne  uUa  forma  praetermittatur,  hoc  obtinebitur,  si  generatim 
pro  ordine  i  evolvatur  ista  potestas  {B -{-  C -{- B-\-  E-\- ^ic)';  tum  enim  non 
solum  omnes  formae  ad  hunc  ordinem  pertinentes  prodibunt,  sed  etiam  quae- 
libet  forma  iam  adiunctum  habebit  suum  indicem  numericum,  qui  ipsi  iuxta 
regulam  permutationum  convenit  et  quem  supra  designavimus  littera  N,  ita 
ut  non  opus  sit  eum  seorsim  investigare. 

PßAEPAEATIO  AD  DEMONSTRATIONEM  SEKIERUM  INVENTAßUM 

19.  Quamquam  istas  series  iam  in  Tomo  XY.  Novorum  Commentariorum 
exhibui,  tamen  iam  observavi  eas  methodo  maxime  indirecta  ac  per  plures 
ambages  esse  inventas,  praeterquam  quod  plerumque  etiam  soli  inductioni 
innituntur,  quamobrem  ob  summam  dignitatem  harum  serierum  maxime  est 
optandum,  ut  earum  veritas  per  demonstrationem  solidam  extra  omne  du- 
bium  coUocetur;  imprimis  autem  desideratur  methodus  directa,  qua  ad  easdem 
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series  per  operationes  iam  usu  receptas  pervenire  liceat.  Quoniam  autem 
posteriori  requisito  nondum  satisfacere  valui,  saltem  veritatem  harum  serie- 
rum,  quam  firma  demonstratione  corroborare  mihi  licuit,  Mc  sum  expositurus. 

20.  Docebo  igitur   series,    quarum   constructionem   hie  tradidi,    apprime 
satisfacere  ipsi  aequationi  propositae 

^       x-^  x^  ^xr  ^x^  +®^^*^ 
qiiae  per  x^  multiplicata  induit  hanc  formam 

x""  =  Äx''^''  +  Bx""^^  +  Cx""-^  +  Dx"~^'  +  etc. 

Quamobrem  ostendi  oportet  seriem,  quam  supra  pro  exprimenda  potestate  x"" 
invenire  docui,  revera  aequalem  esse  summae  serierum,  quae  secundum  ean- 
dem  legem  pro  potestatibus  x""'"",  x"""^,  x"""^,  x'''^^  etc.  formantur,  si  scihcet 
respective  per  litteras  Ä,  B,  G,  D  etc.  multiplicentur.  Evidens  autem  est  has 
posteriores  series  ex  uostra  serie  generali  erui  posse,  si  loco  exponentis  n 
successive  scribantur  numeri  n  —  a,  n  —  ß,  n  —  y,  n  —  d  etc.  Hoc  autem 
sequenti  modo  pro  qualibet  terminorum  forma  ostendere  licebit,  ubi  quidem 
sufficiet  veritatem  ternarum  postremarum  regularum  generalium  demonstrasse. 

DEMONSTKATIO  PKIMAE  EEGULAE  GENERALIS 
PRO  TERMINIS  PORMAB  B' 

21.  Supra  vidimus  terminum  ex  hac  forma  oriundum  pro  potestate  x''  esse 

1     11.    ^  +  ^"-^    n  +  ^a  —  d    >^+3a  —  ö         >^  +  (^*~~l)a  — ö    .—^     . 
a  2a  da  Aa  ta 

existente  6  =  iß,  qui  ergo  aequalis  esse  debet  terminis  eiusdem  formae,  qui 
ex  membris  aequationis  primo  et  secundo  Äx'""''  +  Bx"""^  oriuntur,  quando- 
quidem  in  reliquis  membris  nulli  termini  formae  B*  locum  inveniunt,  propterea 
quod  herum  membrorum  termini  omnes  vel  litteram  0  vel  D  vel  B  vel  etc. 
necessario  involvunt.  Ex  primi  igitur  membri  potestate  x""""  sumi  debet 
terminus  formae  B\  quippe  qui  ductus  in  Ä  naturam  non  mutat;  at  vero  ex 
secundi  membri  potestate  x'''^^  tantum  capi  debet  terminus  formae  B^^\ 
quippe  qui  per  B  multiplicatus  praebet  formam  propositam  B\  Scque  hos 
binos  terminos  iunctos  aequales  fieri  oportet  ipsi  termino  proposito. 
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22.  Quaeramus  igitur  primo  terminum  formae  B'  in  potestate  o?''""^  occur- 
rentem,  quem  ergo  ex  ipsa  formula  proposita  deducemus  loco  n  scribendo 
n  —  a,  qui  idcirco  erit 

n-^a    n—d    n  +  a  —  d    n  +  2a--d        n  +  {i—2)a'~-e  a'^T^-t.j 

existente  6=^  iß,  Deinde  yero  terminns  formae  J5*~^  potestati  x""^  [respon- 
dens]  ex  ipsa  formula  proposita  eruetur,  si  primo  loco  i  scribatur  i  —  l\  porro 
loco  6  nunc  scribi  debet  6  —  ß,  tertio  vero  loco  n  scribendum  est  n  —  ß,  quo 
facto  terminus  resultans  erit 

n—ß  ^  n  +  cc—e   n  +  2a—e        n  +  (i  —  2)a  —  d  riTm^ i 

Quamobrem  nunc  priorem  terminum  ducamus  in  Aj  posteriorem  vero  in  B, 
et  quia  ambo  hi  termini  communem  habebunt  factorem 

eorum  summa  erit 


^(^=^^4?^+»-/») 


%a 


ob  iß  =  6,     Quamobrem  restituto  pro  J  valore  assumto  et  factoribus  in  de- 
bitum  ordinem  dispositis  summa  istorum  terminorum  erit 


<^  +  ^-g)0^  +  2a^6l)(7^  +  3<^-g)-•(n  +  (^-2)c^--e)(^  +  (i>--l)a--g)    flTj^t 


qui  est  ipse  terminus  potestati  x""  respondens,   ideoque  buius  regulae  veritas 
est  demonstrata. 


DEMONSTEATIO  SECUNDAE  EEÖULAE  GENERALIS 
PEO  TEEMINIS  FOEMAE^^O'' 

23.   Postquam  hie  posuimus  6  +  c  =  i  et  &/3  +  c/  ==  ö,  tum  vero 

jy^       1-2. 3-. -i 

1.2.^.6.1.2..^c' 
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ipse  terminus  huius  formae  in  potestatem  x""  Ingrediens  inventus  est 

a  2cc  da  ia 

Hanc  igitur  expressionem  aggregatum  esse  demonstrandum  est  1^  ex  termino 
formae  JB^C  potestati  x''"''  respondente,  ducto  in  Ä;  2^  ex  termino  formae 
ß^-iQo  potestati  x""'^^  respondente,  ducto  in  B;  3^  ex  termino  formae 
ß>^(jo~x  potestati  x'"'^  respondente,  ducto  in  C.  Evidens  enim  est  in  reliquis 
membris,  quae  per  D,  E,  F  etc.  multiplicata  sunt,  formam  propositam 
occurrere  non  posse,  quandoquidem  aequatio,   cui  satisfieri  oportet,   est  haec 

x""  =  ^o;*^-«  -f  Bx""-^  +  OoJ^-^''  +  Do?"™'^  +  etc- 

24.  Pro  inveniendo  autem  termino  formae  B^G'  in  potestate  x'"'''  occur- 
rente  perspicuum  est  in  ipsa  formula  proposita  tantum  loco  n  scribi  debere 
n~  a,  litteras  autem  i,  6  et  N  eosdem  valores  retinere,  unde  iste  terminus 
potestati  x'"'''  conveniens  erit 

a         2a  Za  4ccc  ia 

Deinde  terminus  formae  B^^'HJ'  in  potestate  af'^"'^  occurrens  derivabitur  ex 
ipsa  formula  proposita,  si  primo  loco  n  scribatur  n  —  ß;  tum  vero  loco  i  hie 
scribi  debet  fe— l  +  c==i— 1;  deinde  loco  d  scribi  debet  {b'-l)ß'\-cy=-6~-ß; 
denique  pro  indice  N  scribendum  erit 

1 .  2  .  3  . . .  (i  -  1) 


sicque  loco  N  scribi  oportebit  N-j,  unde  ipse  iste  terminus  erit 

TT      &      ^,^^^^4-,,--^    n  +  2cc-ß         n+(i^2)a^d    .^    ,_^ 
i      ^       a  2  a  ~~Za       ~"7T^1>         ^       ^       ^* 

Denique  terminus  B^C'"^   in  potestate  x''-^    occurrens    derivabitur    ex    ipsa 
formula  proposita,   si  primo  loco   n   scribatur  n  —  y;    tum    vero    loco    i    hie 
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scribi  debet  &  +  (?  —  !  =  ^*  —  l;  tertio  loco  6  scribi  debet  &/3-f  (c  — l);^==ö  — ;/; 
denique  pro  indice  N  scribendnm  erit 


1.2.3..«6.1.2.3.-.(c-~l) 

sicque  pro  N  scribi  oportebit  -2V-4-    unde  ipse  iste  terminns  erit 

IIL    ^-J\r  n-r  ^n  +  a-e    n  +  2a-d        n  +  {i^2)a-d  J~^,^,^^ 
i  a  2a  da  (i—l)a 

Quodsi  ergo  harum  formularum.  prima  ducatur  in  Ä,  secunda  in  B  et  tertia 
in  Cy  ostendendum  est  earum  summam  ipsi  formulae  propositae  fore 
aequalem. 

25.   Tum  autem  evidens  est  postremos  factores  litterales  inter  se  prodi- 

n  — 0 

turos  esse  aequales,  scilicet  Ä  ""  B^C;  priores  autem  factores  hunc  commu- 
nem  habent  factorem 

N{n  +  a  —  e)(n  +  2a-e)-"(n  +  ii'-2)a~-d)  . 
a-2a-  ^a*4:a"'(i—l)a  ' 

qui  si  designetur  per  J,  summa  harum  trium  formularum  erit 

\  7/  a  1  %       / 

quae  expressio  facta  evolutione  abit  in  haue 

-T—  [nn  —  an  —  ö^  +  abn  +  acn  +  ad  —  ahß  —  acy). 
Cum  autem  sit  iß  +  cy=^  6  et  &  +  c  =  i,  ista  forma  reducetur  ad  hanc 

-7—(nn  —  an  —  6n  -{-  ain)  =  -r—n(n  +  (i  —  l)cc  —  6), 
quamobrem  istud  aggregatum  reperietur  hoc  modo  expressum 

^ .  £  .  ^+^-^  .  n  +  2a-e  ^  ^  ^  n  +  (:i-l)u^9  J^-ß,  (je. 
a  2a  da  ia  ' 

quae  cum  congruat  cum  ipsa  forma  proposita,  declarat  veritatem  nostrae 
regulae. 
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DEMONSTRATIO  TEETIAB  REGÜLAE  GENERALIS 
PRO  TEEMINIS  FORMAE  B'C'D^ 

26.  Posuimns  Mc  primo   h  +  c  +  d^i,    secundo    &/3  +  c/  +  ^(J'  =  ö    et 
tertio 

hincque  terminum  istius  formae  pro  potestate  x""  invenimus 

"~ä'.        ¥öc~     '         Sa  ia 

Nunc  igitur  demonstrandum  est  hanc  formulam  compositam  esse  ex  quatuor 
sequentibus  partibus:  1^  ex  termino  formae  eiusdem  B^CB^  potestati  x"""^ 
respondente,  ducto  in  A]  2^  ex  termino  formae  B^-'^G'B^  potestati  x""-^ 
respondente,  dacto  in  J5;  3^  ex  termino  formae  B'^G'-^B^  pro  potestate 
x^^^'^y  ducto  in  G;  4^  ex  termino  formae  B^G'B^^^  pro  potestate  0?^"^ 
ducto  in  D. 

27.  Prima  igitur  pars  formabitur   ex  nostra  formula  generali,   si  modo 
loco  n  scribatur  n  —  a,  unde  facta  multiplicatione  per  A  ista  pars  erit 


tt  — 6 


/  •  N  n  71'— V 

T     AT  ^"^^   n  —  d    n  +  cc  —  d  ^  ^  ^  n  +  ^t  —  ^jcc  —  d  jT^job ncjnd 
~"^  2a    '        Sa  *  ia 

Pro  parte  autem  secunda  eruenda  primo  loco  n  scribi  debet  n  —  ß,    secundo 
loco  i  scribi  debet  ^  — 1,    tertio  loco  6  scribendum  est  d  —  ß,    denique  loco 

indicis  N  habebimus 

1.2-3-  ^—1 

1.2... (6-^1). 1-2. -.c.i.a^-d' 

ita  ut  nunc  loco  N  scribi  oporteat  -t-iV,  quibus  observatis  tota  pars  secunda 
ita  se  habebit 

n-e 
TT     ^     AT  ^"""^    n  +  a  —  0  ^  n  +  2a--'0  ^  ^  ^  n  +  {i'-'2)a  —  6 ^  «  jg& Qcj)d 

T  "~T"*       2a        *         Sa         '"         {i—l)a 

Tertia   forma    simili    modo   formabitur    ex    ipsa  proposita    scribendo    primo 
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n  —  y  loco  n,    secundo  i  —  1  loco  i  et  tertio  6  —  y  loco  6,    at.  vero   quarto 
pro  indice  N  habebimus  -|-.JV,  quibus  observatis  ista  pars  tertia  tota  erit 

III.    £-■  Ar.^^Z:J'.^^Zlg.»  +  2^-^        n  +  (i-2)u-e  ,^ 

*  «2«  3«  (i-l)a        ^      -^  ^  ^  • 

Quarta  forma  orietur  ex  principali    scribendo  primo  n  —  d  loco  n,   secundo 
i—1  loco  i,  tertio  6-$  loco  6  et  quarto  4' -Z^  loco  N,  unde  fiet  quarta  pars 

*  a  2a  Sa  (i-l)"^^         -^      -ß  O  X»  . 

28.    Quoniam  quatuor  istae  partes  communem  habent  factorem  hunc 

J  =  N{n  +  a-9){n  +  2c,-e)in  +  Za-e)  ...n  +  (i-2)  cc  -6      ~ 

&-2ß-3o;-4ß--(i  — 1)«  '  -^      B  CD  , 

summa  omnium  harum  partium  erit 

j /(w-«)(M-g)    ,    &(w-i3)  +  c(w-y)  +  (?(w-(y)\ 

quae  expressio  evoluta  ob   b  +  c  + d=^i  et  bß -{- cy  +  dS  ==  6   reducitur  ad 
banc  formam 

j-n{n  +  (i-l)a-dy, 
consequenter  tota  summa  quatuor  harum  partium  erit 

K  2«  3a  ia  -B  L,  V , 

quae   est  ipsa  forma  demonstranda.     Unde  iam  manifestum  est  omnes  series 
hac  metbodo  resultantes  veritati  esse  consentaneas. 

REGULA  FACILIS  ET  SÜCCmCTA 
OMNES  SEEIES  HUIUS  GENERIS  EXPEDITE  FORMANDI 

29.    Proposita  aequatione  quacumque  buius  formae 
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ponatur  brevitatis  gratia 

^l  ^z  _£ 

Ä  ''B  +  Ä  "C+-4   -J)  +  etc.  =  F 

Mncque  semper  habebitur 

^=14-  ^F4-  ^,  ^5^±i^:=:^  F^  +  ^  .  "Lt^^nl .  n  +  ^^S  Y^^  etc., 

si  modo  noteiur  omnes  potestates  ipsius  V  actu  evolvi  debere,  litteram 
vero  6  non  habere  valorem  flxum,  sed  pro  quo  vis  termino  evoluto  ipsi 
peculiarem  valorem  tribui  debere.  Scilicet  pro  termino,  qui  continet  pro- 
ductum  B^G'JD^E'  etc.,  isti  litterae  d  tribui  oportet  buiic  valorem 

ö  =  &/3  +  c/  +  ^(3^  +  es  +  etc.; 

hocque  in  singulis  terminis  observato  orientur  eaedem  series,  quas  per  regu- 
las  supra  datas  formare  docuimus. 

30.  Quamquam  nuUa  adhuc  methodus  directa  patet  ad  istam  expressio- 
nem  perveniendi,  tarnen  sequenti  modo  eins  ratio  quadamtenus  explicari 
potest.     Cum  sit 

i  —  ;^  —  ^  —  p       ^^c-  —  ^a  ^ 

in  membro  sinistro  loco  x  ubique  scribatur  eins  valor  ex  prima  parte  oriun- 
dus,  scilicet  A"",  fietque 


_£  __7  _^ 

l^A    ^B  —  Ä   ^G-A    «D-etc. 
unde,  si  brevitatis  gratia  ponatur 

_£  ^L  _£ 

V^A   ""B  +  A   «0+^   '^D+etc, 

erit 

A 

n 

hincqae  sumtis  potestatibus    exponentis  -^   erit  0;"  = ^;    quae  expressio 

(1~F)~ 
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si  more  solito  in  seriem  convertatur,  prodibit 

etc. 


^  =  (l-.FP=l  +  ^F+^.^r+^-^"-^F'  + 


a       2a  a      2a  3« 

Haec  ergo  expressio  introductione  litterae  6  modo  ante  exposito   definiendae 
transformabitur  in  ipsam  formam  modo  traditam 

-^  =  1  +  ^F+  ^  .  ""±^1  r  4-  ^  .  n  +  a^e    n  +  2a~^e  , 

baecqne  speculatio  aliis  forte  occasionem  praebere  poterit  formationem  huius 
seriei  a  priori  investigandi. 


METHODUS  GEISTERALIS 

JNYESTIGANDI  RADICES  OMNIUM  AEQUATIONUM 

PEE  APPROXIMATIONEM^) 

Conventui  exhibita  die  25.  Aprilis  1776 

Commentatio  643  indicis  Enestroemiani 

Nova  acta  academiae  scientiarum  Petropolitanae  G  (1788),  1790,  p.  16—24 

Summarmm  ibidem  p.  80—81 

SUMMARIÜM 

Qu'on  se  represente  sous  la  forme  ^=-0  une  equation  quelconque,  de  laquelle  il 
s'agisse  de  determiner  la  racine  z,  Si  dans  cette  equation  on  met  ä  k  place  de  la  racine  z 
une  yalenr  approchante  de  cette  racine,  v,  de  laquelle  on  suppose  qu'elle  rende  Z^V,  11 
est  clair  que  si  v  etoit  la  ventable  racine  de  requation  proposee,  il  y  auroit  F=  0;  mais 
que,  parceque  v  n'est  qu'une  valeur  approchante  de  la  racine,  V  ne  sera  pas  tont  ä  fait 
egal  ä  zero.  Supposant  donc  F  =  2/>  cette  quantite  «/  sera  une  fonction  connue  de  v,  qui 
devient  egale  ä  zero,  lorsque  «;  =  ^;  et  reciproquement,  v  sera  une  certaine  fonction  de  y, 
qu'on  pourra  indiquer  ainsi  v^Tiy,  et  qui  sera  teile,  qu'en  mettant  ^-0  il  y  ait  z;--^. 

Or  on  sait  par  la  nature  des  differentielles  qu'ä  cause  der:2^==t?ilya 

r:(2/4-a)  =  ^  +  -^  +  ^^  +  ^^^  +  etc. 

ou  bien,  en  indiquant,  pour  abreger,  les  fractions  g,  g,  |^  etc.  par  les  lettres  p,  q,  r  etc., 
qu'on  a 

r:(y  +  a)^v  +  ap  +  ^a^q  +  -^a'^r  +  etc., 


1)   Confer  bac  cum  dissertatione  Oommentationem  406   buius  voluminis   atque  alias  illas 
commentationes  p.  263  laudatas.  P.  St. 
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expression  qui,  en  donuant  ä  la  quantite  arbitraire  a  la  valeur  — «/  ou  —  F,  devient 

;2f  =  t?  — .pF+  Y^'F^  —  yrF^  +  etc. 

et  c'est  moyennant  eette  s^rie  iafinie  qu'on  trouve  tres  approctamment  la  racine  ^  de  IMqua- 
tion  proposee. 

Mais  un  inconTenient  attache  ä  cette  metliode  d'approximation,  c'est  qu'elle  ne  peut 
r^ussir  que  lorsqu'on  connoit  deja  assez  exactement  la  valeur  de  la  racine  ^,  Or  dans 
ce  eas  la  metliode  connue  d'Bpproximation  est  beancoup  plus  commode  dans  l'application. 
L'AnteTir  de  ce  Memoire  cönvient  lui-meme  de  cette  imperfection;  mais  il  fait  valoir  en 
meme  tems  un  antre  avantage  de  sa  nouvelle  metliode,  qni  eflfectivement  merite  tonte  Tat- 
tention  des  Geometres,  savoir  qne  le  meme  raisonnement  condnit  anssi  ä  nne  serie  qni 
esprime  nne  pnissance  qnelconqne  de  la  racine;  et  c'est  de  cette  derniere  serie  qne  M.  EüLER 
d^dnit  enfin  anssi  nne  antre  qni  exprime  le  logarithme  natnrel  de  la  racine.  Qnelqnes 
exemples,  propres  ä  faire  voir  Tnsage  de  cette  metliode  d'approximation,  terminent  ce  Memoire. 


1.  Sit  Z  quantitas  incognita,  cuius  valor  eruendus  sit  ex  aeqnatione 
qnacumque,  quam  semper  sub  forma  Z=0  exMbere  licet,  ita  ut  Z  sit  certa 
quaedam  functio  ipsius  0,  Quaeritur  igitur  eiusmodi  valor  determinatus,  qui 
si  loco  0  scribatur,  tum  ista  functio  Z  revera  in  nihilum  sit  abitura.  Veluti 
si  proposita  fuerit  haec  aequatio  /=3^  +  2,  omnibus  terminis  ad  eandem 
partem  dispositis  erit  /  — 3^  —  2  =  0  ideoque  functio  proposita  Z=^^— 3^  — 2. 
Quaeritur  igitur  eiusmodi  valor,  qui  pro  ^  substitutus  istam  functionem  Z 
revera  niMlo  aequalem  reddat,  id  quod  hoc  casu  fieri  manifestum  est,  si 
sumatur  ^==2. 

2.  Sin  autem  proposita  tali  aequatione  Z=0  loco  ^  alius  quivis  valor, 
puta  V,  scribatur,  ex  quo  functio  Z  valorem  accipiat  =  F,  tum  utique  non 
erit  F=:0;  si  enim  prodiret  F=0,  lioc  signum  foret  valorem  v  veram  esse 
radicem  0.  Ita  in  exemplo  allato  Z=/ — 80  —  2  si  loco  0  scribamus  3,  ut 
sit  i;  =  3,  flet  F=  16  ideoque  neutiquam  =0. 

3.  Cum  igitur  proposita  aequatione  Z=«0,  si  loco  0  scribatur  valor 
quicumque  v,  unde  fiat  Z=  F,  non  sit  F=0,  ponamns  esse  F=i/  eritque  y 
functio  quaedam  cognita  ipsius  v,  quae  in  nihilum  esset  abitura,  si  pro  v 
verus  valor  radicis  0  acciperetur. 
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4.  Cum  igitur  t/  =  F  sit  functio  quaedam  ipsius  v,  certa  cnrva  concipi 
potest,  cuius  abscissae  ^v  respondeat  appUcata  ^y.  Permntatis  igitur 
coordinatis,  ut  iam  y  exhibeat  abscissam  et  v  applicatam,  ista  applicata  v 
vicissim  spectari  poterit  tamquam  certa  functio  ipsius  y,  quae  ergo  ita  erit 
comparata,  ut,  si  capiatur  y  =  0,  tum  ista  applicata  v  ipsi  radici  quaesitae  ^ 
evadat  aequalis,  sicque  tota  quaestio  huc  redit,  quemnam  valorem  ista  ipsius 
y  functio,  scilicet  v,  sit  acceptura,  si  loco  y  scribatur  0;  tum  enim  iste  valor 
ipsius  V  veram  praebebit  radicem  ^. 

5.  Quoniam  igitur  v  spectamus  ut  functionem  ipsius  y,  ponamus  more 
iam  generaliter  recepto  v^Tiy  atque  ex  natura  differentialium  notum  est 
fore 

ideoque  loco  Fiy  scribendo  v  habebimus 

"^^    ^  ^  dy  ^  l-2dy'  ^   1-2-Sdy'  ^  l'2^Z^4df  +  ^^<^- 

in  qua  expressione  elementum  dy  pro  constanti  accipitur.  Sive  cum  v  sit 
functio  ipsius  y,  si  statuamus  |^=l?,  ||  =  öf.  ||  =  ^.  |-y  =  s  sicque  ulterius 
in  inflnitum,  adipiscemur  quantitates  finitas 

J\-  (y  +  a)==v^ap  +  :j  aaq  +  i-  a'r  +  ^  a's  +  —^  aH  +  etc. 

6.  Quia  hie  loco  a  quantitates  quascumque  assumere  licet,  sumamus 
a-==  —  y  atque  r:{y'^a)  eam  functionem  nobis  exhibebit,  quae  ex  forma 
r :  y  resultabit,  si  loco  y  scribatur  y  -{- a,  hoc  est  t/  —  «/  =  0.  Vidimus  autem 
tum  V  in  ipsam  radicem  quaesitam  ^  abire,  ita  ut  sit  z-=r\{y  —  y)]  quo- 
circa,  si  in  serie  inventa  loco  a  scribamus  —  y,  reperiemus 

z  =  V  ~py  +  -i  qyy  —  1  r^«  ^  -^i  5/ _  j!_  ^^^5  ^  ^^^ 

7.  Quo  hanc  seriem  ad  usum  magis  accommodatam  reddamus,  quanti- 
tatem  y  inde  penitus  excludamus.  Cum  enim  sit  2/  =  F  et  F  functio  cognita 
ipsius  V,  ex  eins  indole  habemus  statim  p  =  ~^,  quo  valore  invento  erit  porro 

54* 
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i  =  §y    Mncque  ulterius  r^^,  s^j^   et  ita  porro  in  infinitum.     Quibus 
observatis  pro  radice  quaesita  sequentem  impetrabimus  seriem  infinitam 

Huius  autem  seriei  usum  aliquot  exemplis  illustrare  öperae  erit  pretium. 

EXEMPLUM  1 

8.    Proposita  sit  Jiaec  aequatio  quaäraüca  zz  =  a,   ita  ut  series   quaeratur, 
quae  aequalis  sit  ipsi  z  ==  ^a. 

Hie  igitur  erit  Z=zz  —  a  Mncque  loco  z  scribendo  v  erit  Y=vv  —  a 
ideoque  dy-==tvdv.     Hinc  igitur  sequentes  definiantur  yalores 


quibus  inventis  pro  radice  quaesita  habebimus 

etc. 


2v  2-4^^  6-8^^  24-16^^ 


120-32^^ 

Quodsi  ergo  aequationi  propositae  hanc  tribuamus  formam  zz^ll-^c, 
ita  ut  sit  z  =  Vipl  +  c),  loco  a  ubique  scribi  debebit  &&  +  c.  Tum  vero,  quia 
quantitas  v  ab  arbitrio  nostro  pendet,  sumamus  ^  ==  &,  unde  fiet  vv  —  a  =  ~  c, 
quo  facto  radix  quaesita  erit 

eadem  series,  quae  per  extractionem  radicis  ex  evolutione  binomii  obtinetur. 
Quodsi  igitur  quaeratur  VlO,  sumatur  &  =  3  et  c  =  l,  unde  coUigitur 

Cuna   igitur   propemodum  sit  ]/lO  =  3  +  |-,   series   multo   magis  convergens 
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eruetur  ponendo  &  =  3-^  =  ^;  tum  autem  erit  c  =  — g^,  unde  per  solos  duos 
priores  terminos  reperietur 

yiO  =  3 -g- —  ^27j5- =  3  22g, 
cuius  quadratum  tarn  prope  ad  10  accedit,  ut  error  tantum  sit  gjggj- 


EXEMPLUM  2 

9.    Proposita  sit  haec  aequatio  f' =  a^  ita  ut  guaeratur  z==va. 

Erit  ergo  Z=z'^—a  ideoque  V-=^v''  —  a  et  dV=nv'"-^'^dv;  quare  litterae 
illae  p,  q,  r,  s  etc.  sequenti  modo  determinabuntur 

m   .     , /y  ~-»       .,    .. /y  ;;: —  j; i—i ~  . 


^^7i-l'  i  ^^^4W-1    '  ^0^0 


quibus  valoribus  substitutis  radix  quaesita  erit 

_f/    _     _   v^'  —  a     _  0^  - 1)  (^^  -  g)^       (n  -  1)  (2 n  -  1)  (^'^^  —  af 

_  0^-1) (2^^1)(3n-l)(^--~a)^  _  ^^^ 

Haec  scilicet  series  semper  eiindem  valorem  exprimet,  quicumque  numerus 
loco  V  accipiatm^,  quippe  qui  penitus  arbitrio  nostro  relinquitur.  Eo  promp- 
tius  autem  ista  series  ad  veritatem  ap^Dropinquabit,  quo  minus  potestas  v"" 
a  numero  a  discrepat. 

Quodsi   ergo   fuerit   (X  =  &''  +  c,    conveniet   sumi   v  =  l\    tum    enim    erit 
v''  —  a  =  —  c  et  series  radicem  quaesitam  exprimens  erit 

■V(hn  j^A-hJL-^±     —  (^^r  ^)  ^^  J-  (n-^l)(2n-  ly  _  {n  -  1)  (2n^  1)  (3n~- 1)^ 

quae  series  etiam  reperitur  ex  evolutione  buius  binomii 

1 

(5"  +  cy. 
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EXEMPLUM  3 

10.    JPropoäta  hac  aeqmtime  .»  =  .-1   invenire  seriem,   qum  valorem  ra~ 
aims  z  emtoeat 

^!m!r,f*     ^ -''-'  +  -"     ''^»9»^     y-V-v  +  X     unde    St 


8r=8v(3vv~iy,  quamobrem  habebimus 

^^^-1  ^  (3t.^-l)3'      ^  =  -(3l^^I-g5-^      S  =  _ -^_L_Ji+ii     etc. 

His  igitur  valoribus  substitutis  coUigetur 

^  =  f (^ _  1) _ ^ _  (£!z:i+i)  __  3t;(«»-»  +  ly-     (i5„^  + 1) (^,s__^ ^ ^y 

3vv~l  -(ß^^iZIj:^-  (Svv-lf 

(3^^_jy  etc., 

uM  itemm  q„„äta.  .  pro  labitu  assnmi  potest;  conveniet  autem  eam  ite 
accip,,  ut  pa^m  a  vatee  radicis  .  discvepet.  Ita  si  sumamus  »-1  1^1 
»  -.+  1-1  et  3«-l_2,  undeflt  .-l-i_|_i,  ,,i  .„tjj, J 
ad  TMitatem  parum  accedit. 

v«ln  "■  /^  ''°°  '""""  °''™'''°  "=■*"  WroxiMaäonem  vix  succedere,  nisi 
valoi  radic.  «  proximus  accipiatur;   tarn  autem  methodus  vulgaris  uegitium 

™t  uro^Mr: "°'"'' '"''™  *^"^"  "™^  ^^=  ^t"»^» "™'-  --^" 

W  t^  r  ■  «™™1»'  ™"«^™»  P-^o  "  fcerit  assumtus.  Impi-unis  autem 
pio^bCat^lSn^l^"  ^"  ^"''"'^'  "'"^  ^°*^'«^-'   «^^"«^  -^-« 

PEOBLEMA 

12.   ProiJos^to  aeqmtione  guacumque,  qum  sit  Z=0,  uhi  Z  sit  fnnctio  auae 
eUam  eius  potestatem  quamcumqm  0"  exprimat. 
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SOLUTIO 

Eatiocinium  instituatnr  ut  ante,  scilicet  loco  z  scribatur  quantitas 
quaecumque  v,  nnde  Z  abeat  in  F;  et  qnatenus  v  non  est  radix  aequationis 
propositae,  eatenus  V  non  in  nihilum  abibit.  Ponamns  igitur  ut  supra 
T=y  et  etiam  v  spectari  poterit  nt  functio  ipsius  y^  quae  ergo  ita  erit 
comparata,  ut  casu,  quo  ponitur  2/===0,  fiat  t;  =  ^,  quandoquidem  hoc  casu 
erit  V  vera  aequationis  radix. 

13.  Simili  vero  modo  etiam  potestas  v''  spectari  poterit  tamquam  functio 
ipsius  y,  quae  ergo,  quando  fit  j/  =  0  sive  quando  loco  y  scribitur  y  —  y,  nobis 
largietur  valorem  potestatis  quaesitae  ^""^  quocirca,  ut  supra  ostendimus,  erit 

,n_,,n       yd.v^    ,yyd\v-        y^d\v-  yH\v-  . 

Hinc,  quia  y  =  V,  erit 

z  —V        --^  y     +     ^-^y,  2  •  3  a  "P  "*~  2  .  B  .  4  a  F*"^ 

14.  Ut  iam  hanc  seriem  a  differentialibus  liberemus,  statuamus 

Mncque  porro  formentur  sequentes  valores 

quibus  valoribus  inventis  series  quaesita  potestatem  /*  exprimens  erit 

ubi  notandum  est,  postquam  omnes  isti  termini  per  v  fuerint  evoluti;  tum  loco 
V  omnes  plane  quantitates  assumi  posse,  ita  ut  nihilominus  semper  idem  valor 
potestatis  z""  inde  resultet. 

15.  Cum  ista  series  exprimat  valorem  ipsius  z'\  posito  r^  ==  0  series  nostra 
praebere  debet  unitatem,  id  quod  de  primo  termino  v^  per  se  est  perspicuum; 
deinde  quia  littera  P  factorem  habet  n,  etiam  omnes  sequentes  litterae  per 
eundem*  exponentem  ^^"erunt  multiplicatae  sicque  posito  ^^  =  0  omnes  seriei 
huius  termini  sequentes  sponte  evanescent. 
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16.  Hoc  observato  praeter  omnes  potestates  ipsius  z  etiam  eius  loga- 
rithmum  hyperbolicum,  scilicet  h,  per  huiusmodi  seriem  infinitam  exhibere 
poterimus.  Cum  enim  seriei  inventae  omnes  termini,  post  primum,  factorem 
babeant  n,  eorum  loco  scribamus  n£l,  ut  sit 

z^'^v^'  +  nÜ 
Mncque  porro 

n 


CTiius  aequationis  diflferentiale  erit 


sicque  casu  n=^Q  erit 


^i2  =  -^_^^ 


Z  V 


quae  aequatio  integrata  praebet  i2==Z^,  unde  coUigimus 

postquam  scüicet  in  omnibus  terminis,  quibus  i2  componitur,  positum  fuerit 
n  =  Q. 

17.  Quodsi  ergo  i2  summam  omnium  terminorum  casu  n  =  Q  denotet, 
uti  assumsimus,  ad  numeros  regrediendo,  si  e  denotet  eum  numerum,  cuius 
logarithmus  byperbolicus  =1,  erit 

s  =  ve^,     ergo     f-  =  \fe^K 

Hinc  autem,  si  formula  exponentialis  e^-  more  solito  in  seriem  infinitam 
convertatur,  orietur 

^^v-{^-\-na-\-^nn£l'-^\  n'D?  +  1  ^*i2*  +  etc.). 

Quae  ergo  series  illi,  quae  ante  est  inventa,  aequalis  esse  debet.  Quin  adeo 
necesse  est,  ut  facta  evolutione  litterae  £1  ipsa  series  ante  inventa  prodeat, 
id  quod  exemplo  declarasse  iuvabit. 
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EXEMPLUM 

18.  Proposita  aequatiom  /=a  imenire  seriem  tarn  pro  dlia  quavis  potesiate 
f'  quam  pro  eius  logarithmo  hyperhoUco. 

Hie  ergo  habebimus  Z=/— a  ideoque   V=v^—a,  ex  quo  fit 

Hinc  iam  litterae  ante  introductae  P,  Q,  R  etc.  sequenti  modo  determinabuntur 

P-=jV--^\ 

l'      l      '       X       '   '.    X.      ^ 

etc., 
quibus  valoribus  substitutis  series  desiderata  erit 


n      n  —  X      n  —  2X 


X         2X  3X 


^' 


.n-ZX/'^d  ^\Z 


(v'  —  ay 


^  l       '11  zx  AX      ^       (V  —a)  —etc. 


Posito  hie  n  =  0  erit 


Ig^lv^l.  v-^  (^^  _  a)  _  i-  «;-"  (v^  _  a)2 

~"  3I  ^"^^ (■2'^  —  a)^—  j^  v-*^  {^^  —  df  —  etc. 


Leoniukdi  Euleei  Opera  omnia  l6  Commentationes  algebraicae 


INNUMERAE  AEQüATIOlsrUM  FORMAE 

EX  OMNIBUS  OEDINIBUS 

QUARÜM  RESOLUTIO  EXHIBERI  TÖTEST 

CoüTentui  exhibita  die  6.  Maii  1776 

Commentatio  644  indicis  Enesteoemiahi 

Nora  acta  academiae  seientianim  Petropolitanae  6  (1788),  1790,  p.  25—35 

Summarium  ibidem  p.  82—84 

SUMMARIÜM 

Leg  regles  generales,  donaees  pour  la  resolution  des  equations,  n'etant  pas  applicables 
pour  les  e'quations  qui  surpassent  le  quatrieme  degre',  il  est  de  la  derniere  importanee  de 
eonnoitre  ceUes  d'entre  les  equatLons  des  ordres  supeneurs  qui  peuvent  etre  re'solues.  Leur 
nombre  est  infifliment  grand.  Pour  ne  point  dire  ni  des  e'quations  qui  ont  des  racines 
rationnelles,  ni  de  Celles  qui  peuvent  etre  re'solues  en  faeteurs  et  re'duites,  par  conse'quent, 
ä  des  formes  d'e'quations  re'solubles  par  les  regles  generales,  plusieurs  Ge'ometres,  et  sur- 
tout  l'Auteur  de  ce  Memoire  lui-meme,  ont  assigne'  autrefois  des  e'quations  re'solubles  de 
tous  les  degres. 

Dans  le  present  Me'moire  feu  M.  EüLEE  a  donne'  de  nouveau  une  infinite'  d'e'quations 
algöbriques  dont  toutes  les  racines  peuvent  etre  assigne'es.  Toutes  ces  e'quations  sont  con- 
tenues  dans  la  forme  generale  snivante 

-"=  «"aJ  (^)  .«-  -f.  n"'al  (^)  .«-s  +  ,"",^  ^^^  ,._.  ^  ^,^^ 

oü  les  caracteres  n",  n",  n""  etc.  indiquent  le  second,  troisifeme,  quatrieme  etc.  coefficient 
du  binome  eleve  ä  la  «-  puissance;  et  une  des  racines  de  cette  e'quation  de  l'ordre  n  est 


82—84-1 
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oü  "j/y  admet  n  yaleurs    differentes,   de  Sorte  qu'on  atira  aussi  toutes   les  n  racines  de 
l'equation  mentioimee  du  «"«  degre. 

Oette  Terite  est  puisee  de  la  consideration  de  cette  equation  (^4^)"-=—;  car  on  exi 

et  en  developpant  requation  adoptee 

eile  preadra  la  forme  exposee  ci-dessus 

.«  =  n"a&  (^)  .«- +  «'"«6  (^^) .«- +  etc. 

On  pourroit  s'imaginer  que  la  consideration  de  cette  equation  (y^^\  =^  ~  püt  mener 
ä  des  formes  differentes  et  plus  generales  d'equations  resolubles;  mais  l'Auteur,  pour  obrier 
a  cette  erreur,  fait  yoir  que  quelque  differentes  de  a  et  J  que  soyent  les  quantites  f  et  g, 
cette  equation  se  laisse  toujours  reduire  ä  la  precedente. 

Enfin,  M.  Eüleb  apper9oit  dans  les  formes  des  racines  trouvees  pour  les  equations 
contenues  dans  son  equation  generale,  une  nouvelle  confirmation  de  la  conjecture  qu^il  ayoit 
hazardee  autrefois^),  touchant  la  resolution  des  equations  dans  lesquelles  le  second  terme 
manque,  comme  par  exemple  dans  celle-ci 

^«  =  j9ä;**~^+  qx'''^  +  fa;'*-^+  etc., 

en  pretendant  que  de  pareilles  equations  etoient  toujours  resolubles  moyennant  une  equa- 
tions resolvante  d'un  degre  moins  elevee  de  la  forme 

yn-l^J^yn^2j^  ßyn-.B_  Cif-i^  ctc.  =  0, 

la  forme  de  la  racine  etant 

^  =-  y a  +  li//3  +  yT^  +  y ö  +  etc., 
oü  ct;,  /3,  y^  d  etc.  indiquent  les  racines  de  Tequation  resolvante,  qui  sont  au  nombre  de  n  —  l 


1.  Quoniam  regulae  generales  pro  resolutione  aequationum  iion  ultra 
quartum  gradnm  extenduntur,  plurimum  intererit  eiusmodi  aequationum  for- 
mas  notasse,  quas  resolvere  liceat.  Hie  autem  de  eiusmodi  aequationibus 
loquor,    quae  neque  radices  habeant  rationales,   neque  per  factores  in  aequa- 

1)  Yoir  le  memoire  30  de  ce  volume.  P.  St. 

56^ 
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tiones  ordinum  inferiorum  resolvi  queant,  quandoquidem  facillimum  foret  in- 
numerabiles  liuiusmodi  aequationes  resolubiles  proferre.  Hanc  ob  rem  eius- 
modi  aequationnm  species  attentione  dignae  sunt  censendae,  quarum  resolutio 
necessario  extractionem  radicum  eiusdem  ordinis,  cuius  est  ipsa  aequatio, 
postulat. 

2.  Hniusmodi  aequationes  iam  olim  a  Moivreo^)  pro  singulis  ordinibus 
in  medium  snnt  prolatae,  quibus  scientia  analytica  non  parum  amplificata 
merito  est  putanda;  deinde  vero  etiam  ipse  plures  tales  aequationes  in 
lucem  protraxi^);  nuper  autem  se  mihi  obtulit  methodus  innumerabiles  alias 
huius  indolis  aequationes  eliciendi,  quas  spero  Geometris  haud  ingratas  esse 
futuras. 

3.  Istas  igitur  aequationnm  formas,  prouti  ad  eas  sum  deductus,  hie  or- 
dine  proponam. 

I  Si 

erit 

X  =  Yah. 
IL  Si 

erit 

x  =  Yaah  -{-Vahh, 

m.  Si 

x"^  =  Qahxx  +  4ah(a  +  i)(^  +  o,h(aa  -\-  ah  -\-  hh), 
erit 

X  =  fa^b  +  faabb  +  fab\ 

IV.  Si 

x^  =  lOabx^  +  10ab(a-j-  b)xx  +  6ab((ia  +  ab -+-  hb)x  +  ab(a^  +  aah  +  ahb  +  &®), 

erit 

X  =.  fa^)  +  fa'bb  +  faab'  +  fab\ 


1)  Vide  notam  p.  8.  R  St. 

2)  Tide  Commentationem  282  huius  Yoluminis,  imprimis  p.  192  et  sequ.  P.  St. 
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V.  Si 
x^=Wahx''-j-20al)(a-i-l))x^-\-15ah{aa-{-ab-\-bb)xx-^Gal)(a^+aal)+abb+'b^)x 

erit 

X  ==  fa'b  +  fa'bb  +  fa'b'  +  faab"-  +  fab'. 

VI.  Si 

x''='21abx^-\-B5ab{a  +  h)x''+35ab(aa-i-ah-{-bb)x'  +  21ab(a''+aab  +  abb  +  b^)xx 
+  7ab(a^+  a'b+aabb  +  «&"+  6*)ä;  +  a6(a'  +  «*&  +  a'^^  +  ««&'  +  ab"-  +  &'), 

erit 

4.    Hinc  iam  facile  colligitur  in  genere  pro  ordine  quocumque 

+  '!(!irJX»L-zM'i=._3J  a&(«ö  +  ttb  +  ö&)^"-^ 

1   •    Ä    *   O    *  4: 

I  <»- iK:'L-!l(!Lrll(!L-i)aZ,(a»  +  «aZ*  -f  uU  +  ¥)x'^-"+  etc. 

fore 

a;  =-  f  a"- ^Z»  +  f  «"-^&i'>  +  fa"-'b'  +  f  a"  *fe^  -f  etc. 


Vel  si  lüco  illorum  coefficieiitium  scribamus  brevitatis  gratia  «  ,  «    ,  n  ,  n 


a    .,111    .,1V    „V 


«^^ 


etc.,  ista  aequatio  generalis  succinctius  ita  exprimi  poterit 
tum  vero  etiam  ipsa  radix  ita  concinnius  exprimi  poterit,  nt  sit 


X  ==  • 


qiiae  ergo  est  aequatio  generalis  ad  omnes  ordines  patens. 
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5.  Has  aequationes  in  aliam  formam  transfundere  licet,  qua  artificium, 
quod  eo  manuduxit,  magis  occultatur.  Ponamus  scilicet  litterarum  a  et  h 
productum  aJ  =j»  earumque  summam  a  +  J  =  s  hasque  duas  litteras  i?  et  s 
loco  illarum  a  et  &  in  calculum  introducamus;  tum  autem  erit 

^._s+yiss-ip)        j._s-y{ss-4p) 

2  eu      «—  2     - 

His  iam  novis  valoribus  introductis  aequationes  superiores  speciales  sequentes 
formas  indueut: 

I.  Si 
erit 

X  =  Yp. 

IL  Si 

x^  =  3px-{-ps, 
erit 

x-^faah-^-faU^^fap-^fhp. 

m.  Si 

x*==epxx-}-4:psx-\-p(ss—p), 

x  =  faap  4-  faip  +  fhhp. 
IV.  Si 

x''-10px'-\-10psxx-\-bp(ss—p)x-\-p(s'~2sp) 
ent  /        ^  \  x-yj 

a;  =  fa'p  +  fap'  +  fbp'  +  fb'p. 
V.  Si 

^«=  I5px^  +  20psx'  +  I5j)(ss  -^)ä;a;  +  Qp(s' -2ps)x -{-p(s'  -  3ps'  ^pp), 

erit 

X  =  f  a*iJ  +  f  aai^i)  +  fp'  -f  f  66w  +  fb'p. 
VI.  Si  /-^nr       ^ 

g^.^  +  ^-P(^*  ~  3-PSS  +pp)x-}-  p(s'  —  4i3s'  +  3pps), 

X  =  f  «5^  ^_  fa'pp  +  fap'  +  f&/4-  f  6»j,j5  +  fi^p 

etc. 
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6.  Quo  nunc  hanc  formam  generalem  reddamus,  observandum  est  novos 
coefficientes  litteris  p  et  s  contentos  seriem  constituere  recurrentem,  cuius 
scala  relationis^)  est  s,  —p.     Si  enim  ponamus 


a  —  b 


manifesto  erit 


namque  ob  s  ^  a  +  6  erit 


^^  = 


at  ob  jp  ==  ah  erit 


a-b 


a  —  i 


qua  forma  ab  lila  ablata  remanebit 


sQ'—pQ^ 


a  —  b 


Hac  igitur  lege  observata  habebimus  sequentes  transformationes: 


a— & 


as^jö 


a-h  '"''' 

d'-¥ 

a  —  b 

—I>, 

7       ob 

a^-f_,._ 

-2s 

a- 

-h 

a«- 

~¥ 

a- 

-l 

a'- 

-¥ 

a- 

-h 

ßS- 

-6» 

a-b 


=  3^ '■'dp$S-\-pp, 

^d'  —  4^ps^'\'^pp$^ 

=  s**  —  hps^  +  6j9jpss  —  i>^ 

=  s^  —  &pi'  +  lOjpjps^  —  4/s 


etc. 


7.  Ordo,  quo  istae  formulae  lorogrediuntur,  iam  satis  est  perspicuus. 
Primo  enim  potestates  ipsius  5  continuo  binario  decrescunt,  contra  vero 
ipsius  p  potestates  unitate  crescunt  signis  alternantibus;  coefficientes  autem 
numerici  cuiusque  termini  conveniunt  cum  iis,  quos  iidem  termini  in  evolu- 


1)  Vide  notam  p.  339.  E  St, 
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tione  binomii  essent  habiturae,  vel,  quod  eodem  redit,  ii  omnes  permutatio- 
nes  litterarum  p  et  s  indicant,  ita  ut  coefficiens  termini  p-'s^  sit 

l-2'd.--(a+ß) 


1.2.3---«.l-2-3---/j' 
Hine  ergo  deducimus  transformationem  sequentem  generalem 

1-2-3-4-5  ^  ^         +  ^*C- 

8.  Quodsi  ergo  hos  valores  in  aequatione  generali  supra  §  4  data  sub- 
stituamus,  aequatio  generaKs,  cuius  resolutionem  bac  methodo  exbibere  licet, 
talem  habebit  formam 

1-2     ^  ^  1-2-3     .     -^^'^       "T iT^T^Ti h(ss~p)x"-' 

+  1-2-3.4.5      ~P('  ~  ^P^y-" 

+  ÜÖLri)il-2)(«-3)(«-4)(n-6)    ,,     ^  ,      . 

^  TJ^J^4~b^ P{s—Bpss+pp)oo"-'' 

n(n-l)(n~2)(n-3)(n-4:)(n-5)(n-6-)     ,, 
^  .    1-2.3-4-5-6-7  ~ P[^"~4:ps'-j-Bpps)x"-' +  etc. 

Huius  scilicet  aequationis  resolutio,  quicumque  numeri  pro  p  et  s  accipiantur 
semper  erit  in  potestate,  eins  quippe  radix,  postquam  ex  numeris  p  et  s  isti 
fuermt  derivati 

a  =  i±Vfc:££)    et    b^tJzVil'iiM 

2  2  ' 

ita  exprimetnr,  nt  sit 

9.    Haec  quidem  formnla   unicam  radicem  aeqnationis  propositae  nobis 
largitnr,   yerumtamen  facile  Mnc  omnes  plane  radices   eiusdem   aequationis 
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deducuntur,  quarum  quidem  numerus  est  ===^,  Primo  enim  ponendo  h^ah 
radix  illa  revocabitur  ad  uuicum  Signum  radicale,  cum  hinc  fiat 

ayic  —  i 

Nunc  vero  ista  radix,  nempe  yk,  valores  diversos  numero  n  admittit,  quem- 
admodum  etiam  radix  potestatis  n  ex  unitate,  scilicet  yl,  totidem  diversos 
valores  recipit,  quorum  unus  semper  ipsi  unitati  aequatur.  Unde  si  quilibet 
horum  valorum  designetur  littera  q^  ita  ut  sit  ^"^==1,  ista  littera  ^  involvet 
n  diversos  valores,  quorum  quemlibet  cum  formula  yk  coniungere  licet,  scri- 
bendo  scilicet  eins  loco  Q^k,  quamobrem  omnes  plane  radices  aequationis 
propositae  in  hac  formula  continebuntur 

Qai/Jc  —  l         .                    oaVh  —  l^a 
^  -       '    .V,        sive      x^^ n~r-] 

tum  vero  si  haec  formula  per  divisionem  evolvatur,  prodibit  ista  expressio 

X  =  ^fa'^-'b  +  Q'fa^-'bh  +  q'fa''-'b'  +  etc., 
cuius  expressionis  numerus  terminorum  est  ^  —  1  ultimo  existente  (>'*"'^  Ka6''""\ 

10.    Operae  pretium  erit  haue  rem  exemplo  illustrasse.     Sumamus  igitur 
n  =  5,  5  =  1  et  jp  =  —  1,  ut  proponatur  ista  aequatio  quinti  gradus 

x^  =  —  lOi;^'  —  10^i:t?  —  10a;  —  3 

sive 

;!;' +  lOi»^  +  10a?a;  +  lOo?  +  3  =  0. 

A.d  hu  ins  ergo  aequationis  radices  investigandas  capiantur  M  valores 

quibus  inventis  erit  quaelibet  radix 

Q^Vb--'bya 
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.^^^^^^^^^i^-^^^SE^^E]^^  [30-32. 


\^el  introducendo  litteram  Ä;  =  A  =  ni+l^  erit 


Sin  autem  hanc  formam  evolvere  velimus    oh  ah~^  i 

vcximub,  OD  ao  =^  =  _  1  repenemus 

quae  expressio  pemtus  in  numeris  evoluta  praebet 

DEM0N8TEATI0  FOßMULAEUM  SUPEA  DATAEUM 
ut  vif  outTuam 'in  ?r'  T.  "'"'^""^^  P^^'"^^*'  -^^-^  -*  o^>ri.,  ita 

Cum  enim  hinc  fiat  ^*+^^""     ^' 

inde  coUigitur  iucognita  "^ ""  ^' 

f-f-l  ra-"/&    ' 

quae  est  ea  ipsa  radix,  quam  pro  aeqnationibus  snperioribus  assignavimus. 

Mt.rse;e:s^::,l;'^^  +  ^^   ^"^   a(.  +  .)"-K^  + .)«  =  0,   binc   deriva- 

ubi  membra  secunda  se  mutiin  tniinnf    Tcw,       •        • 

mutuo  toüunt.    lam  quia  primum  membrum  afflcitur 


=  0. 
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per  a  —  &,  reliqua  membra  in  alteram  partem  transferantur  ac  per  a —h 
dividantur  sicque  emerget  sequens  aequatio 

X'  =  ^-^  ah  (^)  x-^  +  <^-i)(»=lgJ  al  (^^)  ^-' 
1-2  Ka  —  b/  1-2 'S  \  a  —  l  J 

.(n-l)(.-2)(»-3)  ^^(^\^..^  ^^ 
quae  est  ipsa  aequatio  generalis  supra  tractata,  cuins  ergo  radix  est 

13.  Hinc  forte  qnispiam  expectare  posset  simili  modo  huinsmodi  aequa- 
tiones  generaliores  obtineri  posse,  si  loco  illius  formulae  simplicissimae  haec 
formula  latius  patens 

(g  +  xy       h 

fundamenti  loco  constituatur,  siquideiQi  hie  quatnor  quantitates  arbitrariae  a, 
h,  f  et  g  in  computum  introducuntur,  cum  ante  binae  tantum  a  et  6  inessent; 
verumtamen  quomodocumque  litterae  f  et  ^  a  litteris  a  et  &  diversae  acci- 
piantur,  tarnen  casus  semper  ad  priorem  simpliciorem  reduci  potest.  Ad  hoc 
ostendendum  ponamus  x  =  a-i-  ßz  et  aequatio  nostra  fiet 


atque  nunc  manifestum  est  quantitates  a  et  ß  semper  ita  capi  posse,  ut  fiat 

^    _a     et     ^-j^^-b, 
quandoquidem  hinc  deducitur 

a  ==  -Lz^     ideoque     ß  ==  ^^f  • 


Sicque  formula  illa,  quae  multo  generalior  videbatur,  semper  ad  simplicissi- 
mam  illam  supra  tractatam  revocari  potest  neque  idcirco  quicquam  novi  inde 
est  expectandum. 


56'* 
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ANNOTATIO  IN  AEQUATIONES  SUPEA  EVOLUTAS 

14.    Si  formas,   quas  pro  radicibus  harum  aequationum  supra  assignavi- 

mus,  accuratms  perpendamus,  haec  omma  egregie  convenire  deprehenduntur 

cum  coniectura  iUa,  quam  olim^)  in  medium  proferre  sum  ausus,    dum  pro 

resolutione  aequationis  cuiuscumque  gradus,  in  qua  secundus  terminus  desit, 
veluti  ' 

affirmavi  semper  dari  aequationem  resolventem  uno  gradu  inferiorem    huius 
lormae 

cuius  radices,  numero  n  - 1,  si  fuerint  «,  ß,  y,  §,  ,  etc.,  futmrum  sit 


15.    Cum  igitur  pro  forma  generali,  quam  supra  tractavimus,  radix  in- 
venta  sit 

X  =  fa'^-^l  +  fa'^~m  +  f  «"-ä  j»  +  . . .  +  fa¥-\ 
Mnc  sequxtur  aequationis  resolventis  ordinis  n~l  radices  fore 
a'-'h,     a!^~m,     a--%\     a^-^l\     .  .  .  ah-\ 

nZ  Z  ^^-^^/-lo^-es  ipsius  ,.     Qaare  cum  coefficiens  Ä  sit  summa   om- 
nium  harum  radicum,  erit 

ZriZT  '""*'."  .f""  "T*""''  ™"''™  '"^'l"*™  ^*  P'oäuctum  ex 

Omnibus  Ins  radicibus,  quod  ergo  erit 

nn  —  n      7in-~n 

Pro  reüquis  teminis  percur-ramus  aequationes  particulares  supra  expositas. 
1)  Vide  Commeatationes  SO  et  282  huius  voluminis.  P.  St. 
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I.   Pro  aequatione  tertii  gradiis 

x^  =  Sahoo  +  ab{a  +h), 
ubi  erat  radix 

^^Yaah  +  Vabb. 

Hie  si  aequatio  resolvens  statnatur 

eins  radices  erunt  aab  et  abb  ideoque 

A==ab{a  +  &) 

et 

B  =  a^b\ 

IL  Pro  aequatione  quarti  gradus 

x^  =  Qabxx  +  4a&(a  +  b)x  +  ab{aa  +  a&  +  bb). 

Hie  est  radix 

x=::^fa%^faabb-\'fab^\ 

unde  si  aequatio  resolvens  statuatur 

y^-Ayy  +  By~G==^0, 
eins  radiees  erunt  a'&,  aabb,  ab\  qnocirca  habebimus 

j[  =  ab{aa-}-  ab-^-bb), 

B  =  anf'{aa  +  a&  +  &&) 
et 

(7  =  a%\ 

HI.    Pro  aequatione  quinti  gradus 

o(^'  =.10abx^  -^10ab{a'^h)xX'^hab{aa'\-  ab  ■^bb)x^  ab{a^  ^ 

Hie  igitur  erit 

unde  si  aequatio  resolvens  statuatur 

y'  -  ÄfA-  Byy  _  0^  +  D  ==  0, 
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eius  radices  erunt  a*&,  a'hh,  aab\  ah\  imde  colHgitur  fore 

Ä  =  adia'^-i-  aal-{-  all  -\-  ¥), 

B  =  a%\a\  +  a'l  +  2aahb  +  06»  -f  &*), 

0  =  a%\a^  +  oa&  +  all  -\-  h% 

IV.  Pro  aequatione  sexti  gradus 

(»^'='15ahx'  +  20ah{a  +  b)ä;'  +  15ab(aa-i-ab  +  bb)xx 
+  6ab(a'  -f  aaJ  +  abb  +  6>  +  aj(a^  +  a%  +  aa&&  +  «6»  +  &*). 

Hie  igitur  habebitur 

x==fa'b  +  fa'bb  +  faV-^faa¥^fab'; 
unde  si  aequatio  resolvens  statuatur     " 

eius  radices  erunt  a'b,  a'bb,  a%',  aab\al\  unde  colli gitur  fore 

A  =  ab{a''-{-a'^b  +  aabb  +  aV-\-b% 

B  =  a'b\a'  +  a'h  +  2a^&&  +  2  a«&'  +  2  aa  J*  +  ab'  +  &«), 

C  =  a'b\a'  +  «=&  +  2a*&&  +  2«'&'+  2aa5*  +  a&^  +  b\ 

B  =  «^»^'»(a*  +  a'b  +  aabb  +  ab'  +  5*), 

JE=a''¥\ 

ubi  formulae  mediae  B  et  C  ita  conciimius  exprimi  possunt 
g^  ^  =  '^'^'C««  +  5J)(«'  +  «'J  +  aaöJ  +  a¥  +  &*) 

C=  a«J«(aa  +  bb)(a'  +  a'b  +  aabb  +  a&*  +  J*), 

quae  determinationes  fortasse  aliquam  lucem  accendere  possunt  ad  resolutio- 
nem  aequationum  generalem  feliciori  successu  tractandam. 


METHODUS  NOVA  AG  PACILIS 

OMNIUM  AEQÜATIONÜM  ALGEBRAICAEUM 

RADICES  NOK  SOLUM  IPSAS 

SED  ETIAM  QUASCUMQUE  EARUM  POTESTATES 

PER  SERIES  CONCINNAS  EXPRIMENDI^) 

Oonventui  exMMta  die  21.  Septembris  1778 

Oommentatio  711  indicis  Enestrobmiani 
Nova  acta  academiae  scientiarum  Petropolitanae  12  (1794),  1801,  p.  71—90 

Summarium  ibidem  p.  66 

SÜMMARIUM 

Feu  Mr.  Eulek  avoit  deja  traite  cette  meine  matiere  dans  un  Memoire  anterieur  h> 
celui-ci,  qui  se  trouye  dans  le  Tome  XY\  des  ISTouveaux  Commentaires  sous  le  titre:  Ohser- 
vationes  circa  radices  aequationum^),  oü  il  avoit  donne  une  serie  infinie,  exprimant  la  n^^ 
ptiissance  de  la  plus  grande  racine  de  requation  algebrique  d'un  degre  quelconque 

Dans  le  present  Memoire  il  est  revenii  sur  le  meme  sxijet;    or  il  y  traite  non  seulement 
une  equation  beaucoup  plus  generale 

^  ==  "^  +  "7  +  "i;  +  ~~J  +  ^^^n 


1)  Confer  hac  cum  dissertatione  Commentationem  406  huius  voluminis  atque   alias   illas 
commentationes  p.  263  laudatas.  P.  St. 

2)  C'est  le  memoire  406  de  ce  volume.  P.  St. 
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mais  la  methode  meme  qn'il  y  employe,  pour  trouver,  par  ime  serie  infinie,  la  n»»  puis- 
sance  de  la^racine  «f,  est  aussi  plus  directe  et  plus  facile;  cepeudmt  eUe  n'est  pas  de  nature 
a  pouvoir  s'en  faire  une  ide'e  precise,  sans  entrer  dans  des  details  que  les  Analystes  aime- 
ront  mieux  lire  daais  le  Memoire  ragme,.oü  nous  nous  voyons  oblige'  de  renvoyer. 


1.  Primus,  qui  hoc  argumentum  satis  feHci  successu  tractavit,  erat  in- 
gemosissimus  Lambert^)  non  ita  pridem  beate  defunctus^),  qui  huiusmodi  series 
pro  aequationibus  trinomialibus  methodo  prorsus  singulari  per  approximationes 
procedente  elicuit.  Verum  ista  metbodus  calculos  maxime  operosos  ac  tae- 
diosos  reqmrebat,  ita  ut  inventis  aliquot  terminis  initialibus  eundem  calculum 
ulterius  prosequi  non  potuerit,  sed  tantum  ex  egregio  ordine,  qui  in  prioribus 
termims  observabatur,  per  inductiouem  sequentes  concludere  fuerit  coactus 
Quamobrem  iam  ex  ülo  tempore  plurimum  studii  collocavi  in  methodum 
directam  et  planiorem  inquirendi,  quae  ad  easdem  series  perduceret. 

2.  In  buiusmodi  autem  methodum  non  multo  post  incidi,  quam  in 
Commentariorum  Novorum  Tomo  XY.  fusius  exposui»),  ubi  in  genere 
aequationem  sub  hac  forma  contentam 

sum  contemplatus;  cuius  radices  si  fuerint  a,  ß,  y  etc.,  notum  est  earum 
summam  esse  =  Ä,  summam  quadratorum  ^A'-2B,  summam  cuborum 
~A-ZAB-{.bG,  et  ita  porro.  Eine  igitur  pro  summa  potestatum  quarum- 
cumque  «"+/?'■+ j,«-!-  <y«+  etc.  similem  expressionem  investigavi,  cuius  legem 
progressionis  in  infinitum  extendi  obseryayi;  cum  tarnen  pro  quovis  casu  eos 
tantum  termmos  accipi  oporteat,  qui  a  fractionibus  sint  liberati;  unde  mihi 
m  meutern  venit  in  valores  istarum  serierum,  si  in  infinitum  continuentur, 
mquirere.  Mox  autem  facili  ratiocinio  intellexi  earum  summam  eandem 
potestatem  sohus  maximae  radicis,  puta  «»,  deflnire. 

1)  Vide  notam  p,  274.  P.  St. 

2)  Lambert  die  25.  Septembris  1777  mortuus  erat.  P.  St. 

3)  Vide  Commentationem  406  huius  Toluminis.  P.  St. 
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3.  Cum  igitur  seriem  infinitam  essem  adeptus,  quae  potestatem  expo- 
nentis  n  maximae  radicis,  scilicet  cc,  exprimeret,  mox  perspexi  istam  seriem 
egregie  cum  Lambertina  convenire;  tum  vero  haud  amplius  difficile  erat  similes 
series  pro  omnibus  aequationibus  sub  hac  forma  multo  generaliori  contentas 

.  _  JL       :B        (7    ,    D   ,     , 

exMbere,  ubi  exponeutibus  cc,  /?,  y,  S  etc.  adeo  omnes  plane  valores,  sive  posi- 
tivos  sive  negativos,  sive  integros  sive  fractos,  tribuere  licet.  MHlo  vero 
minus  singuli  huius  seriei  termini  egregio  ordine  procedunt  hosque  adeo, 
quousque  libuerit,  facile  continuare  licet,  ita  ut  hie  nihil  plane  inductioni  vel 
coniecturae  concedere  necesse  sii 

4.  Cum  autem  haec  methodus  ex  principio  prorsus  alieno  et  per  ambages 
non  parum  molestas  sit  deducta,  plurimum  laboravi,  ut  methodum  magis 
directam  et  faciliori  negotio  ad  scopum  perducentem  perscrutarer,  quin  etiam 
labores  meos  in  aliquot  dissertationibus  cum  Academia  commmiicatis  accu- 
ratius  exposui/)  Nunc  autem  idem  argumentum  retractans  in  methodum 
longe  faciliorem  ac  per  nuUas  ambages  procedentem  incidi,  quam  hoc  loco 
clarius  explicare  constitui. 

5.  Hie  igitur  consideraturus  sum  aequationem  algebraicam  sub  hac  forma 
generalissima  contentam 

1  =  :;^  +  ■:;:;5  + ':;5^  +  :;j  +  ^^^-j 


X 


ubi  ante  omnia  facile  patet  sine  uUa  restrictione  loco  litterae  Ä  unitatem 
scribi  posse,  ita  ut  aequatio,  quam  hie  tractare  suseipio,  sit 

l  =  i;i  +  |  +  |  +  ^+etc., 

ex  qua  statim  patet,  si  litterae  B,  O,  D  etc.  evanescerent,  fore  x^=l;  unde 
sequitur  in  genere  radicem  co  certe  seriei  infinitae  aequalem  statui  posse,  cuius 
primus  terminus  sit  unitas,  sequentes  vero   litteras  B,  (7,  D  etc.   utcumque 


1)  Yide  Commentationes  406,  532,  631,  632,  643  huius  voluminis.  P.  St. 
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inter  se  compositas  complectantur,  quandoquidem  in  eam  praeter  ipsas  has 
litteras  singulas  tarn  omnia  producta  ex  binis  quam  ex  ternis  et  pluribus 
ingredi  debent 

6.  Quoniam  autem  Mc  mihi  propositum  est  non  solum  in  ipsam  radicem  x 
sed  in  genere  in  eius  potestatem  quamcumque  x"  inquirere,  ipsam  aequationem 
hac  forma  repraesentabo 

ubi  primum  terminum  a  dextra  in  sinistram  transtuli,  ut  ad  dextram  tantum 
litterae  B,  G,  B  etc.  cum  suis  potestatibus  coniunctae  occurrant,  ex  quarum 
permixtione  verum  valorem  potestatis  a;"  investigari  oportet;  ubi  facile  per- 
spicitur  eiusmodi  seriem  pro  x'  prodire  debere,  in  qua  post  terminum  pri- 
mum 1  non  solum  singulae  litterae  B,  G,  B  etc.  sed  etiam  omnia  producta 
tarn  ex  binis  quam  ternis  pluribusque  occurrere  debeant,  ita  ut  totum  ne- 
gotium iam^  tue  redeat,  ut  singulis  bis  productis  debiti  coefficientes  assignen- 
tur,  qui  utique  potissimum  pendebunt  ab  exponente  n,  praeter  reliquos  ex- 
ponentes  datos  a,  ß,  y,  S,  «  etc. 

7.  Hie  autem  plurimum  iuvabit  istos  coefficientes  per  idoneos  charac- 
teres  repraesentare,  quibus  scilicet  omnis  confusio  ex  infinita  multitudine  ter- 
minorum  oriunda  evitari  queat.  Ita  coefficientes  ipsarum  Htterarum  B,  C, 
B^  etc.^  quatenus  ad  potestatem  exponentis  n  referuutur,  bis  signis  denotabo 
(-5)»  {^\  m  etc-  Unde  si  alius  quicumque  exponens,  puta  m,  proponeretur, 
M  coefficientes  ita  forent  designandi  {B),  (C),  (B)  etc.,  quod  idem  tenendum 
est  de  Omnibus  productis  ex  binis  pluribusve  barum  litterarum  compositis. 
Veluti  si  in  genere  occurrat  hoc  productum  B'G'B' etc.,  eius  coefficientem 
pro  potestate  exponentis  n  ita  sum  repraesentaturus  (B'G^B"  etc.). 

8.  Hoc  igitur  signandi  modo  constituto  valor  potestatis  quaesitae  x''  per 
huiusmodi  seriem  exprimetur 

x'^  =  l  +  (B)B  +  (G)G-{-(B)B  +  (i;)JE+eic. 

■^-mB'+{C')G'+{B')B'+(E^)E'+etc. 

-\-{BC)BG+{BB)BB  +  {BE)BE^eU. 
etc., 
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cuius  ergo  seriei  terminus  generalis  omnes  plane  in  se  complectens  erit 

{B'C'D^E'  etc.)  E'G'B^W  etc. 

9.  Ne  autem  Mc  opus  sit  calculum  ad  plures  horum  terminornm  simul 
applicare,  praecipuum  momentum  huc  redit,  ut  singulos  coefficientes  ex  pau- 
cioribus  terminis  iam  cognitis    investigare  doceamns.     Ac  primo   quidem  si 

n  n 

quaeratnr  coefficiens  {B)   sive   terminus   {B)B   pro  potestate  x"",   evidens   est 

pro  a;"^''  hunc  terminum  fore  {B)B,  unde  ex  ipsa  aequatione,   quatenus  hie 
tantum  de  terminis  formae  B  agitur,  erit 

(B)B  —  Ib)B  =  Bx""-^  =  B, 

propterea  quod  potestas  x"""^  nullas  harum  litterarum  involvere  debet  ideoque 
pro  x''''^  scribi  debet  unitas  utpote  prima  pars  valoris  veri.     Quoniam  nunc 

n 

hic  per  B  dividi  potest,  babebimus  pro  coefficiente  quaesito  (B)  hanc  aequa- 
tionem 

n  n  —  a 

simili  modo  pro  reliquis  habemus  has  aequationes 

«  n  —  a  n  n  —  a  n  w— or 

((7)-((7)  =  l,     (J>)-(D)  =  1,     {E)-{E)==^l     etc. 

n 

10.  Sin  autem  quaeramus  coefficientem  (J5^),  evidens  est  ex  parte  dextra 
nostrae  aequationis  solum  terminum  Bx""^^  in  computum  venire,  quia  nuUae 
aliae  litterae  hic  occurrunt.     Erit  igitur 


ergo  per  B^  dividendo 
Simili  modo  erit 
tum  vero 


{B')B'-Ib')B'=Ib)B\ 

n  n  —  a  n  —  ß 

(B')  -  (B^)  =  (B). 

n  n  —  a  n  —y 

(C')  -  (C')  =  (0), 

n  n  —  a  n-~ö 


etc. 

Ö7» 
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11.  Sin  autem  porro  quaeratur  coefficiens  (5C)  sive  terminus  (BC)BC, 
manifestum  est  ex  parte  aequationis  dextra  binos  terminos  JBx"-^  et  Cx"-'^ 
hie  in  subsidium  vocari  debere.  Ut  enim  forma  BO  resultet,  pro  priore 
parte  pro  a;"-'»  sumi  debet  (ÖjC,  pro  posteriore  autem  loco  x"-^  scribi  debet 
(B)B  sicque  nostra  aequatio  per  BG  divisa  erit 

w  n  —  a  71'- ß  n  —  y 

.  {BCf)-{BG)^{C)  +  {B). 

JiiOdein  modo  erit 

«  n-a  n-ß  n-ö 

{BD)-{BB)^{L)  +  {B), 

(GD)~{GI))^(I))  +  {C) 
et  ita  porro.     Similique  modo  evidens  est  fore 

\^Z^s  ,     ^"^  ^-^ß  '^-Y  w-cT 

(BGB)  -  (BGB)  =  (GB)  +  (BB)  +  (BG) 
atque  porro 

(BGBE)  ~  {BVBE)  =  {B~CB)  +  {CBE)  +  (5M)  +  (^"äi). 

12.  Quodsi  eadem  littera  saepius  occurrat,  ipsa  quidem  quadrata  iam 
evolvimus,  pro  cubis  vero  habebimus 

n  n-oc.  n—ß 

(ß')  ~  {B')  =  iß-), 

n  n—a  n—d 

etc. 
Eodemque  modo  erit  pro  superioribus  potestatibus 

w  w~a  n—ß 


•II, —  «  7i K 

etc. 
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13.  Sin  autem  plures  litterae  ingrediantur,  ex  parte  aequationis  dextra 
etiam  plures  termini  in  subsidinm  vocari  debent,  veluti  ex  seqnentibus  for- 
mulis  patescit: 

(B'G)  —(B'C)  =(B')      +{BC), 
(B'C)  —  (B'C')  =  {B'G)  +  {BC'), 

n  n  —  a  n  —  y  n  —  ß 

(B'G)  -  (B'G)  ^{B')      +  {B'C\ 

{B^^)  —  iß'b)  =  iß^G')  +  {B^hy 
Simili  modo  perspicuum  est  fore 

{B^hl))  -  {B^G^B)  =  {B^G^B)  +  {B^'gB)  +  {B^G'y 

Haecque  exempla  abunde  snfficiünt  ad  coefficientes  omnium  plane  productorum 
per  buiusmodi  aequationes  designandos. 

14.  Per  tales  autem  aequationes  investigatio  coefficientium  utcumque 
complexorum  ad  coefficientes  simpliciorum  productorum  reducitur,  quos  tam- 
quam  iam  cognitos  spectare  licet,  quandoquidem  a  determinatione  simpliciorum 
operationes  inchoamus.  Scilicet  si  coefficiens  quaesitus  quicumque  designetur 
per  <p  :  n,  siquidem  tamquam  functio  ipsius  n  spectari  potest,  resolutio  omnium 
harum  aequationum  revocatur  ad  banc  formam 

cp\n  —  ip\{n  —  a)  =  n, 

ubi  n  est   functio   iam   cognita  litterae  n.     At  vero   mox   videbimus    huius 
aequationis  resolutionem  pro  nostro  Institute  satis  commode  expediri  posse. 

15.  Eesolutio  huius  aequationis  ad  calculum  differentiarum  finitarum  est 
referenda  et  perinde  ac  diJfferentialium  quantitatem  constantem  arbitrariam 
recipiet.  Quare  ne  hinc  ulla  incertitudo  relinquatur,  ante  omnia  probe  est 
notandum  omnes  coefficientes,  quos  quaerimus,  ita  comparatos  esse  debere,  ut 
evanescant  posito  ^  =  0.     Cum  enim  hoc  casu  fiat  o;"  ===  1  ideoque  ipsi  primo 
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termino  nostrae  seriei  aequalis,  sequentes  termini  omnes  litteras  JB^  C,  D  etc. 
involventes  hoc  casu  evariescere  debebnnt;  unde  necesse  est,  ut  eorum  coeffi- 
cientes  factorem  n  involvant. 

16.   Eesoltitio  autem  generalis  huius  aequationis  (p\n  —  cp:  (n  —  a)  ==  JI 
parum  adiumenti  in  hoc  negotio  esset  allatura.    At  vero  datur  solutio  parti-  * 
cularis  ad  nostrum  institutum  imprimis  accommodata,   quam  hie  evolvi  con- 
veniet.     Denotante  scilicet  n'  ipsam  quantitatem  variabilem  n  constante  qua- 
piam  c  sive  auctam  sive  minutam,  ita  ut  sit  t^'  ==  ^  +  c,  si  fuerit 

(p:n  =  Jn(n'  +  «)  (^'  +  2a)  •  •  •  (w'  +  icc), 

ubi  J  itidem  significat  quantitatem  constantem,  erit 

(p:(n  —  a)^  J(n  —  a) ^'(w'+  a) (w'+  2a)  •  •  •  (n'+  {i  —  1) a), 

unde  ob  factores  communes  (yi  +  a)  (^'  +  2  cc)  •  •  •  (n'  +(*  —  !)  a)  erit 

(p:n  —  (p:{n  —  a)  =  J(n'n  ~\-  ina  —  n'n  +  an')  -  •  • 
=-  Ja(n'+in)  (n  +  cc)  (n'+  2a)  •  •  •  (n'+  (i  —  l)a), 

quae  expressio  ergo  aequabitur  quantitati  illi  H,  unde  sequens  Lemma  funda- 
menti  loco  hie  constituamus. 


LEMMA 
17.    Proposita  aequatione  resolvenda 

(p:n  —  <f)  :(n~cc)  ==  II 

quoties  ista  quantifas  II  in  Jiac  forma  continehitur 

n  -=  Ja{n'-^  in)  [(n^  +  a) (w'+  2a) (n'  +  3a)  •  •  •  {n'+  {i  —  l)a)} , 

tum  semper  erit 

(p  :n=-=  Jn  (n'  +  a)  (^'  +  2a)  •  -  (n'  +  ia) 

existente  n'=n-\r  c. 


80-81]  PEE  SEEIES  CONCINKAS  EXPEIMENDI  455 

Haec  forma  iam  ita  est  comparata,  ut  evanescat  posito  w  =  0,  sicque  ad 
coefficientes  quaesitos  definiendos  apprime  est  accommodata. 

18.  Iam  huius  Lemmatis  beneficio  omnes  nostros  coefficientes  satis  ex- 
pedite  determinare  licebit;  et  quia  magis  compositos  perpetuo  ex  simpliciori- 
bus  derivari  oportet,  omnes  terminos  seriei  generalis,  quam  quaerimns,  pro 
potestate  indefinita  x""  in  certos  ordines  distinguamns,  quorum  primns  com- 
prebendat  terminos  ipsas  litteras  J5,  (7,  D  etc.  simpliciter  continentes;  ad 
ordinem  secnndum  referamus  producta  ex  binis  harum  litterarum,  cuiusmodi 
sunt  B^y  BC,  C^  etc.;  tertius  ordo  contineat  productum  ex  ternis,  cuiusmodi 
sunt  B\  B^C,  BGB  etc.;  quartus  ordo  producta  ex  quaternis  et  ita  porro. 
Pro  singulis  ergo  bis  ordinibus  coefficientes  investigabimus. 

INVESTIGATIO  TEEMINORUM  PRIMI  ORDINIS 

19.  Omnium  borum  terminorum  unica  est  forma  B,  pro  cuius  coefficiente 
supra  habuimus  banc  aequationem 

(J5)-(^)  =  l; 

linde  posito  {B)  =  (p:n  erit  Mc  il  =  1.  Sumatur  ergo  in  Lemmate  praemisso 
(fi:n  =  Jn,  ita  ut  hie  sit  i  =  0,  et  quoniam  hinc  fit  cp:{n  —  a)  =  J(n  —  a), 
erit 

unde  fit  J=—.    Quamobrem  coefficiens  noster  erit 

similique  modo  pro  caeteris  huius  ordinis  erit 

(ü)  =  7,     (I>)  =  ^     etc., 
ita  ut  ipsi  termini  huius  ordinis  futuri  sint 
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INVESTIGATIO  TEKMINORUM  SECUNDI  OEDINIS 

20.  Horum  igitur  terminorum   dabitur  duplex   forma,   vel  B^  vel  BG, 

quorum  ergo  coefficientes  sunt  (S^)   vel  (JSC),   quos  indagari   oportet.     Pro 
priore  autem  supra  iam  dedimus  hanc  aequationem 

n  n-a  n-S 

(B^)-{B^)  =  (B), 
ita  ut  posito  (B')^<p:n  sit  n='{B).    Cum  igitur  modo  invenerimus  esse 

a 
In  Lemmate  igitur  fiat  i=l,  ita  ut  sit  (p:n^  Jn{n' +  a),  unde  oritur 

'  a 

Hinc  ergo  restituto  w'  =  «  +  c  erit  '^^ja{2n  +  c\  unde  sequitur  fore 
2./«n  =  -J  et  Jac^-t,  ^Me  fit  ^=ji-  et  c  =  -^  =  _2/?,  ita  ut 
sit  n'=n~2ß. 

21.  Cum  igitur  sit  J-=~   et    n'  =  w-2/?,    erit  coefficiens  ipsius  B' 
quaesitus,  scilicet  (B^), 

_n(n  +  a-2ß)        n    n  +  a~2ß 
2cca  et  2ß 

Quare  termini  secundi  ordinis  formae  B'  erunt  sequentes 

2CC       ^  +  «  2^ <^  +- 2^ D'  +  etc. 

22.  Pro  altera  forma  BC  supra  attulimus  hanc  aequationem 

(BC)~(BC)^(C)  +  (B). 
Cum  igitur  Sit  (B)  =  (C)  =  ^,  si  ponamus  (^C)  =  ^  :  «,  erit 
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In  Lemmate  igitur  nostro  sumamus  i  =  l,  ut  sit  y:^  =  ^w(n'+a),  fierique 
debet  Ja(n'  +  n)  =  ^''"""/"^ .  Sumatur  ergo  primo  n'=n  —  ß  —  y,  ut  fiat 
^«  =  -1  ideoque   ^=-^y  sicque  erit  coefficiens  qnaesitus 

/T?%       n(n  +  a--ß-y)  _2n    n  +  cc  —  ß-y 


23.  Hinc  ergo  pro  secundo  ordine  termini  formae  BG  erunt 

(BG^  =  —  •  ^  +  ^"^^'-'^ 
hincque 

quibus  si  adinngantur  termini  formae  B^  modo  ante  inventi,  totus  ordo  secun- 
dus  iam  est  absolutus. 

INVESTIGATIO  TEEMINORUM  TERTII  OEDINIS 

24.  Prima  forma  in  boc  ordine  occurrens  est  B\   pro   cuius  coefficiente 
supra  nacti  sumus  banc  aequationem 


n  n—a  %— ß 


Cum  igitur  modo  invenerimus 


erit  Mc 


(^)  =  — ^r2ä      ' 

^      ^  a  2  a 


Hinc  in  Lemmate  praemisso  sumamns  i  =  2,  ut  inde  fiat 

üt  igitur  posteriores  factores  evadant  aequales,  statin  debet  n'^n  —  Zß,  quo 
factore  communi  sublato  relinquetur  baec  aequatio 

Ja{n  +  2n)  =  Ja{?>n  -  3/?)  =  ^/"  • 

Leonhaedi  Euleri  Opera  omnia  l6  Commentationes  algebraicae  58 


Hie  igitur  commode  divisio  per  n  -  ß  saccedit,  ita  ut  hinc  fiat  ^  =  JL     gicaue 
coefflciens  quaesitus  erit  ^"'' 

•^  «•2a-3a  ' 

unde  per  se  patet  termini  C  coefficientem  fore 

(C')  =  «(^  +  c;  — 3y)(w  +  2«-3y) 
«•2a-3a 

^       25.   Secunda  forma  hmus  ordinis  erit  B'O,  pro   cuius  coefficiente  supra 
reppenmus  haue  aequationem  ^ 

ergo  ex  valoribus  iam  inventis  derivamus  istas  duas  partes: 
deinde  ^'   '^ 

(BC)  ==   2(«-/3)(w  +  «-2^-y) 

/7_(3w-2/5-y)(w+K-2/3-y^ 
«•2a  ~" 

In  Lemmata  igitur  nostro  sumi  debet  i  =  2  indeque  fiet 

quare   ut  posteriores  factores  congruaut,  sumi  debet  n'^n~2ß~-y   quibus 
sublatis  remanebit  haec  aequatio  ^'  ^ 

i^bi  iterum  divisio  per  3n~2ß-r   saccedit.  ita  ut  binc  J  =  ±,       Conse- 
quenter  coefficiens  quaesitus  erit  -       ^" 
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sive  hoc  modo 

_(i;  G)  = a^2a-Za 

26.    Tertia  denique  forma  huius  ordinis  est  BCJD,  pro  cuius  coefficiente 
supra  data  est  haec  aequatio 

n  n—a  n  —  ß  n  —  y  n~ö 

(B  CD)  -  {B  CD)  =  {CD)  +  {BD)  +  (B  C)  =  H, 

ita  ut  hie  77  componatur  ex  tribus  partibus,   quae  ad  praesentes  indices  re- 
ductae  erunt 

(CD)  =  Hn-ß)(.n  +  a-ß-y-d)  ^ 

(BD)  -  -  2in-'y)(n  +  a-ß-y~S) 


{BC)^ 


a^2a 

2(n  —  d)  (n  +  a  —  ß  —  yj- 
cc'2a 


ubi  evidens  est  posteriores  factores  necessario  inter  se  aequales  prodire  de- 
buisse.     Sicque  bis  iunctis  erit 

2(dn-ß  —  y~-d)(n+a  —  ß—y  —  S) 

In  nostro  igitur  Lemmate  sumi  oportet  i  =  2,  ut  inde  prodeat 

n=  Ja(n-\-  2n)(n''i'  a), 

ubi  manifesto  sumi  debet  n'=^n  —  ß  —  y  —  d]  sicque  etiam  priores  factores 
toUi  poterunt  hincque  concludetur  fore  ^  =  -^.  Consequenter  coefficiens 
quaesitus  producti  BGJ)  erit 

(B  OB)  =  ^<^  +  ^-ß-y-^){^  +  ^<^-ß-v-s) 

INYESTIGATIO  TEEMINOBUM  QUAETI  ORDINIS 

27.  Prima  forma  in  hoc  ordine  occurrens,  quando  scilicet  omnes  quatuor 
factores  sunt  inter  se  aequales,  est  B^,  pro  cuius  coefficiente  supra  baec 
aequatio  est  data  ^  ^^^       ^_^^ 

{B^)-{B-)^{B^)^n. 

68* 


460     METHODÜS  JTOYA  OMNIÜM  AEQÜATIONÜM  ALGEBRAICARÜM  BADICES     [85-86 
Cum  igitur  modo  invenerimus 

erit 

^   ^  a     '         2a         ■  3a  ~    ''" 

Quia  Mc  habentur  tres  factores,    in  Lemmate  praemisso    sumi   debet  *  =  3 
indeque  orietar 

n:=^Ja{n'+Bn){n'+a){n'-^2a); 

Tibi  bini  posteriores   factores   sponte  se  toUunt    ponendo    w'=w  — 4/?;    tum 
autem  relinquetur  haec  aequatio 

unde  fit  ^  =  ^j-j-.     Sicque  coefficiens  quaesitus  pro  forma  1?*  erit 

C_p*\  _-  "  .  ^  +  «— ^/^     n-\-2a  —  iß    M  +  Sa  — 4/3 

28.    Secunda  forma  hie  occurrens  est  B'G,    pro   cuius   coefficiente  supra 
dedimus  banc  aequationem 

'i  TZ  —  a  n  —  y  n—  8 

Colligantur  ergo  ex  formis  supra  inventis  hae  duae  partes  ac  reperietur 


n  —  y 


unde  oritur 

In  Lemmata  ergo  pro  lioc  casu  sumi  debet  i  =  3,  ut  prodeat  inde 
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ubi  statim  patet  sumi  debere  n  =  n  —  Sß  —  y;  hocque  modo  omnes  factores 
litteram  n  involventes  se  toUi  patiuntur,  quo  facto  reperietur  z/  =  g^.  Con- 
sequenter  formae  B'C  coefficiens  quaesitus  erit 

,    "    s_4w   n  +  a  —  Sß  —  y    n  +  2u  —  Sß  —  y    n  +  Ba-3ß—y 

29.    Tertia  forma  in  boc  ordine  est  B^C^  pro   cuius   coefficiente   supra 
data  est  haec  aequatio 


(B'C)  -  (B'  b)  =  {B'  C)  +  {B  G')  =  n.    ' 


Hie  vero  erit  primo 


f^lri\       3(m  — y)    «  +  a-2|3-2y    w  +  2o:  — 2/3-2y 
(■^0)  =  — ^^ __  .  ^^      ^       , 

f^ni\       3(«-/3)    n  +  a-2ß-2y    n  +  2cc-2ß-2y 
(Bt)= ^^-         ■  3^ 

unde  fit 

Quare  si  in  Lemmate  sumamus  i  =  3^  quoque  iit  ante  esse  debet 

n=  ^a(w'+  3»)(w'+  «)(«'+  2«), 

ubi    manifesto   sumi  debet  vi=n  —  2ß  —  2y,    quo    facto   reperitur    ^==j^- 
Sicque  huius  formae  B^G^  coefficiens  quaesitus  erit 

,     "       _6«    n-\-a  —  2ß—2y    n  +  2a—2ß-2y    n  +  3a-2ß-2y 

30.    Quarta  forma  ad  hunc    ordinem    referenda    est    B^GB,    pro    cuius 
coefficiente  es  principiis  supra  stabilitis  haec  aequatio  statui  debet 

{B'  GB)  -  {B'GB)  =  {B'C)  +  {B^B)  +  {BGB)  =  n, 
sicque  11  constat  ex  tribus  partibus 

"2-1       3(w-d)    n  +  a-2ß-y-8    n-\-2a-2ß-y-8 

/ü2"ri\       3(w-y)    w  +  «— 2/3  — y  — *    w  + 2«  — 2j3  — y  —  d 

{B  B)  == ^^ 2^^  3^ 

/x.V/t.a       6(w-/3)    n  +  a—2ß~y  —  8n  +  2a-2ß-y  —  8\ 
(J5CD)  =  — — -•- 2^^  -3^  , 
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quibus  ergo  coUectis  fit 

cui  ex  Lemmate  haec  expressio 

Ja(n'  +  3n)(n'  +  a){n'  +  2a) 

reddi  debet  aequalis,  quod  egregie  succedet  sumendo  n'=n  —  2ß  —  y  —  d] 
hmc  enim  coUigetur  ^  =  2^.  Consequenter  huius  formae  B^CD  coefficiens 
debitus  ita  exprimetur 

^  ^         cc  2a  '  Sa  '  4oj 

31.    Postrema  forma   huius  ordinis   est    BCDE,    pro    cuius    coefficiente 
habetur  haec  aequatio 

{B GBE)  -  (B GDE)  =  {BGB)  +  {BGE)  +  {B^DE)  +  {GBE). 
Has  igitur  quatuor  partes  hie  evolyamus 

(BGB)  =  ^  (^^  "  ^^  ,  n  +  a--ß--y'-ä  —  s    n  +  2a  —  ß-y--ö  —  s 
(BG^E)  =  ^(^~^)  .  n  +  fi^  — /S  — y— J  — g    n  +  2a'-ß'-y  —  $  —  s 

(C^BE)  ~  i(^""^)  '  n  +  a~ß~y^ 8—^    n+2a  —  ß-y--'d'-6 
^  ^  a        '  2a  *  Sa 

Eis  igitur  in  unam.  sumuiam  coUectis  erit 
„.      4:n  —  ß  —  y  —  8  —  £, 

17= -^ (n  -hcc-ß  —  r  —  ^  —  ^)('^  +  ^^  —  ß  —  r  —  ^~^)' 

Quare  ut  Lemmatis  forma  pro  H  data  huic  evadat  aequalis,  manifesto  sumi 
debet  n'=n-ß  —  y  —  S  —  e,  unde  fit  ^  =  i^.  Sicque  istius  formae  BGBE 
coefficiens  erit 

mnjrm  —  ^^^  .^  +  ^-ß-7-S-^£    n  +  2a-^ß^y^S^s    n+da-ß^y-^d  —  s 
J         ä  2a  '  Sa  4^ 
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CONCLUSIO  GENEKALIS 

32.  Lex,  qua  istae  expressiones  ulterius  progrediuntur,  iam  ita  est  ma- 
nifesta,  ut  superfluum  foret  has  operationes  ulterius  continuare,  id  quod  unico 
exemplo  illustrasse  sufficiet.  Sit  igitur  proposita  haec  forma  ordinis  noni 
B^C^D\  cuius  coefficiens  naturalis  ex  lege  combiuationis  ortus  est,  ut 
coustat, 

1  •  2  •  3  •  • .  9 


N  = 


1.2.3-4  •  1-2.3  •  1-2 


Iam  si  brevitatis  gratia  ponamus  4/?  +  3;/+2J'  =  A,  coefficiens  huius  formae 
pro  nostro  Institute  erit 

ubi  si  loco  N  valorem  modo  datum  substituamus,  nanciscemur 

/P4^712^        1     n(n  +  a^X)(n+2a-X)'^'(n  +  Sa-X) 
[^n  o  jj  )~  ^^'  1.2.3.4.1.2.3.1-2 

33.  Hinc  iam  in  genere  pro  producto  B^C'D'^U'  eic,  eundem  coefficien- 
tem  reperimus,  quem  iam  olim^)  in  Tomo  Commentariorum  XV.  ex  longe 
aliis  principiis  elicueram;  scilicet,  si  summa  omnium  exponentium 

&4-c  +  t^  +  6  +  etc.  =  i, 

quo  numero  ordo,   ad  quem  hoc  productum   est  referendum,   indicatur,    tum 

vero  statuatur 

hß  +  cy-]-dä  -i-  66  +  etc.  =  A, 

coefficiens  istius  producti  ita  exprimetur: 

1     n(n+cc  —  X){n+2a  —  X){n+Za  —  X)--{n+{i—  l)cc  —  X) 
~'^         Y'2'Z-"l  .1.2.3-..c.l-2^3-..(^.l-2.3..  •  6-  ete. 

34.  Quodsi  ergo  omnia  possibilia  producta  litterarum  B^  G,  JD,  E  etc. 
cum  bis  coefficientibus  coniuncta  in  unam  summam  coUigantur  eique  unitas 
praefigatur,  habetur  valor  potestatis  indefinitae  x"",  qui  convenit  huic  aequa- 
tioni  algebraicae 

1  =  — — ^j — ^j u  etc. 


1)  Vide  Commentationem  406  huius  voluminis.  P.  St. 
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35.  In  hac  aequatione  omnes  numeratores  litteris  diversis  B,  G,  D,  E 
etc.  designaTimus,  propterea  quod  ad  dirersas  potestates  ipsius  x  referuntur. 
Unde  intelligitur,  etiamsi  forte  esset  G=B,  tarnen  producti,   quod  esset  B^, 

coefficientem  neutiquam  ex  forma  (J5J5)   sed  perpetuo   ex  forma  (BC)  repeti 
debere. 

36.  Quoniam  ope  huius  methodi  valorem  cuiuscumque  potestatis  indefi- 
nitae  x""  formavimus,  nil  certe  facilius  est  quam  hinc  ipsam  aequationis  pro- 
positae  radicem  x  determinare,  ponendo  scilicet  ^===1,  Unde  lioc  insigne 
paradoxon  se  ojffert,  qnod  eadem  methodus  nuUum  plane  nsum  praestatura 
fnisset,  si  eins  ope  ipsam  radicem  x  elicere  volnissemns,  propterea  quod  vis 
istius  methodi  in  eo  ipso  est  constituenda,  quod  potestatem  plane  indefini- 
tam  x""  iam  statim  ab  initio  simus  contemplati,  unde  omnium  aliarum  pote- 
statum  x"'-'',  x""^^,  x"""^  etc.  valores  exprimere  licuit.  Ceterum  alia  insignia 
phaenomena,  quae  series  hoc  modo  formatae  oflferunt,  Mc  non  commemoranda 
censeo,  cum  boc  argumentum  iam  alibi  fusius  sim  prosecutus,  hoc  vero  loco 
mihi  potissimum  fuerit  propositum  methodum  directam  in  medium  afferre 
tales  series  satis  expedite  inveniendi. 


DE  EESOLUTIONE  FRACTIONUM  COMPOSITARUM 

m  SIMPLIOIORES') 

Conventui  exMbita  die  11.  Jannarii  1779 

Commentatio  728  indicis  Enestroemiani 
Memoires  de  Tacademie  des  sciences  de  Si-Petersbourg  1  (1803/6),  1809,  p.  3—25 

1.  Cum  olim  hoc  argumentum  tractassem^),  praecipue  ad  eins  usum  in 
calculo  integrali  respexi,  unde  necesse  erat  denominatorem  fractionis  propo- 
sitae  in  suos  factores  simplices  seu  primi  gradus,  in  quibus  scilicet  quantitas 
variabilis  non  ultra  primam  potestatem  assurgit,  resolvere;  quo  facto  metho- 
dum  tradidi  pro  quolibet  denominatoris  factore  simplici  fractionem  partialem 
inde  oriundam  investigandi  sive  eins  numeratorem,  qui  semper  est  constans, 
definiendi.  Quodsi  enim  hac  ratione  pro  singulis  factoribus  simplicibus  tales 
fractiones  partiales  fuerint  formatae,  summa  omnium  aequalis  esse  debet  ipsi 
fractioni  propositae,  siquidem  fuerit  genuina  et  quantitas  variabilis  in  nume- 
ratore  pauciores  habeat  dimensiones  quam  in  denominatore;  sin  autem  fuerit 
spuria  et  variabilis  in  numeratore  ad  totidem  vel  adeo  ad  plures  dimensiones 
surrexerit,  tum  ad  illam  fractionum  partialium  summam  insuper  partes 
integras,  quae  ex  divisione  numeratoris  per  denominatorem  resultant,  addi 
oportet. 


1)  Confer  hac  cum  dissertatione  Commentationem  540  kuius  voluminis  atque  alias  illa'^ 
commentationes  p.  370  laudatas.  P.  St. 

2)  Tide  L.  Euleri  Introäucüonem  in  analysin  infinitorum,  Lausannae  1748,  1. 1  cap.  2  et  12, 
nee  non  InsfUuUones  calcuU  differentialis  (1756),  partis  posterioris  cap.  18;  Leonhabdi  JEulert 
Opera  omnia,  series  I,  yoL  8  et  10.  P.  St. 

Leonhabdi  EtjLEiii  Opera  onmia  Is  Coramentationes  algebraicae  59 
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2.  Quoniam  autem  plerumque  evenire  solet,  ut  plures  denominatoris 
factores  simplices  evadant  imaginarii,  qnorum  bini  coniuncti  seiaper  produc- 
tum  reale  constituunt,  metliodiim  meam  etiam  ad  factores  secundi  gradus 
huius  formae  a-^lx-^-  cxx  extendi  atqne  demonstravi,  quemadmodum  frac- 
tionis  Mhg  natae  numerator  inveniri  debeat,  qui  plerumque  duabiis  constabit 
partibus,  dum  in  eo  etiam  prima  potestas  variabilis  inesse  potest,  ita  ut 
fractio  iude  nata  haue  habitura  sit  formam  — f4~r^ — •  In  boc  autem  ne- 
gotio  calculum  imaginariorum  in  subsidium  vocare  sum  coactus. 

3.  Peculiaria  autem  artificia  requirebant  casus,  quibus  denominator  frac- 
tionis  propositae  duos  pliiresve  complectitur  factores  inter  se  aequales,  quo- 
rum  eyolutio  in  fractiones  partiales  longas  ambages  postulabat,  imprimis 
quando  duo  pluresve  factores  secundi  gradus  fuerint  inter  se  aequales.  Nunc 
igitur  aliam  methodum  proponam,  quam  etiam  ad  factores  altiorum  graduum 
applicare  liceat,  sub  quibus  ergo  etiam  quadrata  altioresque  potestates  fac- 
torum  tam  primi  quam  secundi  gradus  comprebendi  possunt  Imprimis  au- 
tem baec  metbodus  a  praecedente  in  eo  discrepat,  quod  totum  negotium 
sine  quantitatibus  imaginariis  absolvi  possit,  quam  ergo  methodum  hie  accu- 
ratius  exponere  mecum  constitui. 

4.  Considero  igitur  hunc  in  finem  fractionem  quamcumque  compositam 

huius  formae 

N 

P^-B  etc.' 

cuius  denominator  complectatur  quotcumque  factores  P,  Q,  R,  8  etc.,  qui  sin- 
guli  non  solum  sint  primi  vel  secundi  vel  tertii,  sed  etiam  cuiuscumque  al- 
tioris  gradus,  ita  ut,  si  cuiuspiam  factoris  gradus  ad  n  dimensiones  ascendat, 
eins  forma  futura  sit 

ax''  +  /?a?"-^  +  yx""-''  +  dx''--'  +  etc. 

Imprimis  autem  in  hocce  negotio  necesse  est,  ut  omnes  isti  factores  sint 
inter  se  primi  neque  ullum  factorem  communem  involvant.  Numerator  vero 
N  functio  esse  potest  quaecumque  rationalis  integra  ipsius  x;  ac  perinde  est, 
sive  haec  fractio  sit  genuina  sive  spuria,  quandoquidem  posteriore  casu  partes 
integras  in  fractione  proposita  contentas  per  divisionem  actualem  eruere  licet, 
quod  quidem,  postquam  iam  omnes  fractiones  partiales  fuerint  inventae, 
demum  fiefi  poterit. 
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5.  Primo  igitur  haue  fractionem  resolvi  oportebit  in  huiusmodi  partes 

quae  scilicet  ex  singulis  factoribns  denominatoris  oriuntur.  Deinde  vero,  si 
in  numeratore  N  quantitas  variabilis  x  ascendat  ad  totidem  dimensiones, 
quot  habet  in  denominatore  P  QMS  etc.,  praeterea  accedet  quantitas  constans 
%;  sin  autem  ad  plures  dimensiones  ascendat,  insuper  accedent  partes  inte- 
grae  31  + ^a;+ ®i:cii;  + etc.  Quemadmodum  igitur  omnes  istae  partes  com- 
mode  inveniri  queant,  methodum  facilem  hie  sum  traditurus,  quae  ita  est 
comparata,  ut  quaeübet  pars  sine  respectu  ad  reliquas  habito  seorsim  in- 
vestigari  possit. 

6.  Cum  igitur  ex  denominatoris  factore  P  oriri  statuamus  fractionem 
^,  ante  omnia  est  notandum  hanc  fractionem  esse  debere  genuinam,  ita  ut 
in  eins  numeratore  ^  quantitas  x  pauciores  habeat  dimensiones  quam  in  de- 
nominatore P,  quandoquidem  partes  integrae  in  forma  ^-^  ^x+(lxx-i- "Six^ 
+  etc.  contineri  ponuntur.  Unde  si  factor  P  fuerit  primi  gradus  formae 
a  +  ßx,  numerator  ^  erit  quantitas  constans  a;  sin  autem  factor  P  fuerit 
secundi  ordinis,  fieri  potest,  ut  etiam  ir  in  ^  ingrediatur,  ita  ut  habeat  for- 
mam  a  +  hx;  at  si  P  fuerit  factor  tertii  gradus  formae  a  +  ßx  +  yxx  +  (^x^ 
tum  forma  numeratoris  5|J  esse  poterit  a-^lx+cxXy  et  ita  porro;  ita  ut  in 
genere  numerator  5P  involvere  possit  omnes  potestates  ipsius  x  minores,  quam 
in  denominatore  occurrunt.  In  operationibus  igitur  sequentibus  probe  caven- 
dum  erit,  ne  in  numeratore  5ß  investigando  istae  potestates  minores  ex  cal- 
culo  extirpentur.  Hoc  observato  methodum  hie  sum  expositurus,  cuius  ope 
pro  qualibet  harum  fractionum  numerator  5|5  sine  respectu  ad  reliquas  ha- 
bito inveniri  queat. 

INVESTIGATIO  FEACTIONIS  -|- 
QUAE  SCILICET  EX  DENOMINATOEIS  FACTOßE  P  OEITUR 

7.  Quoniam  igitur  fractio  proposita  -^q^;-^^  summae  omnium  partium 
aequalis  esse  debet,  ita  ut  habeatur  sequens  aequatio 

69* 
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pro  fractione  ^  indaganda  reliqnas  partes  omnes  sub  charactere  etc.   com- 
plectamur,  ita  ut  habeamus  hanc  aequationem 


P^JBete.       P 

In  ipsa  autem  fractione  proposita,  quia  hie  tantum  denominatoris  factorem 
P  lespicimus,  productum  reliquorum  factorum  QBS  etc.  littera  M  designe- 
mus,  ita  ut  iam  habeamus  hanc  aequationem 

^  =  f  +  etc., 
unde  valoTem  numeratoris  ^  erui  oportet. 

8.  HuEC  in  finem  multiplicemus  hanc  aequationem  p^  ==  ^  +  etc.  per 
ipsum  factorem  P,  ut  prodeat  ista  -^  =  5ß  +  P  •  etc.,  quae  ergo  statim  prae- 
bet  ^  =  jj-  —  -P-  ötc.     Quamobrem  si  statuamus  P  =  0,  fiet 

quae  expressio  cum  sit  fractio,  totum  negotium  huc  redit,  quemadmodum 
inde  functio  integra  ipsius  x  erui  possit. 

9.  Incipiamns  a  casu  simplicissimo,  quo  factor  P  est  primi  gradus  ideo- 
que  numerator  quaesitus  5|5  quantitas  constans  atque  ex  aequatione  P=0 
statim  eruitur 

qui  valor  in  fractione  -^  substitutus  verum  nobis  praebebit  valorem  ipsius  ^ 
quaesitum. 

Sin  autem  factor  P  fuerit  secundi  gradus,  ex  aequatione  P  =  0  elicimus 

unde  omnes  altiores  potestates  ipsius  x  per  similem  formam  exprimere 
poterimus.  Cum  enim  inde  sit  x^ -==fxx-\-  gx,  si  Mc  loco  xx  eins  valor 
scribatur,  babebimus 
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ac  denuo  per  x  multiplicando  erit 

tum  vero 

x'^{r  +  m9'+99>'\'{r  9  +  ^99) 

hocqiie  modo,  quousque  libnerit,  progredi  licebit,  ita  ut  omnes  potestates 
altiores  ipsius  x  per  talem  formam  fx  +  g  exprimantur. 

10.    Quodsi  ergo  hos  valores  tarn  in  numeratore  N  quam    in    denomi- 
natore  M  substituamus,  manifesto  ad  talem  formam  perveniemus 

M       '^      a  +  ix' 

ubi  facile  intelligitur  numeratorem  et  denominatorem  per  eiusmodi  factorem 
communem  multiplicari  posse,  ut  posito  xx  =  fx  +  g  ex  denominatore  quan- 
titas  X  penitus  extirpetur,  quo  pacto  debitus  valor  ipsius  ^  obtinebitur. 
Quodsi  enim  pro  illo  multiplicatore  sumamus  p  +  qx,  denominator  evadet 
ap  +  (aq'^hp)x  +  hqxx,  qui  posito  xx  =  fx  +  g  induet  baue  formam 

(aq  +  hp  +  fbq)x  +  (ap  +  gbg), 

ubi  tantum  opus  est  p  et  q  ita  definire,  ut  fiat  aq  +  lp  +  fbq  =  0  sive 

p —fh  —  a 

q  h 

Sumto  ergo 

p  z=.  ^fh  —  a     et     q-===b 

denominator  erit 

==  op  +  ghq  ==  gib  —  afb  —  aa 

ideoque  constans.     Numerator  vero  tum  erit 

(a  +  ßx){p  +  qx)  ^ap  +  (aq  +  ßp)x  +  ßg[(cx, 
qui  oh  XX  ^fx  +  g  reducitur  ad  debitam  formam  fx  +  g.     Erit  enim 

N^  (aq  +  ßp  +  ßfq)  x  +  (ap  +  ßgq), 

ita  ut  numerator  quaesitus  sit 

^  _{aq  +  ßi^  +  ßfq)x  +  (ap  +  ßgq) 
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11.  Eodem  modo  si  fuerit  P  factor  tertii  gradus,  posito  P  =  0  fiet 

unde  etiam  omnes  potestates  altiores  ipsius  x  per  similetn  formam  exprimi 
poterunt,  in  qua  scilicet  tantum  prima  et  secunda  eius  insit  potestas;  inde 
enim  coUigitur  fore 

x'^{r  +  2fg  +  h)xx  +  {ffg  +  fh  +  gg)x  +  (ffh  +  g}i). 

TJlterius  autem  progrediendo  evidens  est  has  formulas  constituere  seriem  re- 
currentem,  cuius  scala  relationis^)  est 

quo  observato  facile,  quousque  libuerit,  progredi  licebit. 

12.  lam  satis  manifestum  est,  si  denominator  P  fuerit  gradus  cuiuscum- 
que,  puta  n,  ex  aequatione  P=0  semper  fore 

unde  simul  omnes  altiores  potestates  ipsius  x  per  potestates  ^^""^  inferiores 
exprimi  poterunt.  Quodsi  iam '  isti  valores  tarn  in  numeratore  N  quam  in 
denominatore  M  substituantur,  tum  pro  ^  reperietur  fractio,  in  cuius  tam 
numeratore  quam  denominatore  tantum  potestates  minores  quam  exponen- 
tis  n  occurrent.  Tum  vero  band  difficulter  intelligere  licet  semper  talem 
multiplicatorem  communem  investigare  licere,  ut  facta  multiplicatione 
denominator  evadat  quantitas  constans,  numerator  vero  ad  potestates  mino- 
res quam  exponentis  n  reducatur,  quo  pacto  valor  desideratus  pro  littera  ^ 
obtinebitur. 

13.  Hoc  autem  modo  investigatio  postremi  multiplicatoris  plerumque 
calculos  perquam  operosos  et  taediosos  postularet;  quamobrem  plurimum  in- 
tererit  aliam  excogitare  methodum,  cuius  ope  fractio  inventa  ^  in  aliam  for- 
mam transmutari  possit,  cuius  denominator  evadat  quantitas  constans.    Talis 

1)  Tide  notam  p.  339.  P.  St 
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autem  methodus  huic  principio  innititur,  quod,  si  duae  fractiones  ^  ^^  T 
fuerint  inter  se  aequales,  tum  iisdem  etiam  fractio  haec  ^-^^^^  fatura  sit 
aequalis,  cuius  rei  veritas  iam  sponte  in  oculos  incurrit. 

N 

14.  Hoc  principio  stabilito,  quoniam  pro  5|5  invenimus  fractionem  ^, 
nnde  maiores  potestates  ipsins  x  iam  exclusas  esse  assumimus,  si  hie  succes- 
sive  tarn  supra  quam  infra  multiplicetur  per  0,  x\  oo^  etc.  et  loco  (xf  et  ma- 
iorum  potestatum  valores  assignati  substituantur,  prodibunt  aliae  fractiones 
totidem  pariter  yalorem  ipsius  ^  exprimentes,  quae  sint  -^^  ^77,  -^^.  etc., 
in  quas  tantum  potestates  minores  quam  x""  ingrediuntur.  Hamm  iam  binae 
ita  per  principium  expositum  facile  combinari  poterunt^  ut  posito 

^"^  aM^  ßM' 

ex  denominato]*e  potestas  inferiorum  Diaxima,  scilicet  x''-\  excludatur;  quod 
si  pluribus  modis  fuerit  factum,  siniiii  modo  ex  Ms  novis  fractionibus  aliae 
formari  poterunt,  in  quarum  denominatoribus  maxima  potestas  tantum  sit 
0?"^^;  liocque  modo  ulterius  progrediendo  tandem  pervenietur  ad  fractionem, 
cuius  denominator  prorsus  sit  constans,  quae  ergo  valorem  desideratum  litte- 
rae  ^  praebebit.  In  bis  autem  operationibus  cautela  supra  memorata  probe 
est  observanda,  ne  scilicet  istae  fractiones,  qualemcumque  ha.beant  formam, 
umquam  deprimantur,  etiamsi  forte  habuerint  factorem  numeratori  ac  deno- 
minatori  communem. 

15.  Hac  igitur  methodo  pro  quolibet  denominatoris  principalis  factore, 
sive  P  sive  Q  sive  B  sive  5^  etc.,  fractiones  partiales  ^^  -q,  -^j  "s  ^^^-  seorsim 
assignari  poterunt,  in  quarum  numeratoribus  quantitas  x  ubique  ad  pauciores 
potestates  assurgat  quam  in  denominatore. 

ALIA  METHODUS  NUMEBATOEEM  ^  INVESTIGANDI 

16.  Postquam  perventum  fuerit  ad  aequalitatem  j^,  ubi  omnes  ipsius  x 
potestates  iam  sint  minores  quam  in  ipso  denominatore  P,  singularis  se  mihi 
obtulit  via  multiplicatorem  illum  supra  memoratum  eruendi;  qui  si  littera 
TT  designetur,  habebimus   ?=S'     ^^^^   quia   requiritur,    ut   posito    P  =  0 
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iste  denominator  evadat  quantitas  constans,  hoc  eveniet  statuendo 

Sic  enim  ratione  habita  aequatioms  P=0  utique  fiet 

Nn 


5ß= 


c 


sicque  ista  littera  per  fonctionem  integram  ipsius  a.  exprimetnr,  postquam 
scihcet  ex  numeratore  I^n  altiores  potestates  faerint  excLae. 

+H«/^*  -^r"  ^^  '!^'  quantitates  /7  et  0  inyemendas  evidens  est,  si  quan- 
titas  vanabilis  a>  ut  infinita  spectetur,  tum  fore  MII^P&  ideoque 


unde  patet  fractionem  f  proxime  aequalem  esse  debere  fractioni  ^      Hie 
igitur  xn  snbsidium  vocare  conveniet  eandem  operationem,   quae  in  "Lumens 

HS  quaeritur, }  Sunüi  emm  modo  quantitate  P  per  M  divisa  residuum 
sumatur  pro  dxvisore,  praecedens  Tero  divisor  pro  Ldendo-  hocormod^ 
procedatur,  donec  ad  quotos  fractos  perveniatur,  in  quortr^ciHcet  denomt 
natore  .psa  qnantitas  .  insit.  Tum  enim  si  more  sVtTl  "tt  repel 
fracüones  formentur,  ea  quae  ultimo  quoto  integro  respondet'  n  bi'e^^^^^^^ 
eb.t  ipsam  fractionem  f,  ex  qua  deinceps  numeratoribus  et  enom  natori- 
bus  seorsim  aequatis  numerator  ^  facili  negotio  eruitur. 

ä^^U^^Zr'""  ""'""  T'^^'''''''  '"  quantitatibus  algebraicis  non- 
at  pro  Httera  5ß  statuamus  perventum  esse  ad  hanc  formam 

__.  OC^  +  XX  + 1 ' 


^         1)  Vide  L.  EüLEEi  Introductionem  in  malysin  infinUorwn,  Lausannae  1748    t  T  ..      -.e 
LEO^SABm  Eümm  Opera  omnia,  series  I,  vol.  8.  P.  gt.  ''^''^^'"^^^  1748,  t.  I  cap.  18; 
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ita  nt 


sicque  erit  fractio 


N=x'  +  1    et    M^x'-^xx  +  l] 
P  x^  +  l 


M      x^  +  xx  +  1^ 
pro  qua  instituatur  haec  operatio 

x^+xx+l  \x^+l 


x^+x^+x 


-x^—x+1 


x^+xx+1 

X^+  X  — 1 


+xx-'Xi-2 


-1 

—x^—x+l 
—x^+xx—2x 


—xx+x+1 


—  X 


+  XX—X+2 

+  XX-'X—1 


+  3 


-1 

-— xx+x+1 

—  XX 


+  X+1 


'XX 


etc. 


Hie  ergo  qnoti  ordine  sunt 

x^      —1,      —Xj 


1  ^ 

1,     — — 


Posita  iam  prima  fractione  primo  quoto  x  subscribenda,  ut  vulgo  fieri  seiet, 
=  -^  sequentes  fractiones  inde  more  solito  formatae  ita  se  habebunt 

—  1,       —X,       —1,       —  Y^^> 

X  —X  +  1  XX  —xx—x  +  1 


X, 


0' 


x  +  1' 


-07  —  2 


Quarum  fractionum  ultima  ^^^—  ipsi  fractioni  -^  est  aequanda,   ex    quo 

fit 

jj^^x+'X  —  l     et     0=-x  +  2. 


19*    Cum  igitur  posuerimus  Mn^C+  P0y    erit    G=^Mn—P0.     At 
vero  pro  nostro  casu  est 

Mn=x'  +  2x^  +  x  —  l 

et 

P0==^x'  +  2x^  +  x  +  2, 


Leokhakdi  Eüleri  Opera  omnia  le  Cominentatioiies  algebraicae 
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unde  denominator  constans  erit  (7= -3,  consequenter  yalor  numeratoris  5B 
quaesitus  "^ 

ryj        NU  1  ,  ^  , 

^^^Is-  =  -j(^'  +  x'  —  x'  +  xx  +  x~l), 

m  autem  potestates  cubo  altiores  exturbari  debent,  quod  fit  ope  aequationis 
-^  =  1  +  ^  •==  0,  unde  coUigitur  o;^  =  - 1  et  o;^  =  _  a>,  quo  facto  erit 

INVESTIGATIO  PAETIUM  INTEGEAKUM 
SI  QUAE  m  FßACTIONB  PROPOSITA  CONTINEANTUß 

20.  Postquam  omnes^  fractiones  partiales,  scilicet  |-,  ^  A  etc  üer 
methodos  expositas  fuerint  inventae,  nil  aliud  superest,  nisf  ut 'pirtes  inte'grae, 
qaae  forte  xn  fractione  proposita  ^_  sunt  contentae,  veluti 

%  +  ^x  +  ^xx  +  etc., 

uennt  m  se  mvicem  maltiplicati,  maximam  potestatem  ipsius  x  ibi  oonten- 
n™  ""„:'■    ""''  "*°f  ^"  '^■'^  ''"^"^  -1  *<>  ---  -  ■^— t"e 

.^wt?!:i  "  --«^"5  »-"t,  eas  partes  integras,  ,„ae  t™  nee  esse 
m  fraK;tiOM  proposita  contmentur,  sequeati  modo  facillime  indagare  licebit 

21.  Ponamus  primo  maximam  potestatem  in  nnmeratore  N  contentani 

termmi  tam  numeratoris  quam  denominatoris  dividantur,  hoeque  modo  obti- 

tuerit  0=        tum  pars  integra  reperietur,  si  divisio  tantum  inter  Ums  snpre- 
mos  termmos  instituatur,   quo  pacto  orietur  pars  integra  formae  L+ K 
bimüi  modo,  SI  summa  potestas  in  numeratore  occmrens  faeiit  c^»   divisio- 

Z.+T:i7      V'^:   T'  '''"»"'  '"f'™--   -"»   Ductus' IZae 
e^x  +  S^+a    resultabit.     Hoc   igitur  modo   operaüones    dirisionis    haud 

pi:eZr'aC„:™'"'r  ■  -ifT™*  ^"'^-"  '"'^- «"-  ''-*--  s«: 

praecepta,  aliquot  exemplis  illustrare. 
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EXEMPLUM  1 

22.    Proposita  sit  isla  fractio 

x^  +  l 


xx(x  +  l) 
in  suas  fractiones  partiales  resolvenda, 

Sumatur  Mc  primo  P  =  xoo  et  Q=^oo  +  l  et  JV*=  o?^  + 1,  ita  nt  pro 
prima  fractione  partiali  habeamus  -—,  ubi  ^  =  jg^  =  T+^?  posito  scilicet 
p^xx  =  0,  unde  superiores  potestates  omnes  evanescunt.  Hie  autem  ca- 
vendum  est,  ne  etiam  inferiores  ipsius  x  potestates  pro  niliilo  habeantur, 
etiamsi  pariter  evanescant,  idque  ob  cautelam  supra  memoratam.  Erit  igitur 
hoc  casu 

tum  vero   primam  methodum  adhibendo,  hoc  est  per  x  supra  et  infra  mul- 
tiplicando  et  loco  xx  cyphram  scribendo,  erit 


^= 


X 


"? 


quae  duae  fractiones  combinatae,  uti  supra  est  stabilitum,  praebent  fractio- 
nem,  cuius  denominator  est  constans,  scilicet  ^  =  -—,  qui  idem  yalor  etiam 
prodit,  dum  altera  methodus  adhibetur.  Fractio  igitur  partialis  prior  ex 
denominatoris  factore  xx  orfca  erit 

1 —^ 

XX 

Quodsi  iam  fractio  ex  altero  factore  ^  =  1  +  ^  ^^ta  statuatur  ■  =  yry 
erit  per  Q  multiplicando  0==-— ^^  posito  scilicet  l  +  a;  =  0,  unde  fit 
x:=  —  l,  XX  =  -{-1  et  a;^  =  +  l,  unde  statim  in  integris  oritur  O  =  2,  ita 
ut  altera  fractio  partialis  sit 

1  +x 


ideoque  ambae  hae  fractiones  iunctae 


l  —  x         2 

XX  1+x 

60-' 
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Uestat  igitur,  ut  partes  integrae  in  fractione  proposita  contentae  eK- 
ciantur,  quod  fit,  dum  numerator  1  +  af  dividitur  per  totum  denominatorem 
ex  duabus  tantum  partibus  constmtem  x' -\- xx,  unde  oritur  quotus 

x~l 

ad    fractiones    partiales    instax  partium  integrarum    adiiciendus,    quo    facto 
fractio  proposita  ^^^  in  sequeutes  partes  resoMtur 

-^^  +  j-^  +  X-l, 

quae  tres  partes  in  unam  summam  coUectae  revera  dant  -^^±1-. 

EXEMPLÜM  2 
23.    Sit  proposita  haec  fractio 


in  suas  fractiones  partiales  resolvenda. 

Hie  ergo  est  JV=^^  P=l  +  xx,  Q^il~x)\  Si  igitur  fractiones 
partiales  statuantur  ^  et  ^-„  erit  primo  5^  =  ^,  posito  scilicet 
H-a;:c  =  0,^  unde  fit  xx_=^-l,  x'^~x,  ^*  =  +  l,  x'J+x  et  x'  =  -l, 
ex  quo  coUigitur  5|5  =  __.L_.  hj^  ^^^^^  denominatorem  evolvi  oportet  quo 
scribi  possit  —1  loco  xx,  ita  ut  prodeat 

tum  vero  multiplicando  supra  et  infra  per  x  erit 

2°    35  ==  -^  =  --  £ 

sicque  prima  fractio  partialis  erit 

~x 

2(1 +xx)' 

Pro  altera  fractione   habebimus   ü  =  ^    posito    {l--xy  =  0,    unde 
autem  neutiquam  concludi  debet  a;  =  l;  sed  evolutione  facta,  perinde  ac  si 
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nulla  binomii  potestas  esset,   statui   debet  xx='2x  —  l,    unde   cc^  =  Bx  —  2, 
cc^  =  4x  —  S,  a;'==5a;  — 4  et  a;*  =  6a3  — 5.    Hinc  erit 

1«   o  =  ^, 

ex  qua  fractione  more  solito  formatur 

X  denominato 
altera  fractio  partialis  erit 


quibus  debite  combinatis  ex  denominatore  elidetur  x,  ut  flat  D  =  ^^g-^,  unde 


5a?— -4 

2(1 -a:)^* 

Partes  integrae  denique  orientur,  si  numerator  a;^  dividatur  per  denomi- 
natorem  et  quidem,  uti  iam  supra  inmiimus,  tantum  per  ternos  terminos 
supremos  x^-^2x^-\'2xo(>,  unde  quotus  oritur 

xx-{-2x  +  2. 

Hoc  igitur  modo  tota  resolutio  ita  se  habebit 

X  —  X  ,  OX  4:  ,  1      c\  t      C\ 

+  -TTTT     :.^  -{'XX  +  2X  +  2. 


{l  +  xx){l  —  xy       2(l+a?n;)  ^     2(1  — a?/ 

EXEMPLUM  3 

24.    Proposita  sit  haec  fractio 

1  -j-xx 


afi{l-'Xxy 
in  suas  fractiones  parfiales  resolvenda. 

Quoniam  hie  nuUae  partes  integrae  occurrunt,  sint  fractiones  partiales 
J-  et  ^j3i^-p;  ac  pro  priore  erit  ^  =  ^1±^,  posito  scilicet  x^  =  0,  unde 
etiam  omnes  potestates  altiores  evanescent.     Cum  igitur  facta  evolutione  sit 

1  +XX 

fractiones  reliquae  erunt 


'      ^       l  —  2xx  +  x^' 


TT        ^  +  ^^  TTT       ^^  +  ^^  TV      -^  Y     — 

x-2x'~'  xx+2x^'        ^'     x^'  ^'     x'' 


lam  eliminando  ex  fractione  principalx  I.  potestatem  x^  ope  ultixnae  V 
ex  denomiriatore  orietur 

.     ^  1  —  2x0)    ' 

at  facto  eodem  cum  III.  et  Y.  erit 

1  +  3^^  +  50?* 


a;^ 


Pro   altera   fractione   habebixnus   a  =  i±£2    posito    (l-^..)^  =  o     sive 
1  -  2a;a;  +  rc*  ==  0,  imde  fit  x'  =  2:car  - 1  et  x'  -  9%      .•  i  .-.  .    7! 

n^  1+««:       TT-  et  ic  =^ä.  —a;,  quo  Substitute  fiet 

*-"      six'-x-    -^i^c  porro  nascentur  sequentes  valores- 


J.  0==-£±fl_==  ^  +  ^' 

II.  O  =  — ?^±^  =  i^  —  1 

III  Q  — -^^"-^    _l.glzf_ 
ix^~2xx       4:xx~^' 


cllteTZf      r        ', "'°   '*"*r   '"'"■'.«*'"   f"*"    äenomhaatore 
constante  praedita;   erit  enim  I.  —  —  ttt    3_-5«»+7a;         , 

partiaHs  concluditur  "  '  ^~~'  '''''^'   ^^*''^  ^^"*^° 


7a;— 5a;' 


u  -4.   •   . ,  (1— a;ar)^  ' 

Ent  igitur  ^ 

cuius  veritas  calculum  evolventi  mox  patebit. 
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EXEMPLUM  4 
25.  In  fractiones  partiales  resölvenda  sit  haec  fradio 

1 

Statuantur  fractiones  partiales  quaesitae  —^ — ,  ,  ^  , ,  -t-t-t',  ac  primo 
quidem  erit  s|g  =  ^j_^_A____  posito  1+cox^O,  unde  fit  xx=-l,  x'  =  -oi;, 
x^  =  -{-l,  quibus  substitutis  erit 

^^    ^"^2(1-0;)' 
tum  vero  hinc 

unde   statim  colligitur  fractio   sh  x  quoad  denominatorem   immmiis,   scilicet 
5ß  =  __^^  ita  ut  prima  fractio  partialis  sit 

l  +  x 


4(l  +  a7ic) 


Pro  secunda  fractione  habebimus  D  =  ^™^^L___   existente   1  +  i:t'  =  0, 
unde  fit  0;^==  — 1,  x^  =  ~Xy  ita  ut 


I.    o  '  ' 


(l—x)(l  +  ocx)       2~x  +  xx 
Derivantur  hinc  porro 


IL    B==         "^ 


2X--XX  —  1 
et 

m.  D=      ^^ 


unde  eliminando  primo  xx  ex  I.  et  II.  erit 

:r+  1 

et  ex  I.  et  III. 

3  — a? 
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ex  quibus  denuo  x  eliditur,   cum  fiat  l<'  +  2''  =  ^+-^p^,    ita    ut    secunda 
fractio  sit 

B  +  x  —  xx 

4(1  +  «») 

^      Tertia  denique  fractio  est  9ft  ^  ^^_^_1_____   existente    1  +  ^^  =  0    sive 
X  =~1  et  x^  =  —  x,  quibus  substitutis  fit 

I.    91  = 1 , 

l—x  +  zx  +  x^ 

ex  qua  porro  derivantur 

IL  fft  =  -_^-±___, 

x  +  x^-l—xx' 

in.  9{==- "^ , 

XX  —  l—X  —  X^ 


IV.  91  = 


x^  —  x  —  xx  +  l  ' 
EHdatur  x'  et  deriventur  hunc  in  finem  sequentes 

1"   ex  L  et  II.    9t  = ^—^ , 

2-2x  +  2xx' 

2«    ex  I.  et  in.  91  =  -i-t£^, 

2xx  —  2x 

3"    ex  L  et  IV.  m=-^^^, 

ex  quarum  prima  et  secunda  statim  tarn  primam  quam  secundam  potestatem 
ipsius  X  eliminare  licet;  fit  enim  hinc  91  =  =^-^,  unde  tertia  fractio  par- 
tialis  erit 

~x  —  xx 

ita  ut  lam  sit 

7i- ,,    ^    ., , =  _i±£__L  3  +  a;-a;a;         x  +  xx 

(1  +xx){\  +  x^)  (1  +  x^)       4(1  +  XX)  +  T(l+^5) ^(1+^  • 

Quoniam  baec  postrema  investigatio  band  exiguas  ambages  postulavit,  eam 
quoque  per  alteram  metbodum  tentemus,  quam  supra  §  16  et  seqq.  exposui- 
mus.    Cum  igitur  primo  invenerimus  valorem  numeratoris  ^~  ^ 
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ponamus  multiplicatorem  idonenm   esse   n,   ita  ut  sit   9ft 


JT 


JT(1  — Ä  +  icaj-f  ic») 


At  vero  11  ita  comparatum  esse  oportet,  ut  fiat 

77(1  -  o;  +  ^^  +  ^')  =  C^+ 6^(1  +  ^'), 
ubi  ergo  fractionem  quaeri  oportet  -^,    quae   proxime   aequalis   sit  fractioni 


l+a;* 


i^^4a?a;  +  a;«'     ^"^^^"^    terminos    igitur    huius    fractionis    instituatur    sequens 
operatio,  cuins  ratio  iam  supra  est  exposita: 


X^'^X^  —  XX'\-X 


—  X^-\-XX--X'^l 


X^-^XX  —  X^l 

x^  —  xx-\~x—l 


2xx  —  2x  +  2 


—  x^  +  xx  —  x  +  1 

—  X^  +  XX  —  X 


+  1 


X 

2xx-'2x  +  2 
2xx 


Nunc  ex  quotis  more  solito  formentur  fractiones 


—  2:r+2 


2  XX 


etc. 


X, 

1 
0' 


h        -jX, 


—  x-^l 


2xx, 
^xx  +  ^x 


-1  ia;  +  l 

quarum  ultimae  aequatur  fractio  --■;  sicque  erit 

77=  xx-i-  X     et     0  =  a;  +  2; 
n{x^  +  xx  —  x-{'i)  =  x^  +  2x^  + 
0  (1  +  o;^)  =  a;'  +  2  o;*  +  o;  +  2 , 


hincque  iam  erit 

et 

unde  manifesto  fit 


X 


quocirca  erit 


C^  n(x^  +xx~x+l)~&(l  +  x'')^  —  2, 
^       TT       XX +  x 


qui  valor  cum  ante  invento  egregie  conyenit. 

Leonhabdi  Eüleri  Opera  omnia  le  Commentationes  algebraicae 
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EXEMPLUM  5 
26.   Proposita  fractione 


l+x"" 


cuius  denominatoris  factorem  constat  esse  1  —  2x  cos.  6  +  oox,   invenire   fractionem 
partialem  ex  hoc  factore  oriundam^  quae  sit 


? 


l'—2xoos,6  +  xx 


Cum  igitur  sit 


f  +etc., 


erit 


posito  scilicet  1  —  2ir  cos.  6  -{-  xx  =  0.  Quia  vero  lioc  casu  tarn  numerator 
quam  denominator  evanesceret,  in  fractione  ^—-^^~^^^:t^  loco  numeratoris 
et    denominatoris     eorum    differentialia    substituantur,    unde    oritur    fractio 


2ic— 2C0S.Ö       .  2£C.T— 2a;co3.0         .  ., 

ifrzT—  sive ,   sicque  ent 

^ x'^{2xx  —  2xcos.6) 

Quia  vero  nostro  casu  fit  l  +  ^''  =  0  ideoque  x""^  —  !,  erit 

^^  —  ^x'''(2xx  —  2a;  cos.  Ö), 

ubi  iam  id  sumus  adepti,  ut  denominator  non  amplius  x  complectatur. 

Nihil   aliud  igitur   superest,   nisi   ut   ex   numeratore   potestates  altiores 
ipsius  X  exterminentur;   factore  autem   l  —  2x  cos.  6  -^  xx   nihilo   aequato  fit 

XX  =-2x00^.  6  —  1, 
ex  quo  porro  colligitur 

ng  ^  ^^^(2rycos.g-~-2) 

'^  —n 

Iam  quaerantur  valores  altiorum  potestatum  per  simplex  x  expressi,  qui  re- 
periuntur 
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0?^  =  4a;  COS.  ö^  —  x  —  2cos.  ö, 
x^  =  %x  COS.  6^  —  Ax  COS.  d  —  4  cos.  6^  +  1, 

qui  valores  in  progressione  recurrente  procedunt,  cuius  scala  relationis  est 

2cos.  ^,     —1. 

Quoniam  autem  hi  termini  continuo  flunt  magis  complicati,  totum  nego- 
tium egregie  sublevari  observo,  si  quaerantur  valores  formulariim  o^^sin.Ö, 
x^sm.dy  OJ^sin.Ö,  x^Bm.d  et  ita  porro,  quippe  qui  secundum  eandem  legem 
progrediuntur.     Cum  enim  sit,  uti  ex  calculi  sinuum  elementis  constat, 

2  cos.  d  sin.  A6>  —  sin.  (^  —  1)  ö  =  sin.  (A  +  1)  ö, 

progressio  recurrens  sequenti  modo  se  habebit: 

X  sin.ö  ==x  sin.ö, 
x^  sin.  d  =  x  sin.  2ö  —  sin.  ö, 
x^  sin.  6  ===x  sin.  3ö  —  sin.  2ö, 
x^  sin.  6  ====^  X  sin A6  —  sin.Sö, 
x^  sin.ö  =  X  sin.  5Ö  —  Bin.4ö, 


x"^  sin,  ö  -»  o;  sin.  m<9  —  sin.  (m  —  1)6. 
Hoc  igitur  valore  substituto  erit  numerator  quaesitus 

2 
^  =-=» : — ^  (o;  sin.  mö  —  sin.  (m  — 1)6)  (x  cos.  6  —  1), 

sive  evolvendo  et  loco  xx  suum  valorem  substituendo  erit 

2      /2ir  sin.  m6  cos.  ö^  —  o;  sin.  (m  —  1) Ö  cos.  ö  —  o:  sin.  m6\ 
>^sm.öV  +  sin,  (m  — 1)0  — sin.  m/9  cos.  ö  y 

pro  qua  forma  scribamus  brevitatis  gratia 

^       >*sm.  Ö^  '       -^ 

ita  ut  sit 

61* 


-P  =  2 sin.  w« Ö COS. d'  -  sin. (m-l)d cos.  d -  sin. md, 
.  ö^  =  sin.  (m  —  1)  ö  —  sin.  wo  COS.  ö . 
lam  pro  valore  J?' cum*sit 

sin.  (m  — 1)6  =  sin.  md  cos.  6~  cos.  mö  sin.  Ö, 
ent 

J'-  sin.  mö  cos.  6'  +  cos.  mö  sin.  6  cos.  ö  —  sin  md 
sive 

l^i^p^^g  ^= -sin.  wo  sin.  ö^  + cos.  wo  sin.  ö  COS.  Ö 

-^j  =  COS.  wo  COS. Ö  -  sin.  md  sin.  ö  =  cos.  (w  +  l)ö. 
Simili  modo  erit 

G  =  sin.  me  cos.  ö  -  cos.  md  sin.  ö  -  sin.  md  cos.  ö  =  -  cos.  wo  sin.  ö 
ideoque 

G 

^j^  =  -C0S.WÖ. 

His  rite  substitutis  erit 

s|g  =  _  (cos.  md  —  x  cos.  (w  +  l)d) 

ideoque  fractio  partiälis  quaesita 

__    ,   2  (cos,  w  g — a;  008*.  (w  + 1)  g) 
m(1  — 2a;cos.Ö  +  a;ir) 

fSc  tltt  ™^^  Pf  «*'  ---odi  anguH  pro  .  assumi  debeant,  ut 
haec  formula  l-^xco..d  +  xx  revera  evadat  factor  denominatoris  1  +  ^«; 
ex  formuhs  enim  ante  exhibitis  erit  »  -^  ^  ^  , 

^«  _  a:  sin. «g  —  sin. ("n  — 1)0 
sin.  Ö 

a;  sia.  wo  —  sin.  (w  —  1)  Ö  +  sin.  ^  =  0, 
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id  quod  fleri  nequit,  nisi  fuerit  sin.  ^Ö  =  0  ideoque  cos.  ^(9  =  +  l.  Cum 
igitur  Sit 

sin.  (n  —  1)  ö  =  sin.  nd  cos.  6  —  cos.  nO  sin.  ö, 

ob  sin.  nd  ^0  erit  sin.  (n  —  1)  ö  =  +  sin.  6  sicque  aeqnatio  adimplenda  fiet 
sin.Ö  +  sin.Ö^O;  unde  patet  Signum  inferius  yalere  debere,  ita  ut  cos.^ö==  —  1. 
Hanc  ob  rem,  si  rc  denotet  angulum  duobus  rectis  aequalem,  statui  debet 
nd  =  in  existente  i  numero  impari  sicque  simul  omnes  plane  valores  idonei 
pro  angulo  6  obtinebuntur,  qui  erunt 

X  Sjt         67t  1%  dTC 

Unde  si  pro  singulis  factoribus  denominatoris  hinc  oriundis  quaerantur  frac- 
tiones  partiales,  summa  earum  omnium  aequabitur  ipsi  fractioni  propositae, 
scilicet  j-jr^f  siquidem  m<n^  hoc  est^  si  fractio  fuerit  genuina;  alioquin 
etiam,  si  fuerit  spuria,  partes  integrae  seorsim  extrahi  debent. 


THEOEEMA  AEITHMETICUM 
EIÜSQUE  DEMONSTRATIO ') 

Commentatio  794  indicis  Enestroemiani 

Commentationes  arithmeticae  collectae  2,  1849,  p.  588-592 

Opera  postuma  1,  1862,  p;  152— 156 

Theorema,  quod  hie  proponere  ac  demonstrare  constitui,  iam  pridem  per 

rtteras  cum  amxcxs  communicaveram^),  quibus  id  non  parum  elegans  et  omni 

attentione  dignum  est  visum,  praesertim  cum  eius  demonstratio  minime  sit 

obvaa  ac  fortasse  a  plerisque  frustra  indagata.     Sequenti  autem  modo  istud 

tüeorema  enunciavi: 

....^JT'"'''  r^f'  ''''"^'"'  ^«<'^c^.m2^ee  inaequales  a,  l,  c,  d  etc.  et  ex  singulis 
ausmodz^  fornentur  fract^ones,  quarum  numerator  comnunis  sit  n^as,  denominator 
vero  cmusque  productum  ex  omnibus  differentiis  eiusdem  numen  a  svnguUs  reli- 
qmrum,  %ta  ut  hae  fractiones  sint 


(o^-&)(.-:^^T(^3^7^'      jy_^y^^-^~^^^-,      ^-__.________      ,tc., 

tum  summa  omnium  harum  fmctiomm  semper  est  nihilo  aequalis. 

mantatiie?f  ?7oTe    W  'ZT'"''  Commentationes  540  huius  volu.inis  atque  alias  illas  con.- 
Tiet  811  fic,     r  J      ^°""°  ""■  ^"'""  ^-^^^«^--«  calcuH  integraUs  vol.  II,  Petropoli 

2.2,     "^^'  f^;™^^^-^^^  Ope^-a  omnia,  series  I,  vol.  12,  p.  341.     Confer  denique  cL- 

p.  22  P.  St  '■       '  ^^"^^^^^^^--^  öpem  onnia,  series  I,  vol.  18,  p.  1,  in^primis 

2)  Vide  epistolas  d.  25.  Sept.  et  9.  Nov.  1762  ad  Ohr.  öoldbach  datas,  Correspondame  maih 
e<i^%*.,  publice  parP.H.Püs8,St.-P4tersbourff  1843  tl  t,  659  et  fiß^.  ' j"  ^'^~^^  ~- 
omnia,  series  lH.  P  St  '  LEomARDi  EuLERt  Opera 
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Ita  si  exempli  gratia  propositi  sint  M  numeri  2,  5,  7,  8,  quatuor  frac- 
tiones  inde  formandae  sunt 


—  3-  — 5  —  6 
quae  ad  has  reducuntur 

1 


3._2.  — 3'      5-2-— l'       6-3-1 


3-5-6 
eritque  vi  theorematis 


+ 


3-2-3  ' 


5-2-1  ' 


+ 


6-3-1 


_i_4.i._i_J-JL  =  0 
90  "18        10  ^  18 


Ne  Signa  negationis  molestiam  creent,  formatio  liarum  fractionum  ita  prae- 
cipi  potest,  ut  dispositis  numeris  datis  secundum  ordinem  magnitudinis,  sive 
crescendo  sive  decrescendo,  pro  quolibet  eins  differentiae  a  singulis  reliquorum 
in  se  invicem  ducantur  hisque  pro  denominatoribus  sumtis  numeratore  exi- 
stente unitate  fractionibus  hinc  factis  signa  +  et  —  alternatim  tribuantur. 
Veluti  si  numeri  propositi  sint 

3,     8,     12,     15,     17,     18, 

ex  singulis  denominatores  ita  colligantur: 


ex    3 
8 

12 

15 

17 

■    18 


5 

5 

9. 
12 
14 


9-12 

4.   7 


4 

7 
9 


15-10 


14 

9 
5 
2 
2 
3 


15  =  113400 
10=    12600 


6  = 
3  = 

1>= 

1  = 


3240 
1512 
1260 

2700 


eritque 


+ 


+ 


113400   126U0  '  3240   1512  '  1260 

seu  singulis  per  36  multiplicatis 

1 


3150 


350  ^90       4=2  ~  35        .75 


2700 


0, 
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quod  fractionibus  ad  eundem  denominatorem  3150  reductis 

l-9  +  35~75  +  90->-42        ^ 
3-^50  —  0 

per  se  est  manifestum. 

Casu  quidem,   quo   duo  tantum  nnmeri  proponuntur,   theorema  demon- 
stratione  non  eget,  cum  sit  perspicuum  esse 


a  —  b  ~  l  —  a 

casus  autem  trium  numerorum  a,  l,  c  iam  magis  est  reconditus  neque  enim 
statim  liquet  esse 

- 1  I    1  _,  1  . 

{a-h){a-c)  ^  {i-a){b~c)  "*"  T^^^^^K^^jJ  =  U; 

sed   pro   pkribus  numeris   atque   adeo   in  genere,   quantacumque  sit  eorum 
multitudo,  Yix  quicquam  iuvat  in  casibus  simplicioribus  veritatem  agnovisse. 

Verum  etiam.hoc  theorema  multo  latius  extendi  et  sequenti  modo  pro- 
ferri  potest. 


THEOKEMA  GENERALIUS 

Si  propositi  fuerint  numeri  imequales  qmtcumqm  a,  h,  c,  d,  e,  f  etc.,  quorum 
mulhtudo  Sit  =m,  et  ex  uniuscmusque  a  reliquis  diferentiis  sequentia  formentur 
producta 

{a  —  b)  (a  -  c)  (a-  d)  (a  -  e)  (a  -  f)  etc.  =  Ä, 
(b  -a){b-  c)  (b  -  d)  (b-  e)  (b  -  f)  'etc.  =  B , 
(c  ~a)(c~  h)  (c  -d)(c-e)(c~f)  etc.  =  C, 
(d  -a){d~  b)  (d-  c)  (d-  e)  (d  -  f)  etc.  =  D, 

{e~-a){e-b){e-c)(e-d)_(e-f)etc.'-=E 
etc., 

quorum  singula  m-1  fadoribus  constant,  tum  erit  non  solum  ut  ante 

Ä + ;b  +  ^  +  5"  +  i"  +  ®*°- = 0 
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sed  etiam  hoc  modo  generalim 

Z  +  l5+-Ö  +  ^  +  ¥  +  ^*^-==^' 

dummodo  exponens  n  sit  numerus  integer  positivus  minor  quam  m  —  1. 

Ita  in  exemplo  supra  allato,  quo  numeri  propositi  sunt  3,  8,  12,  15, 17,  18, 
non  solum  est  nt  ibi 

'        ,   „J JL   .  ^ L-  =  0 


nsIÖO        12600  ^  3240       1512    '    1260       2700 
sed  etiam  veritas  in  sequentibus  fractionibus  aeqne  habet  locura 
3 ^  _   L.    1^   _    ^^     1     17    _   18   ^  ^ 


113400        12600  ~  3240        1512  ^   1260        2700 
32  8^  J^  _  J^    ,    J^T^  _  _18^  _  0 


113400        12600  ~  3240        1512    '    1260        2700 
113400        12600  "*"  3240        1512  "^  1260       2700         ' 
113400  ~  1260Ö  "^  3240        1512  "*"  1260       2700  ' 

neque  vero  ad  altiores  potestates  progredi  licet,  cum  quilibet  denominator  ex 
quinque  factoribus  constet. 

DEMONSTEATIO  THEOEEMATIS 

Theorema  hoc  nactus  snm  ex  consideratione  hnins  foimulae 


(x  —  a)  (x  —  6)  {x  —  c)  (a;  —  d)  etc, ' 

quam  constat,  dummodo  exponens  n  sit  numerus  integer  positivus  minor 
multitudine  factorum  in  denominätore,  semper  resolvi  posse  in  huiusmodi 
fractioneö  simplices 

_il+_?_  +  _^  +  _^  +  etc., 
x-^a    '    x  —  l        x  —  c        x  —  d 

quarum  denominatores   sunt  ipsi   fac^ores   illius    denominatoris,   numeratores 

Leonhardi  Eülbsi  Opera  omnia  Is  Commentationes  algebraicae  ö2 
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vero^)  quantitates  constantes  ab  x  non  pendentes,  quorum  singulos  sequenti 
modo  definire  licet.  Cum  forma  proposita  bis  fractionibus  simplicibus  sit 
aequalis,  per  x  —  a  multiplicando  habebimus 

-7— --—^ A'^S'i^-a)   .C'{x-a)   ,DXx-a)    ,     , 

ix-i)  (x-c)  {ä>-d)  etc.  -  ^  +  ^3r-  +     x-c     +  -t=d     +  ®^^*' 

quae  aequalitas  subsistet,  quicumque  valor  ipsi  co  tribuatur,  quandoquidem  lit- 
terae  Ä',  B',  C,  D'  etc.  ab  x  non  pendent.  Vera  ergo  erit  ista  aequatio,  si 
ponatur  X'=a,  unde  fit 

^ _., 

(et ~l)(a~c)(a~d)  etc.  ' 

sicque  valor  ipsius  Ä'  innotescit;  similique  modo  inteUigitur  esse 

5'  = J! c'  c« 

(&  -a){l~e)(l)~d)  etc.  '      ^       ^^^=^^^(7"-  c^)  etc. ' 

Sicque  de  reliqnis.     Cum  igitur  fractionibus  simplicibus   ad  alteram  partem 
transponendis  sit 

*"  AB  C  B' 

{x~a)(x-i){x-c)(^^^-^.  +  ji:^  +  Y=^  +  jz:^  +  j^r^  +  ®*^-  °=  ^' 

habebimus  utique,  numero  x  tamquam  postremo  herum  numerorum  a,  b,c,d,..  x 
spectato, 

- ? L  &" 

(a-J)(a-c)  («-<?). ..(a_a;)-^(j_a)(6_c)(&-^j...(ö_-,) 

denotante  t)  numerorum  illorum  penultimum. 

Haec  est  demonstratio  theorematis  propositi,  quae  neutiquam  ita  est 
obvia  ut  ista  veritas  inter  vulgares,  quarum  ratio  facile  perspicitur,  referenda 
videatui',  msi-  forte  ,alia  demonstratio  facilior  reperiri  poterit,  quodautem  ob 
eam  rationem  minus -sperare  licet,  quod. hoc. theorema  veritati.  non  est  con- 
sentaneum,  msi  exponens  n  sit  numerus  integer  positivus  minor  multitudine 
lactorum  in  singulis  denominatoribusl 

^^^  •     1)  In  editione.  principe  H  numeratores  Htteris  Ä,  £,  C,  B  etc.  designati  sunt,  quae  autem 
litterae  lam  pro  differentiarum  ülarum  productis  nsurpatae  sunt.  Correxit  A.  K 
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Cum  igitur  sumto  pro  n  numero  maiore  summa  illarum  fractionum  non 
amplius  evanescat,  ex  ipso  fönte,  unde  hoc  theorema  hausimus,  pro  quovis 
casu  valorem  istius  summae  assignare  poterimus,  scilicet  posito  factorum 
numero  =  m  —  1  ideoque  numerorum  omnium  propositorum  a,  h,  c,  d,  . , .  oo 
multitudine    =  m.     Si   fuerit   n  =  w  —  1    vel   n=-m   vel   n  >  m,    fractio    in 

demonstratione  assumta 

a?"       

\x  —  a)  {x  —  V)  {x  —  (?)  {x  —  d)  etc. 

tamquam  spuria  spectari  debet,  quae  partes  quasi  integras  in  se  complectatur, 
atque  huic  ipsi  parti  integrae  summa  illarum  fractionum  formatarum  aequalis 
sit  necesse  est. 

Ita  casu,  quo  ^  =  m  —  1,  pars  integra  est  unitas  ideoque  summa  illarum 
fractionum  =1.  In  exemplo  igitur  supra  tractato,  ubi  secundum  demon- 
strationem  signa  mutari  oportet,  erit 

^^^  _  1]!  j_  _i^  _  l^L ^^ ?!—  =  1 

--  -j-    .-.j>  oO/fA  "l^    i  o  ß  An  1  1  Q  /(  C\C\ 


18« 

17«    15« 
1260  ^  1512 

12«     8« 
3240  "*  12600 

3« 

2700 

113400 

2700       1260    '    1512        3240    *    12600        113400 
Sin  autem  sit  n  =  m,  pars  integra  ex  fractione  illa  eruta  est 

a;  +  a  +  &  +  ^  +  <^  +  ötc. 

seu  summa  omnium  numerorum  propositorum.    Cum  ergo  in  superiori  exemplo 
sit  summa  numerorum  propositorum  =  73,  erit 

=  73. 

Hinc  facile  coUigitur,  quomodo  hae  summae  ulterius  sint  inveniendae. 
Numerorum  scilicet  propositorum  a,  b,  c,  d,  \  :  .  x  ptimo  sumatur  summa, 
quae  sit  =  P,  tum  summa  productorum  ex  binis,  quae  sit  =i^,  porro  summa 
productorum  ex  ternis,  quae  sit  =\B,  item- 'ex  quaternis  »^  6V  ex  quinis  =  T 
et  cetera,  quo  facto 'formetur  series 

.    l  +  2H:S3.+.(2:.+  S)+.etc.,  :   :  .       ,,;. 
ut  sit 


^  =  6:p_S5^  +  5tü-Sf    etc., 
atque 


62* 


492 
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casu. 
»  =  m  —  1 

n  =  m  -\-  1 
i;  =  jw  +  2 
n  =  m-\-  3 
w  =  w  +  4 


erit  summa  nostrarum  fractionum 
1, 

^-P'-BP'Q-{.2PB+       Q'-S, 

^='P'~AP'Q  +  3P'It  +  3PQ''-~2PS-2QB+T 

etc. 


Vel  si  ponatur  summa  ipsorum  numerorum  =  %  summa  quadratorum  =  0 
summa  cuborum  =sft,  summa  potestatum  quartarum  =@,  qumtarum=3:  etc' 
erit,  ut  sequitur/) 

^  =  Är+|r^  +  |Cl^+|5ß9l  +  -i@    etc., 
qui  valores  hac  lege  progrediuntur,  ut  sit 

e  =  4-(5ßS3+üst  +  gi), 

etc. 

Theorematis   nostri  veritate  stabilita   haud  abs  re  fore  arbitror,   si  in- 
dolemformuarum,   circa  quas  theorema  .  versatur,   accuratius  investigavero. 

in doHs  S  f.  '  7  'Tf  '"w"'  """'"  q-tcumque  a,  h,  c,  ä  etc.!  cuius 
ndo  IS  Sit  futura  formula  ia~h)ia-c){a-d)  etc.,  quae  ex  differentns  cuiusque 
a  reliqms  m  se  mvicem  multiplicatis  producitur.  Sit  igitur  multitudo')  horum 
numeromm  propositorum  =  n  et  assumta  quantii^te  indefinita  .  inde  formo 
noc  productum 

(^-«)(^-&)(^-c)(^>-^(^-e)  etc.. 


1)  Confer  Commentationem  153  huius  Toluminis.  P.  St. 

2)  Quam  multitudinem  Eulekus  hucusqae  Uttera  w  designaverat. 


A.  K. 
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quod  multiplicatione  evolutum  praebeat 

Dividendo  ergo  per  ^  —  a  habebimus 

Quodsi  iam  hie  ponamus  0^a,  orietur  ea  ipsa  forma  (a  —  b)(a—c)(a  —  d)  etc., 
quam  supra  littera  Ä  indicavi.  Tum  vero  ad  alteram  partem  tarn  numerator 
quam  denominator  in  nihilum  abit  eiusque  propterea  valor  erit 

^^«-i_  (^  _  l)Pa^-'+  (n  -  2)  öct^"^— (^  —  3)üia^-^+  etc., 

qui,  cum  sit 

^«_p^«-i+  ^a"-2— iJa^-^+Äa»^-^— etc.  =  0, 


l)  In  editione  principe  loco  litteranim  P,  Q,  B,  S  etc.  hie  et  in  sequentibus  aequationibus 
litterae  31,  S3,  K,  D  etc.  nsurpatae  sunt,  quibus  autem  litteris  bucusquae  aliae  quantitates  designatae 
erant.  Correxit  A.  K. 


[Conclusione  caret.] 


PEOBLEMA  ALGEBRAICUM  ' 

DE  IKVEMENDIS  QÜATÜOR  NUMERIS  | 

EX  DATIS  TOTIDEM  PEODUCTIS  j 

UNIÜSCUIUSQUE  HORÜM  NÜMERORUM  \ 

IN  SUMMAS  TRIXJM  RELIQUORUM  [ 

i 

Commentatio  808  indicis  Enestrobmiani  | 

Opera  postuma  1,  1862,  p.  282—287  | 


Si  quatuor  numeri  inveniendi  ponantur  v,  x,  y,  z,  habentur  sequentes 
quatuor  aequationes 

v{oc-\-y  +  z)  =  a, 

x{v-\-y  -{-z)=.l, 

z{v-^x-\-y)=^d. 

Ex  his  aequationibus  per  regulas  vulgares  successive  tres  incoguitae  eli- 
minari  et  quarta  ad  resolutionem  aequationis  perduci  poterit.  Verum  cum 
nulla  Sit  ratio,  cur  unam  potius  quam  aliam  quamvis  eligamus,  quae  ultimo 
determinatur,  nullam  earum  per  aequationem  finalem  determinari  convenit, 
sed  eiusmodi  introducenda  est  nova  incognita,  quae  ad  siugulas  aequaliter 
pertineat  et  ex  qua  incognitae  definiri  queant.  Sumamus  ergo  summam 
numerorum  inveniendorum  in  bunc  finem 

v-^x-{-y-\-s  =  2t 
atque  binc  aequationes  superiores  abibunt  in  has 
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v(2t—v)^a-=  2tv  —  v\     inde     v-=-t  —  y(tt  —  a), 
x(2t~x)^b^2tx  —  a>\  x^t  —  '\/{tt  —  l\ 

y(2t-y)=c=2ty-y\  y^t-Vitt-c), 

z  (2t  ~^)==d^2u  —  ^^         z^t— y{tt — 4 

Eousque  igitur  solixtionem  iam  produximus,  ut  ex  unica  quantitate  t 
omnes  quatuor  numeros  quaesitos  expedite  determinare  valeamus;  quare  tan- 
tum  superest,  ut  hanc  quantitatem  f  investigemus,  quod  fiet  ex  aequatione 

substituendo  loco  v,  x,  y,  z  valores  per  t  modo  inventos 

u-y{u-a)-V{u-v)-y(tt-c)-y{tt-d)  =  2t, 

unde  oritur  ista  aequatio 

2t = y{tt  -  a)  j^y{tt~i)  +  y(tt  -  c)  +  y(tt — d), 

quae  quidem  metliodo  Neutoniana  ad  rationalitatem  perduci  posset^),  at  labor 
foret  maxime  molestus.  Alio  igitur  modo  resolutionem  huius  aequationis 
tentemus. 


Ponamus 


eritque 


y^tt  —  aj^p,  erit     v^-t—p, 

y(tt-h)^q,  w  =  t-q, 

y(tt  —  c)^r,  y^t  —  r, 

y(tt^d)=  s,  0  ^t  —  s 


quae  aequatio   ob  irrationales  p,  q,  r  et  s   in  aliam  debet   transformari,    in 
qua  litterarum  p,  q,  r  et  $  potestates  exponentium  parium  tantum  occurrant, 


1)  I.  Newton  (1643—1727),  Ärithmetica  universalis^  Cantabrigiae  1707,  p.  66;  3.  ed. 
(ed.  G-.  I.  's  Gravesande),  Lugd.  Batav.  1732,  p.  64;  quae  quidem  methodus  iam  a.  P.  be  Fermat 
exposita  erat,  Varia  o_pera  mathemaüca,  Tolosae  1679,  p.  60;  Oeuvres  de  Fermat,  publiees  par  les 
soins  de  MM.  P.  Tannery  et  Ch.  Henry,  t.  I,  Paris  1891,  p.  184.  P.  St. 
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quo  per  substitutionem  loco  litterarum  p,  g,  r  et  s  faciendam  nascatur  aequatio 
rationalis,  ex.  qua  valor  incogoitae  t  definiatur. 
In  hunc  flnem  formemus  hanc  aequationem 

cuius  quatuor  radices  sint  quantitates  datae  a,b,  c,  d.    Erit  ergo  per  naturam 
aequationum 

B  =  ah -{-ac-^- ad-\-hc-\-bd-{- cd, 
C=  aic-]- aid-}-acd -{■Icd, 

B  =  abcd. 

Ponatur  iam 

Y=U  —  X    seu     X^-Y+tt; 

habebimus  facta  hac  substitutione  istam  aequationem 

+  ÄY'—SÄUY'-i-  SÄfY—Äf 

+      BY'  —  2BttY-^Bf\'='0. 
+       GY—  Ott 

+  !?• 

Cuius  aequationis  quatuor  radices  ipsius  F  erunt 

tt  —  a,    tt  —  h,     tt  —  c,     U  —  d. 
Loco  buius  aequationis  ponamus  brevitatis  gratia  hanc 

r*-  PY'-\-QY'-BY^8^Q, 

p^m—  Ä, 

Q^Qf"  ~3Ätt-^    B, 

B-^if  —  8Ätf-  +  2BU  —  G, 

S=   f-   Äf+    Bt'-Ctt  +  B. 


ita  ut  sit 
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Sit  porro 

r^Z'  seu  z=^±Vr; 
habebimus 

Z'-PZ'+QZ*—BZ'-{-S==0 

eruntque  huius  aequationis  octo  radices  sequentes 

+  V(tt  —  a)  =  +|J,  —  V{tf  —  a)  =  —p, 

+  ]/(^^_c)  =  +  r,  -y(tt  —  c)  =  -r, 

H-  y{tt  —  c^)  =  +  s,  —  y{U  —  d)^  —  s. 

Aequatio  haec  octo  dimensionum  resolvatur  in  binas  biquadraticas,  quarum 
alterius  radices  sint  -{-p,  -\-q,  -\-t,  -\- s,  alterius  —p,  — q,  — r,  —  s;  quae 
sint 

Z*  -  aZ^  + /9^^  —  j/Z  4- <^  =  0, 

Z*  +  aZ"  + /3Z' +  ^Z  +  (^  =  0, 

in  quibus  erit  per  naturam  aequationum 

a=p  +  q-\rr-\-s, 

ß  ^'Pq  -\-pr  -\-ps  +  qr  -\-  qs  -{-  rs, 

y  ^pqr  -{-pqs  -\-prs  -\-  qrs, 

^  =pqrs. 

Qnoniam  igitur  productum  ex  bis  duabus  aeqnationibus  biquadraticis  illi 
aequationi  octo  dimensionum  aequale  esse  debet,  erit 

Q  =  ß'—2ar-i-2S, 
B  =  y'~2ßS, 

Et  cam  sit  a  =p  -\-  q-{-  r  -\-s,  erit 

a  =  2t 

Leonhardi  Euleri  Opera  omnia  Ig  Commentationes  algebi'aicae  63 
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ideoque  «*==  itt,  unde  fit 

ergo 

Secunda  aequatio  ö  =  |S*  —  2«^  -j-  2()'  dabit 

sive 

Tertia  vero  aequatio  B  =  y^ — 2^(J'  praebebit 

Af—?>At*-^2Btt—G=Y^~ÄS 
sive 

AS  =  —  4.f^BAt^—2Btt+  ü-\-y^; 

hinc  cum  superiori  fit 

U'^—~AHt-^2AYt-^  ' 


/• 


—  a  I 

Extraeta  radice  quadrata  obtinebitur 

Y  =  At  ±V[U^ -\-  {2B  —  \  A')U  -  ^ A'  +  \AB  —  d) 
Mncque 

d  =  Zt'^\AU-\A'-{-\B±2t'V{Af+{2B-\A')U-\A'+{AB-G), 

cuius  quadratum  erit 

2bf+BAf-tAH'-   ^AHt^-^^A' 

+  115    4-4^5    -y^*5 

-      4C     +4-J5^ 

+  (12^H  2^^'-  y  ^'^  +  25^)  ]/(4^H  (25  ~\^'Yt  - 1-4'+  Y^5  -  C'), 
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quod  aequale  esse  debet  ipsi  S  seu  huic  expressioni  f  —  Ät^  -\-  Bt''—  Ott  -\-  D; 
unde  resultat  haec  aequatio 

+  10JB     +1^5     -\A'B 

—  D 

+  (12«H  2^^'-|^'^  +  'lBt)-V{kf  +  (2JB  -  |^')^i  -\-A^^\AB-G)=^(i, 

quae  ad  ratdonalitatem  reducta  dabit 

-  12^^5    -   8^*J5     -  le^L^J?     -      ^^^J5     -^^«J5 
+    24^0    +   7^^(7     +   4-^'C     +     l-A'G    ■^-^A'B' 

-  48D    +12^^^     -i--^A'B'     +    ^^'J5'    —  j^  A^D 

-  8JLD     +     5^^X>     4-     4-^'^     —4^"-^' 

-  12J5(7    -   lABC    -±A'BC     -]-  ^^- A'BB 

_        3j5»     -     ±AB'     +  ^  S' 
-    20J5Z>     -    5ABB     —  \  B'I) 


5 


M 


+         9(7^     +     -;-J5^(7     +D 
+        6  CD 

Ponatur  brevitatis  gratia  .E  =  '-^-A^—B  et  «  =  2;;;  erit 

-h   3^^j;w'+   2^^^;*««+   9^'J5^t*''+     12 AE'uu-i-    4.E*     =  0. 
+     6.iC     +    4A'C     -^2SACJE     -{-SO  ADE       —82  DE' 
'-      12-D     +12 AE'     +     80X>JSJ     +     9Q  CD       +647)' 

-    8^I>     +       36  C'      +    4ßCE\ 

+    12CJ5     +       12E' 

63* 
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Haec  ergo  aequatio  quatuor  habet  radices  affirmativas  totidemque  negativas 
ipsis  aequales,  ita  nt  resolutio  aequationis  per  aequationem  biquadraticam 
perfici .  queat.  Sunt  autem  Ä,  J5,  C,  D  et  E  quantitates  cognitae  ex  datis 
a^hj  c,  d  determinatae;  est  nempe 

B '=ah-\- ac-j- ad-]''bc-{-bd-\- cd, 

G  =  alc  +  ciM  +  acd  +  hcd, 

D  ==  alcd 
itemque 

Invento  autem  quocumqtie  valore  pro  u  erunt  quantitates  quaesitae 


V  == 


x^ 


2 
u  '-y(uu  — -  4&) 

u  —  y(iiu  —  4  c) 

u  —  ]/(t(^i  —  4rf) 
'  2 


ALIA  SOLUTIO 
Problema  etiam  hoc  modo  solvi  potest.     Ex  primis  aequationibus  est 

a~b=^{v~x){y  +  ^),  b --  c  =- (x  — y){v  +  ^), 

a  —  c  =  (v  —  y)(x  +  ^),  6  ~  i  =  (cc  —  ^)  (^  +  y), 

a~d  =  {v~z){x^y),  c  —  d  =  (y  —  ^)  (v  +  x). 

Ex  aequationibus  prima  et  ultima  nanciscimur 

a  — h  ,  c  —  d 

y+^  y-0 
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Sit 

erit 
et  facto 

erit 

ergo 
seu 

ergo 


2  ^^' 

Jiz^^QO  —  yz 
a  +  h'\-C'\-d       , 

Ä=3   AJ 

2 

'k^^vx'\-  vy  -\-vz  -{-xy  -^cöz  +  yz, 
Jc  —  Ji^  2yz  •i-{v  +  x)(y  +  z) 

2y^  =  —^^ -.     seu      yyz  —  yzz  =- dy  —  cz, 

y  —  0 


quae  aequatio  posito  yz  =  t  abit  in  lianc 

(d  —  t)y  —  (c~t)0=-O, 

Ponatur  nunc 

dy  —  cz^^u 
eritque 

y-  (c-^d)t      ^^     ^~  {c--d)t' 
qui  valores  in  t  =  yz  substituti  praebent 

,  {c  —  t){d  —  t)uu 

unde  prodit 

y(cd--ic  +  d)t  +  tty 
quo  substituto  in  valoribus  pro  y  et  z  supra  inventis  habebimus 

y(cd-ic  +  d)t  +  U 
et 

IL  ,_     (.d-t)yt 

y{cd-ic  +  d)ti-U) 


502  PBOBLEMA  ALGEBBAIOÜM  DE  INYENIENDIS  QÜATÜOB  NUMERIS  [287 

ac  addendo  et  subtrahendo 

,  +  .==     (l±^Il!ill__    et    ,_.  =  — J£^^lJ? 

yicä~(fi  +  d)t  +  U)  ^  V(cd-{c  +  d)t  +  U) 

Hinc  porro  deducitur 

y*  (c+d-2t)yt 

unde  denuo  addendo  et  subtrahendo  positisque  brevitatis  gratia 

h-\-c-\-d  —  a^m     eta-f-c  +  c?  —  6  =  » 
prodeunt  sequentes  valores  pro  v  et  a; 

in,     r  —  0^  -  ^  0  Vi.<^d  -  (g  +  ä)  t  +  tt) 
2(c  +  d~2t)yt 

IV.     X  =  (»^-20T/(ctZ-(c  +  (;)^  +  ^^l 

^{c^d~2t)yt 

Cum  autem  supra  invenerimus  h  ^vx~  tj^,  hinc  substitutis  pro  t»,  x-  r/,  ^ 
eorum  valoribus  et  facta  evolutione  prodit  pro  determinando  valore  ipsius  t 
naec  aequatio  quatuor  dimensionum 

4^t{h-^f)(c  +  d-2ty^(m-2t)(n-2t)(c~t)(d-t). 


ANMEEKUNG  DEE  EEDAKTION 

Die  vorstehende  zweite  Lösung  stammt  zwar  dem  Inhalte  nach  von  Eüler,  der  Dar- 
steUung  nach  aber  von  seinem  Urentel  Nicolaüs  Füss.  Das  Pussschk  Manuskript  ist  dem 
EüLEBSOHEN,  das  in  seinem  zweiten  Teüe  nichts  weniger  als  druckfertig  ist,  beigefügt  und 
befindet  sich  in  dem  Handschriftemnaterial,  das  die  Petersburger  Akademie  der  Eulerkom- 
mission  zur  Verfügung  gestellt  hat  und  das  in  Zürich  aufbewahrt  wird.  Am  Schlüsse 
semer  Darstellung  wendet  sich  Nicolaus  an  seinen  Bruder  Paul  HEmEiCH,  den  Mit- 
herausgeber der  Opera  fosttma,  mit  folgenden  Worten: 

„Hier  hast  Du  die  richtige  Analyse  für  die  zweite  Auflösung  des  Satzes  mit  Weg- 
lassung aUes  dessen,  was  Bülee  in  seinem  BrouiUon  versuchsweise  angefangen,  nachher 
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davoa  abgekommen,  hat  xmbeendigt  stehen  lassen  und  was  also  zum  Druck  ganz  unnütz 
ist.  Die  fernere  nöthige  Mundirung  zum  Druck  wirst  Du  besser  machen  als  ich  es  kann; 
ich  hoffe  die  Sache  ist  so  weit  klar  auseinander  gesetzt,  daß  man  es  verstehen  kann,  sollte 
Dir  etwas  besonderes  auffallen,  so  sprechen  wir  noch  darüber.  Jedenfalls  möchte  ich  wohl, 
nachdem  Du  es  eingekleidet  hast,  es  noch  einmahl  lesen. 

Die  Mundierung,    die   dann  für  den  Druck  der   Opera  postuma  besorgt  worden  ist, 
weicht  nur  ganz  unwesentlich  von  der  Darstellung  ab,  die  NicOLAüS  Fuss  gegeben  hat. 

F.  E. 


FRAGMENTÜM 
EX  ADYEESARnS  MATHEMATICIS  DEPROMPTUMO 

Ex  commentatione  819  indicis  Enestroemiani 
Opera  postxuna  1,  1862,  p.  504—506 

105 

(Lexell) 

CRITERIUM  PEO  DIGNOSCENDIS  EADICIBUS  RATIONALIBUS 
AEQUATIONUM  CUBICARUM 

Quum  aequationis  cubicae  ternae  radices  ita^)  exprimantur 

IL    x^p^ Y y^  + 2 ^^'' 

IIL    x^p-] ^^ Yq  H Y y^> 


1)  In  praefatione  a  Nicolao  Püss  minore  Operihis  postumis  praemissa  legitur  p.  lY — V: 
„Praeter  scripta  postuma  ab  Eulero  ipso  elaborata  et  maximam  partem  ipsius  manu  exarata  exstant 
Tolumina  tria,  quibus  titulus  est  Ädversaria  matliematica.  His  adversariis  administri  et  discipuli 
EüLERi  inferre  solebant  theses  quasdam  et  sententias  breves,  quas  quidem  a  magistro  acceptas  ipsi 
fusius  et  accuratius  explicaverant.  Ex  his  tbesibus  selectae  sunt  graviores,  quae  Operibus  postumis 
suo  loco  insererentur,  et  primum  quidem  nonaginta  dignae  visae  sunt,  quae  tjpis  describerentur. 
Deinde  clarissimus  Tschebyscheff,  perlustratis  iterum  dictis  yoluminibus,  iuYenit  alias  sex  theses, 
quas  addendas  esse  censuit;  has  tomus  prior  exbibet  sub  Numero  XXIII,  p.  487—493.  In  bunc 
praeterea  ex  adversariis  illatae  sunt  theses  geometricae  octo,  theses  analytici  argumenti  quatuor  et 
duae  ad  calculum  integralem  spectantes;  ita  ut  omnino  tomo  priori  110  tbeses  ex  adversariis  de- 
promptae  contineantur."  Tomus  primus  adversariorum,  ex  quo  fragmentum  105  depromptum  est, 
pertinet  ab  anno  1766  usque  ad  annum  1775.  P.  St. 

2)  Quae  in  editione  principe  inveniuntur  radicum  formae  Mo  secundum  notam  1  p.  58  exhi- 
bitae  sunt.  A.  K. 


504]  FEAGMEISTTÜM  EX  ADVERSAEIIS  MATHEMATICIS  DEPKOMPTÜM  505 

hae  tres  formae  rationales  esse  nequeunt,  nisi  yg  et  fr  sequenti  modo  exhi- 
beri  liceat 

fg«=s  +  f]/_3    et     fr  =  s-iy-3; 
tum  enim  fiet 

L     a;=i;+25,         IL     x=f  —  s  —  '^i,         HI     a;=-j9  — 5  +  3f; 
tum  autem  ipsae  litterae  ^  et  r  similes  formas  habebunt,   erit  scilicet 

g^^^^-t;]/— 3     et     r==^f  — ^y— 3. 
His  praenotatis  consideremus  aequationem  cubicam 

cuius  radicem  constat  esse 

0,  =  f  (5  +  i{99  -  n  +  V{9  -  yi99  -  f  ))• 

Ut  ergo  omnes  tres  radices  sint  rationales,  ob  ö' ±  ^^(ö'ö' —  T)  =  «  ±  ^  1^— 3 
evidens  est  esse  debere  'V{gg  —  f)='vy—^  ideoque 

unde  concludimus,  quoties  '''~^-^  fuerit  quadratum,  etiam  omnes  tres  radices 
fore  rationales. 

EXEMPLUM 
Sint  radices 

I.   ^  =  3,     IL   ic  =  7     et     III.   a;  =  — 10, 

unde  aequatio  resultat  a;'— 79a;  +  210  =  0  sive 

a;»=79a;  — 210, 

labi  /•=¥  et  5  = -105,  Mnc  f  =iH2ü  et  ^ </=  11025,  ergo  f-gg^'-^, 

consequenter 

r-gg       195364  -,/f^-99        U2 

unde  fit  t;=-^  et  «  =  —  105. 

Leonhirdi  Euleri  Opera  omnia  I^  Commentationes  algebraioae  64 
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Hoc  idem  autem  in  genere  ita  ostenditur.    Sint  ternae  radices 

x  =  a,     x^h,    x^'  —  a  —  h, 
ita  ut  aequatiio  sit 

x^  ==  (a'  +  ah  +  6')  a;  —  ah  {a  +  h). 

Hinc  fit 

^_a'+g6+-6^       I         _—ah{a  +  V) 
l  __  et    g- , 

^8      a^  +  Za^h  +  &a*-V+la^¥^&aH*'-\-?,aV-{-h^       ,                a^V +  ^a^¥^\■a^h'■ 
f- —27 ^ et    gg^ , 


ergo 
hinc 
[vel] 

[et] 


P-99  4a^  +  12a°6-3a*&'-26ft^6'-3a'6*  +  12»6H4&'. 

3  81-4  ' 

yf-gg  _  2ffl''  +  3»'6-3a&»-26«  ^  ^(2aH5a&  +  2ü))^(a-5j'] ") 
^       3  9-2  L  9-2  J 

h /^' -ffg  _1  («  - &) (2a  +  6)  (fl  +  26) 
LK        3  J  18 

\f-gg  _  (a-&)H2ft  +  ^')'(a  +  2Z>r 

L      3  18» 

OBSERVATIO  1 

Quum  f  —  gg  debeat  esse  triplum  quadratum,  scilicet  dvv,  sive 
P  =  gg  +  3vv,  certum  est')  hoc  fieri  non  posse,  nisi  ipse  numerus  f  iam 
liabeat  formam  similem  mm  -f  3wn,  unde  sequitur,  si  numerus  f  in  suos 
factores  primos  resolvatur,  unumquemque  fore  formae  6a +  1,  cuiusmodi 
numeri  primi  sunt  7,  13,  19,  31,  37,  43,  61,  67,  73,  79,  97;  unde  statim  ac 
numerus  f  factores  involverit  vel  5  vel  11  vel  17  etc.,  certum  est  aequationis 
omnes  radices  non  esse  rationales. 


1)  Quae  hio  imcis  includuntur  in  Ädversariis  quidem  extant,  in  Ojpcribus  autem  postmnis 
desunt.  F.  E. 

2)  Vide  L.  Euleki  Commentationem  272  (iudicis  Enestrobmia.ni):  Supßementum  qtwrundam 
theorematum  arithmeticortim,  quae  in  nmnullis  demmstraUonibus  supponmihir,  Novi  comment. 
acad.  sc.  Petrop.  8  (1760/1),  1763,  p.  106,  imprimis  §  29;  Leonbärdi  Euleri  Opera  omnia, 
series  I,  Tol.  2,  p.  556.  Vide  etiam  L.  Eolek,  Vollständige  Anleitung  zur  Algebra,  St.  Petersburg 
1770,  ZweyterTeil,  Zweyter  Abschnitt,  §187—197;  LeonsäbdiEulkri  Opera  omnia,  series  I,  vol.  1, 
p.  429-434.  P.  St. 
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OBSEEVATIO  2 
Sit  igitur  f  numerus  huius  formae  a«  +  3/?/9,  et  quum  Sit 

(««  +  ?^ßß){pp  +  3^^)  =  (ap  ±  3ßqy  +  3{ccq  +  ßp)\ 
erit 

(aa  +  3ßßy^  {aa  ±  3ßßy+  3(aß  +  ßa)'^  (ua  —  3ßßY^3{2aß)\ 

porro 

{aa  +  3ßßy^  (a'-3aßß  ±  Gaßßf  +  3(2a(^/3  +  ccaß  ±  BßJ 

ideoque  vel 

((xa  +  3ßßf^(a'+3aßßy  +  3(aaß  +  3ßy 
vel 

(«a  +  3ßßf  -  (a^ -  9a/i/i)^  +  3{3auß  —  3ßy. 

Hinc,  quum  sit  f^gg^3vv,  erit 

^^  _  +  (a3_  9^^^5)     et     ^  =  +  (3aa/?  —  3/?^); 

quare  si  in  aequatione 

x^  ^3fx-^2g 
fuerit 

f  =  aa  +  3/3/?     atque  insuper     (jf  «  +  (a®  —  9  a/?/3), 

tum  omnes  tres  radices  erunt  rationales,  et  nisi  simul  fuerit  f=-  aa  +  3ßß 
atque  fl^  =  +  («^  —  daßß),  omnes  tres  radices  rationales  esse  non  possunt. 

OBSERVITIO  3 

Sin  autem  f  et  g  tales  habuerint  formas,  ut  sit 

OJ*  =  3(aa  +  3^^)  X  +  2a{aa  —  9/3/3), 

radices  certe  erunt  rationales,  quippe  quae  erunt 

x  =  2a,    ;r  =  — a  +  3/?     et    x  =  —  a  —  3ß. 

Hinc  igitur  veritas  nostri  criterii  ita  est  stabilita,  ut  non  solum  praesentia 
criterii  tres  radices  rationales  indicet,  sed  etiam  rationalitas  radicum  ipsum 
hoc  criterium  involvat. 
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OBSEEVATIO  4 

Videamus  autem  quoque,  quomodo  hoc  criterium  ad  formam  generalem 
aequationum  cubicarum  applicari  debeat.    Proposita  igitur  sit  forma  generalis 

^^  +  P^'  +  <?^  +  i?  =  0; 

primo    ergo    ad   formam   praecedentem    revocetur   ponendo    0  =  it;  — i-P   et 
aequatio  resultans  erit 

sive 

unde  pro  criterio  nostro  habebimiis 

unde  fit 

ergo  per  324  multiplicando  criterium  nostrum  postulat,  ut  sit  quadratum  se- 
quens  forma 

PPQQ^AQ'  —  iP'B  +  18PQB  -  21 BB  =  D. 

Ädversaria  mathematica,  t.  I,  p.  109 — 110. 

CONTINUATIO 
Sit  ciibica  aequatio 

x'^fx  +  g 

omnes  radices  habens  rationales,  quae  sint  «,  ß,  y;  quia  earum  summa  =0, 
1)  Vide  notam  1  p,  506.  F.  R. 
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erit  Y  =  —  a  —  ß.    lam  sint  «,  ß  radices  huius  aequationis 

ubi  propterea  erit^jp  — 4^  quadratum.  Haec  ergo  per  z-^-py  hoc  est  ^  +  «  +  /?, 
multiplicata  ipsam  propositam  producere  debet,  quae  ergo  fit 

quocirca  erit 

f  =  pp  —  q     et     g^—pq. 

Quum  igitur  sitpp—lq^D,  quaeritur,  quomodo  eadem  liaec  conditio  per 
f  et  ^  exprimatur,  quae  est  quaestio  peculiaris  naturae.  Multiplicetur  pp  —  4:q 
per  quadratum^)  p^ +  2appq  +  aaqq,  ita  ut  etiam  productum 

/  +  (2a  —  4)^)^2  +  (aa  —  8a)ppqq  —  4a  aq^ 

=  G  esse  debeat;  marLifestum  autem  est  similem  formam  nasci  ex  formula 
P'\'ß'gg\  prodit  enim 

pro  identitate  igitur  litterae  a\  ß'  sequenti  modo  definiuntnr 

qui  valores  etiam  postrema  membra  identica  reddunt.  Ex  quo  pro  rationali- 
tate  trium  radicum  hoc  criterium  requiritur,  ut  sit 

f-'igg^n. 

De  hoc  autem  criterio  duo  sunt  notanda:  1,  P  —  -jgg  debet  esse  quadratum 
integrum;  2.  huiusmodi  aequationes  v^  ==  4:fv  +  8g  ad  formam  simpliciorem 
ponendo  v  =  2'X  debent  reduci  x^  =  fx  +  g. 

Ädversaria  mafhematica,  t.  I,  p.  113;  115. 


l)  In  editione  principe  loco  litterarum  hie  sequentium  a  et  ß'  litterae  or  et  ^  nsurpatae  sunt, 
quil;)us  autem  litteris  radices  aequationis  cubicae  designatae  erant.  Correxit  A.  K. 


